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Motivace

, Povétii bylo poSmurné a celé okoli Prikosic pokryto snéhem. Podle
vypravéni Vojtécha Sedlacka toho dne kolem treti hodiny odpoledne vysel z otcova
domu rychtdriv syn podivat se na oblohu, zda bude snéZit nebo prset. Podival se
kjihu a ke svému velkému zdéSeni spatiil velké mnozstvi jizdniho vojska,
prijizdéjictho od lesa panstvi Spdlenoporicského. Mimo potiucku déliciho panstvi
poricské od miroSovského nevedla tudy zZddnd silnice nebo cesta. Pred lesem se
rozprostirala dosti rozlehld planina, pokryta snéhem, tipyticim se jako stribro. Bylo
pry bezvétri a v§ude panoval klid. ZdéSeny rychtariv syn vidél, Ze se vojsko neustdle
priblizuje k Prikosicim, béZel ke svym rodicum a rekl jim, co se déje. Rychtar vysel
s nim ven a jeho syn pry pravil: "Hle, otce, kampak s tim vojskem v nasi malé
vesnici?" Rychtdr se zarazil. Zatim jizdni vojsko cvdlalo smérem k vesnici a na poli
"Spaleni§té” se rozestavilo do jedné Fady po tiech jezdcich. "Zddlo se, jako by
v§ichni koné byli vrani a jezdci v bilé pldsté odéni." Jejich palase se blyskaly a bylo
videt, jak jimi vzdavaji poctu. "....Na obou k¥idlech se chvély krdasné korouhve, a to
na pravém cervend a na levém bila, vojsko zdobice." Zatim vesnice byla vzhiiru
nohama, nebot kdekdo chtél byt svédkem prichodu nezndmého vojska. Lidé se
hrnuli ven; ze svych pribytkii; vSichni se divili, kterou cestou tam mohlo tolik jizdy
prijet, mnozi se domnivali, Ze asi vojsko zabloudilo. Jinak se to nedalo vysvétlit.
"KdyzZ jezdci tak ctvrt hodiny postdli, obrdtili se pojednou na polopravou stranu
(halbrechts), pochodovali pres ten poticek a jej prekrocivie, viichni mzZikem
zmizeli." Na to pry prikosicky rychtar samou radosti prohldsil: "Ti jiz vice sem
neprijdou! Kdepak bych byl pro né nabral bytu a chlivii?" AvSak tak nenaddlé
zmizeni, celého jizdniho vojska v mistech, kde nebyla verejnd silnice, bylo velmi
podezrelé. Vesnicany pojal strach a hriza z toho, co vidéli, a z toho, co mohlo jesté
prijit. Nepochopitelné. Zakroutili nechdapavé hlavou, a kdyz se obrdtili, spatrili
v témze sméru péchotu, kterd tahla tou samou cestou, a rozestavila se na tomtéz
misté jako jizda. Péchoty bylo pry mnohem vice nez jezdcu. Pésdci byli odéni v Sedé
pldsté a slunce se odrdzZelo od rucnic, bodaku a Savli. Opét doSlo k podivnym
ceremoniim. Kdyz se rady péchoty rozestavily, jako prve jizda, vstoupili dva cerné
odénti diistojnici, obrdtili se k vojsku a néco zaveleli. Vesnicané se pry domnivali, Ze
foto vojsko urcité potdhne k vesnici. AvSak k velkému jejich prekvapenti asi po ctvrt
hodiné i péchota zmizela tak nenaddle, jako prve jezdci. Pak jesté bylo vidét
mnohondsobné pohyby konstva, vozii o dvou kolech, na nich sudy nebo déla vezli;
ddle bylo vidét fadu dalSich vojenskych vozii. Fronta vojska §la od jihu k severu
oblicejem obrdcena k zapadu.

Tato nova podivand ohromila vesnicany. TFi osoby pry onemocnély; jedna
z nich se vrdtila domii a chtéla vypravét, co prdavé vidéla, hriuzou pry ani slovo
nemohla ze sebe vydat. Teprve treti den mohla promluvit o tomto prazvlditnim
tikazu. Na misto, kde se objevilo vojsko, se nikdo neopovdzil jit, kromé jediného
rychtdrova syna, ktery spatril jako prvni podivné scény. Av§ak nenasel ani stopy po
néjakém vojsku. “

prof. Vojtéch Sedlacek , Podivné vidéni,

1. roénik ¢asopisu Spolegnosti vlasteneckého muzea v Cechach, 1827, pievzato z [18]
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1 Uvod

1.1. Fata morgana

Uvodni stranu své prace jsem vyhradil motivaéni zpravé z historie Piikosic
u Rokycan. Autor podrobné popisuje zajimavy a nenadaly piirodni tkaz zroku
1825 . Tento druh ukazii je vSeobecné zndm pod nazvem fata morgéna. Tento
ustaleny vyraz pro zvlastni ptirodni ikazy ma sviij pivod v bretonské povésti. Fata
Morgana byla udajné¢ kouzelnice, nevlastni dcera krale Artuse a zavrzena milenka
Lancelotova, ktera svou moc projevovala vzduSnymi pieludy, které¢ odtud maji sviij
nazev. Dle povésti Fata Morgana bydli v moiskych uzindch Messiny u Italie
v kiistalovém palaci a objevuje se se svymi druzkami pii zapadu slunce ve skvostné
zafivych podobach.

Vojaci tou dobou skutecné tahli, ale az ve vzdaleném Bavorsku. V historii
lidstva najdeme celou tadu dalSich popisi faty morgany. Podobné (historicky
o 100 km dale bitva u Waterloo.

Velice znamé jsou popisy namoinikd, kteti videli zbloudilé lodi bez posadky,
podivné se vznasejici nad hladinou mote a n€kdy 1 prevracené podél vodorovné osy
(vzhiiru nohama). Tak ziejmé vznikly piibéhy o Bludném Holand’anovi. Z prostiedi
mote jsou znama 1 zrcadleni vzdalenych ostrovii a pevnin. Za jistych klimatickych
podminek dochazi totiz k takzvanému zvednuti horizontu a je mozné napriklad
dohlédnout z Islandu az ke Gronsku [8]. Timto zpisobem mozna Vikingové védéli
o ptitomnosti Gronska predtim, nez vypluli na more.

Dalsim casto citovanym pifipadem fata morgany jsou ,preludy®
spasonosnych 04z v pousti.

,, Letni teplo slunecnich paprskii rozpdlilo pisek, ktery zacal pdlit, jako by
vitrvaly poZdar viechno rozpdlil. Nadmérnym Zdrem vyvoland mlha potom pokryla
pozemskou zdri a puida se zménila v cosi jako nekonecnou bezednou vodni plochu. *

Q. Curtius Rufus, kniha VII
(o polnim tazeni Alexandra Velikého) [8]
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Paganel mél také prileZitost upozornit na zajimavé zrcadleni, zjev na téchto
rovinatych pldnich zcela béZny; estancie se z ddlky podobaly velkym ostroviim,
nebot se zddlo, zZe topoly a vrby kolem nich se zrcadli v pruzracné vode, jez ustupuje
pred krocejemi cestovatelii. Prelud byl tak dokonaly, Ze si na néj oko nemohlo
privyknout.

Jules Verne, Déti kapitana Granta

Takova zrcadleni vSak nevznikaji nutn€ jen na poustich, mizeme se s nimi
setkat vSude tam, kde dochazi k vyznamnému zahtati vzduchu v prizemnich
vrstvach. Je mozné jej za péknych letnich dni pi1 bezvétii spatiit napiiklad nad
zahtatou silnici, kterd se ndm jevi jako mokra.

Fata morgana, ostatné jako vétSina neprobadanych piirodnich tkazi, provazi
lidstvo od pradavna. Vzbuzovala v lidech uzas, uctu a zaroveni obavy. Podle [8]
dokonce nekteré davné civilizace vyznavaly kult faty morgany.

I v dnesni dobé, kdy jiz fata morgéana nebudi v lidech hriizu a uzkost a jevy
zrcadleni jsou dobie kvalitativné vysvétleny, jisté neni ztratou Casu zabyvat se
problematikou Sifeni svétla v prostiedi se spojité se ménicim indexem lomu. Praveé
spojitd zména indexu lomu svétla v atmosfére je pri€inou vzniku faty morgany.
Kvantitativnim popisem pohybu svétla v takovych podminkach se budu zabyvat

ve své praci.



Bakaléi'ska prace Vladimir Janacek

1.2. O této praci

V ptirodé se vyskytuje cela fada d&ja, pi1 kterych se ur€ita fyzikalni vlastnost
prostiedi nemeéni skokové, ale spojite. Jako piiklad mohu uvést hustotu vody u usti
feky do mote, kdy dochdzi k promichéni sladké a slané vody a zcela jisté toto
rozhrani nebude rovinné a ostré, ale spojit€é se ménici (o tom by jist¢ dokéazali
dlouze hovofit ndmoinici z nakladnich ¢lunt, kteii pii cesté¢ do more mohou piibirat
naklad, ale musi nakladat s rozvahou pfi cesté z moie proti proudy feky). V bézném
kazdodennim Zivoté mizeme pozorovat (jsme-li dostate¢n¢€ vnimavi) zajimavé jevy
pi1 nalévani sirupu do sklenice s vodou. Asi nejpodrobn€ji jsou popsany jevy
souvisejici se spojit€¢ se meénici hustotou zemské atmosféry a nasledné jejim
indexem lomu.

V této praci se v druhé kapitole budu zabyvat pravé témito jevy, strucné
popisi chod paprskii v atmosféie, spodni a vrchni zrcadleni (takzvanou fatu
morganu), jejichz nékteré projevy byly popsany v uvodni kapitole, a jen velice
struén¢ zminim nékteré zajimavé projevy astronomickeé a terestrické refrakce.

V tieti Casti prejdu k problematice chodu svétla v takovém prostiedi. Uvedu
ukazky nékolika zpiisobii odvozeni rovnic popisujicich trajektorii svétla v prostiedi
se spojit¢ se ménicim indexem lomu a provedu diskusi téchto rovnic.

Ve ¢tvrté kapitole se budu veénovat experimentalni Casti. Sledoval jsem
prichod svétla roztokem cukru, ve kterém diky spojité zmeén¢ indexu lomu dochazi
k ohybu svételného paprsku. V disledku diftize se cela soustava Casové vyviji
aohyb svételného paprsku je tedy funkci casu. V této casti  vysvétlim
experimentalni usporadani, nastinim uskali spojend s vyhodnocovanim dat
a provedu kratky rozbor chyb vzniklych pii ziskavani dat.

Ctvrta kapitola bude vénovana konkrétnim vypod&tam, tvorbé matematického
modelu pohybu svétla ve vodném roztoku cukru a hledani parametrii této rovnice.
Pokusim se najit co nejpiesnéji trajektorii sveétla pro konkrétni experimentalni
usporadani. Provedu porovnani matematicky vypocteného tvaru trajektorie

s trajektorii ziskanou v experimentu.
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2 Kvantitativni popis chodu paprsku

2.1. Geometricka optika

Geometricka nebo téz paprskova optika je oblast optiky, ve které se pro
Siteni svétla a tvorbu obrazli pouziva model svételnych paprska. [7]. Paprskova
optika vychazi ze tfech zakladnich tvrzeni.

a) Princip pfimoc¢arého Siteni paprsku ve stejnorodém prostiedi; toto tvrzeni
je zieyjm¢ ekvivalentem definice paprsku pro homogenni prostiedi:
paprsek je orientovand poloptfimka vychazejici ze zdroje. Z kazdého
zdroje vychézeji paprsky vSemi sméry.

b) Princip nezavislého chodu paprsku, ktery iika, ze dva rizné paprsky se
v prostoru neovliviiuji.

c) Tietim dilezitym tvrzenim je zakon odrazu a lomu paprsku na rozhrani
dvou prostiedi

Tolik navrat do stfedoskolské fyziky. Ve vétsin€ ucebnic se vSak nedovime,

kdy je mozno k modelu svételnych paprskii piistoupit a zanedbat tak vlnové nebo
kvantové vlastnosti svétla. Takovy rozbor provadi ve svych piednaskach napi.
prof. R. Feynmann [4]. Z rozboru vyplyva, ze vinova délka pouzivaného svétla
musi byt dosti mala vzhledem k rozmérim sledovaciho zafizeni (aparatury), aby se
neprojevovaly vinové vlastnosti svétla, a zarovein energie svételnych kvant, fotond,
zanedbatelné¢ mald vzhledem k rozliSovaci schopnosti této aparatury, aby se ani
kvantové procesy neprojevovaly. V takovém piipad¢ je mozné pouzit nejjednodussi
aproximaci, geometrickou optiku. Bez dal§iho rozboru se spokojim s tvrzenim, ze
tyto podminky budou s dostateCnou piesnosti v pfipadé naseho experimentu

splnény.

2.2. Zrcadleni a jiné jevy v atmosfére

Diive nez se pustim do samotného odvozovani piesnych matematickych

formuli pro drahu paprsku, zminim jen v kratkosti nékteré zajimavé jevy, které
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vznikaji v atmosféie diky zméné hustoty vzduchu at’ jiz zpisobené riiznou teplotou
vzdusné hmoty, nebo ,jen“ gravitatnim piasobenim zemé. Jako zaklad pro
vysvétleni téchto jevii my poslouzi Fermativ princip nejkratSiho Casu. Ten tika, ze
se svételny paprsek S§ifici se z bodu A do bodu B pohybuje po takové draze, ktera
zabere nejkratS$i mozny ¢as. Tento princip a trocha geometrické predstavivosti nam

dovoluji vysvétlit celou fadu jevi vznikajicich v atmosfére.

2.2.1. Spodni zrcadleni

Ke spodnimu zrcadleni dochézi v piipad€, ze spodni vrstvy vzduchu maji
vyssi teplotu nez horni vrstvy (a teplotni gradient je dosti strmy). K takové situaci

dochazi naptiklad na

chladny vzduch obloha

/ predmét
i’?_:::.:::?::'-'__.‘:_—_Th——-—————\..___.__._L____,,_.rﬁ_.__M R -

P P e, SRR

o SRR “teplejsi vzduch
zrcadlena obloha™—-._ T

ST " “zdanlivy
S - pfedmét

Obrazek 2.1
Znazornéni zakfiveni paprski pfi dolnim zrcadleni

poustich, ale napfiiklad 1 nad béznou silnici za jasného letniho dne, kdy se povrch
zem¢ vydatné zahieje. Od n¢j se zahieje 1 spodni vrstva atmosféry. V zahiaté vrstve
se pak svétlo Sifi rychleji (index lomu fid§iho vzduchu je mensi). Z Fermatova
principu je tedy ziejmé, Ze svétlo se pii piechodu z mista A do mista B nebude Sifit
piimocare, ale po draze prohnuté smérem dolii (odtud nézev spodni zrcadleni).
Pozorovatel pak za urCitych podminek pozoruje prevraceny obraz mnohem

vzdalengjS§iho predmétu (viz obrazek 2.1).
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2.2.2. Horni zrcadleni

K tomuto druhu zrcadleni dochazi v ptipad€¢, ze naopak horni vrstva
atmosféry mé vyssi teplotu nez vrstvy pod ni. K takové situaci muze dojit v ptipadé
teplotni inverze, tedy nasune-li se tepla fronta nad studenou frontu. V nasich
zemépisnych Sitkach k tomuto jevu dochazi vétSinou v zimé, kdy jsou 1épe splnény
podminky pro teplotni inverzi. Vhodnym mistem pro vyskyt takového zrcadleni
jsou jisté¢ polarni oblasti, kdy za pékného pocasi dojde k zahiati atmosféry, ale
zasnézeny povrch se tolik nezahieje. A jisté tyto podminky muze spliiovat rozlehla
vodni plocha oceani, ktera se diky velké tepelné kapacité vody jen zvolna zahiiva.
V této situaci se paprsky zbodu A do bodu B Sifi opét po zakiivené draze a to

smérem vzhuru (tedy ndzev horni zrcadleni). VSe je opét patrné z obrazku 2.2.

teplejsi vzduch obloha 1o i
A i zdanlivy
A A_\/ predmct
--_—j;‘iif;::’:;_: To A e il piedmét
chladny vzduch 3 oy
Obrazek 2.2

Znazornéni zakfiveni paprsku pfi hornim zrcadleni

2.2.3. Astronomicka a terestrickd refrakce

Pojmem refrakce rozumime odchylku svételného paprsku od piimocarého
pohybu, zptisobenou souvislym lomem svétla. [6] Astronomicka refrakce pak znaci,
ze pozorovany objekt je za hranici atmosféry, tedy ve vesmiru, a terestricka
znamena, ze se pozorovany objekt nachazi v atmosfére. Princip refrakce je v obou
piipadech stejny. Svételny paprsek se §ifi atmosférou tak, ze se neustdle zmenSuje
uhel dopadu (méfeno od kolmice). Pozorovatel stojici na povrchu zemé pak
predmét vidi misto v bodé A vbodé A’. Uhel Ap mezi sméry k A a k A’ se nazyva

uhel astronomické/terestrické refrakce; vSe dilezité znazortiuje obrazek 2.3.
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Obrazek 2.3
Znazornéni atmosféricke a terestrické refrakce, pozorovatel vidi pfedmét A v misté A",

V disledku astronomické refrakce vidime vesmirna télesa az o 35° vySe nad
obzorem, posouvaji se nam vychody a zapady hvézd a vidime slunce jesté¢ 2 minuty

po zéapadu; tedy po okamziku, kdy geometricky zmizi za obzorem.

2.2.4. Zvednuti obzoru

Jednim z dasledku terestrické refrakce je 1 zdanlivé zvednuti obzoru. Paprsek
prochazejici Sikmo atmosférou se za normalniho rozloZeni hustoty vzduchu
zakiivuje smérem k povrchu zemé (viz obrazek 2.4). Toto zakiiveni je jeSté
patrnéjsi, nastane-li piizemni teplotni inverze. Pomoci zdanlivého zvednuti obzoru
se mozna daji vysvétlit obrazy opravdu obiich oblud na mofti, nebo 1 schopnost

vikingskych moieplavci plavit se do Gronska [8].

Obrazek 2 .4
Zvednuti obzoru, pozorovatel opét vidi pfedmét v pozici A

10
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2.3. Odvozeni rovnic

2.3.1. Prostiedi se spojité se ménicim indexem lomu

Pokusim se odvodit rovnice, které popisuji chod paprsku v prostiedi se
spojit¢ se meénicim indexem lomu. Pro jednoduchost se v této Casti omezim na
jednorozmérnou zménu indexu lomu. Jak se ukdze pozdéji, neni toto omezeni na
ukor popisu fyzikalni podstaty jevu a dostate¢né dobie odpovida experimentalnimu
usporadani. Z této uvahy jiz zteymé vyplyva, ze k popisu chodu takového paprsku
bude stacit rovina, ¢ili jinymi slovy feceno, budeme mit dvourozmérny problém.
V navaznosti na experiment, a také z divodu jednoduchosti, budu pracovat
v pravouhlém kartézském systému soufadnic. Necht’ se index lomu méni s vySkou

tedy bude funkci soufadnice y. Pi1 odvozovani budu vychazet z obrazku 2.5.

y ‘
Tl
\\
_l’_
— e n+dn
~, ‘\.
Olis1
n
-
Q4
X
Obrazek 2.5

Draha paprsku v prostfedi se zménou indexu

Prvni pohled na v€c miizeme nazvat diferencialni. Rozd€lime prostiedi na
vrstvy, ve kterych se index lomu ,,témé* neméni. V takovych vrstvach se paprsek
pohybuje piimocaie a na rozhranich je jeho chovani dobie popsano znamym
Snellovym zakonem.

n sin(e,)=n,, sin(a,,,) (2.1

i+1
Je-li takovych rozhrani vice za sebou, pak opakovanym pouzitim Snellova zakona

dostaneme:

nsin(e,)=n,, sin(a,,)=...= N, (2.2)

i+l

11
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kde N je konstanta. Pii dikladn€jSi rozvaze je vidét smysl této konstanty.
Predstavuje index lomu prostfedi v misté, kde se, pokud k tomu dojde, paprsek

pohybuje rovnobézné s vodorovnou osou. Pokud k této situaci nedojde, pak ma
N vyznam pocate¢ni podminky. Z této uvahy je vidét, Zze v misté kde «, = %.plati

pro paprsek:
N =n(y)-sin(x). (2.3)
V této rovnici jsem jiz preSel ke spojité se ménicimu indexu lomu, tedy
rovnice znazoriiuje, ze index lomu je funkci souradnice y.
V této chvili jsou mozné dva zplsoby dal§ich uprav. Prvni uvedeny jsem
pievzal z piednasky ,,Svétlo v prostiedi se spojité proménnym indexem lomu
kterou prednesl Martin Ploschner v ramci predmétu ,,Zajimava teoreticka fyzika®,

na Pfirodovédecké fakult¢ Masarykovy univerzity v Brn¢ [9].

2.3.2. Diferenciace Snellova zdakona
Rovnici 2.3 mizeme nyni diferencovat. Tim dostaneme kvantitativni
zavislost zmény thlu chodu paprsku v zavislosti na zméné indexu lomu.

dnsin (o) +ncos(a)da = 0, (2.4)

po uprave pak:
dn
— = —cotg (a)da (2.5)
n

Ze vztahu 2.5 je vidét, ze pro rostouci index lomu klesa uhel dopadu paprsku
na rozhrani. Tuto skute¢nost vyjadiuje v rovnici 2.5 zaporné znaménko na pravé
strané. Je vlastn¢ diisledkem dohody méfit thel dopadu od kolmice.

Z obréazku 2.5 je snadné ziskat vztah mezi dx, dy a c.

cotg(ar) = % , (2.6)

po diferenciaci této rovnice mame:

1 da d’y
- —= ) 2.7
sin’(ar) dx  dx? @7

12
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Jesté jednou pouZijeme obrazek 2.5 pro vyjadieni sin(x):

sin(r) = J(dx)fbj(dy)z - \/HESQZ _(1+(y). 2.8)

Postupnym dosazenim vztaht 2.6, 2.7 a 2.8 do rovnice 2.5 a naslednou Gpravou lze

dojit k rovnici:

dn d? A2 1
g0+ 2.9)

a odtud jiz rychle:

dzy(x): 1 dn(y)(hr[dy(x)jz}. (2.10)

dbe? n(y) dy dx

y

S vyuzitim oznaceni y, = o je mozn¢ tuto rovnici piepsat na jednodussi tvar:
1

V., = %ny (l +( x)2 ), piipadn¢ y” :%n'(lJr(y')Z), (2.11)

kde je ovSem tieba dat pozor na to, podle které¢ proménné derivujeme. Autor prace
[9] v dodatku upozoriiuje na néktera tskali uprav z tvaru 2.9 na 2.10 ¢1 2.11. Ja se

k této problematice vratim na zavér této kapitoly v diskuzi odvozenych rovnic.

Vysledkem téchto uvah je nehomogenni kvadratickd diferencidlni rovnice
druhého tadu s promé€nnymi koeficienty. Tuto rovnici budu nadéale povazovat za
zakladni rovnici pohybu svételného paprsku v prostiedi se spojit€¢ se méenicim
indexem lomu. Dosazenim Snellova zdkona (rovnice 2.3) do rovnice 2.10 ¢1 2.11 je
mozné piejit k linearni diferencialni rovnici druhého tfadu:

2 2
y":ln, n2 = l 2 d(n ) (212)
n N° 2N° ay

Hledame-li néjakou rovnici a nalezneme-li ji, je vhodné na néjakém
nejjednodussim prikladé ovéfit, ze popisuje opravdu zkoumany déj. Takovym
piikladem zkousky je ptipad prostiedi s konstantnim indexem lomu. Dosazenim do

rovnice 2.11 a derivovanim dostaneme trivialni piipad:

V'=0=>y=Ax+B.

13
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Tak tento vysledek neni nijak prekvapivy, svétlo se Sifi v prostiedi s konstantnim
indexem lomu po piimce. Zavér je zcela v souladu s geometrickou optikou.

Diive nez ukazi dal$i pripady rozloZzeni indexu lomu, které umoziuje fesit
rovnici 2.11 exaktné, dluzim slibenou druhou metodu odvozeni této rovnice.
Vychézet budu opét ze Snellova zakona, tedy rovnice 2.3. Do této rovnice je mozno

rovnou dosadit za sin(«) vyraz 2.8.

1
dy)' | > b m
14| = =N, tedyll+()') f =— 2.13
n(y)( [dxn yi+()) v (2.13)
Umocnénim a jednoduchou tpravou si rovnici piipravime pro dalsi praci:
1+(y)) 1
= (2.14)

Velice rychle jsme tedy dostali rovnici, ktera téz popisuje chod svétla v naSem
prostiedim. Na rozdil od rovnice 2.11 je tato jen prvniho fadu, to znamena, Ze jeji
feSeni mé jeden stupeni volnosti a pi1 feSeni dostaneme pouze jednu integracni
konstantu. V ¢em se dale lii tyto dveé rovnice? Nedava néktera z nich 1 néjaké jiné
,,skryté® feseni? Opoveédét na tyto otazky je mozné po jednoduché uprave rovnice
2.14; derivuyme ji podle proménné x (zde se hodi pfipomenout, ze n=n(y(x))):
2y'y"n’ —(l+(y')2)2nn'y' _o. (2.15)

n4

kde jsem zamérné€ nekratil y’. Jednoduchou upravou dostaneme:
{2 ey))-0 @19
Rovnici 2.16 miizeme chapat jako dvé rovnice:
2) =0, b) y"—%,(lJr(y')z):O 2.17)

piicemz prvni znich predstavuje trividlni teSeni, kdy paprsek nasmérovany
vodorovné, tedy ve vrstvé s konstantnim indexem lomu, se nebude vychylovat
z ptimého sméru a bude se §ifit tak jak by ,,nékdo* ocekaval po ,,slusném* paprsku,
tedy ptfimocate. Druha rovnice je totozna s rovnici 2.11, kterou jsme ziskali pfimou

diferenciaci Snellova zakona. V dodatku prace [9] autor upozoriluje na
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neekvivalentni déleni vyrazem dy, pii kterém piijdeme pravé o zmilované trivialni
reseni.

Az potud to byla matematika a malo fyziky. K diskusi rovnic 2.17 je tieba se
vice vénovat fyzice. Ponecham zatim tuto otdzku nedoteSenou, ale zcela jisté se k ni
v dalSim textu jeSté¢ vratim. Nyni bych rad zminil jest¢€ jeden, zcela odlisSny zptisob,

jakym lze dojit k rovnici popisujici chod paprsku.

2.3.3. Integrdlni metoda — Variacni pocet

Druha metoda je integralni. Vychazi z variacniho principu. V tomto piipadé
se variuje vysledny Cas potiebny k piekonani trasy zbodu A do bodu B, coz

odpovida ptimému vypoctu Fermatova principu.

B
= (4 (2.18)

2V

kde dlje drahovy element a v je rychlost svétla v daném misté. Pro dalsi Gpravy
bude vyhodné;si piepsat vzorec 1 do tvaru s indexem lomu; staci obé strany rovnice
nasobit konstantou c, tedy rychlosti svétla:

B d] B
ct:_[c% = J:Indl. (2.19)
A

3V

Vyuzijeme-li opét obrazku 2.5, snadno piepiSeme rovnici 2.19 na tvar:

quimwp+[@iﬁf}{a,

" dx

zjednodusSene¢:
B 1
J = [nli+ () s (2.20)
A
Rovnice 2.20 predstavuje zapis Fermatova principu nejmensiho ¢asu. Nyni je tfeba
tuto rovnici variovat. Postup je mozno najit v kazdé ucebnici teoretické mechaniky,

ja osobn¢ jsem cCerpal z [1] Pro zjednoduseni zapisu zavedu nejdiive substituci:

1

Flx,p,0) =i+ (') (2.21)

Piirustek funkcionalu AJ[y]se zapise:
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AJ = J[y+§y] J[y] IF(xy+§y,y+§y J Inyy)dx
rozvedeme nyni prvni integral v Taylorovu fadu a upravime:

AJ = E{F(x, v,y +..}dx _jj Fx,v, v )dx =

:Ha () }dx. (2.22)

Vzhledem ktomu, ze variace a derivace (ostatné¢ 1 integrace) podle nezavislé

proménné jsou zdmeénn¢ operace je mozno psat:

F N N (JOF o OF v
& =6 [ F(x,y,y)de = [6F(x,y, y')dx = | %3 -(6y) tax
A A A y

8 = Bj{a—Féy e i(§y)}dx (2.23)

Integral na pravé strané¢ rovnice 2.23 muzeme rozdélit na dva a druhou cast

jg[fj@mﬁg_ﬂg]}m (2.24)

Polozime-li nyni 6/ =0, coz je podminka pro stacionarni funkcional, dostaneme

integrovat per partes:

o &
8y

A

hned nutnou a postacujici podminku pro stacionarni hodnotu funkcionédlu. Tato

rovnice je znama pod nazvem Eulerova-Lagrangeova. [1]

a—F—i(aF]:o (2.25)
d dx\ oy

Nyni jiz dosadime do této rovnice zpét substituci 2.21 a po nckolika tpravach

snadno dostaneme:
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w1+ (Y )-my"=0 & yr= g(n(y'y). (2.26)
Tato posledni rovnice je jiz zfejmé stejné jako rovnice 2.11 a 2.17 ziskané diive.

2.3.4. MnoZina vSech reSeni

Vratim se nyni jeSt¢ kteSeni rovnic 2.17 (jak jsem ostatn¢ slibil).
Z matematického hlediska je situace zcela jasna. Je-li n¢jakd funkce feSenim
rovnice 17a nebo 17b, pak tato funkce posunutd o konstantu je také resSeni téchto
rovnic. Na obrazku 2.6 jsou funkce f;, /5, .., f5 feSenimi rovnic 2.17. Pak 1 obalova

funkce X téchto feseni je feSenim rovnic.

Obrazek 2.6
Ukazka matematicky moznych feseni rovnice 17

Stoji za povSimnuti, ze vychazime-li pfimo z Fermatova principu (variacniho
poctu) dostaneme pro paprsek pouze rovnici 2.11 nebo 2.17b. Vychazime-li naproti
tomu ze Snellova zdkona, je pfipustnych feSeni mnohem vice. Tuto skutecnost je

tfeba rozebrat na zaklad¢ fyzikalnich uvah.

2.3.5. Fyzikdlni rozbor matematickych resent

Z matematickych tvah v predchozi kapitole by se zdalo, ze paprsek ma na
vybér nekone¢né mnoho tras a vSechny splituji rovnice jeho pohybu, tedy neni
divod wvolit jednu znich, ale mohl by se pohybovat po vSech. Asi nikoho
neprekvapim, feknu-li, ze tak se vSak paprsek nechova. Vybere si vzdy jen jednu

trajektorii, odpovidajici nékteré z funkci f.
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Na obrazku 2.7 jsem nacrtl, jak bude vypadat pohyb paprsku v prostiedi se
spojit¢ proménnym indexem lomu, v ptfipadé, Ze index lomu roste s klesajici
soutadnici, tedy »' <0. Musim se pfiznat, Ze jsem byl prekvapen. Kdyz se nad
problémem opravdu zamyslime, je to vlastné zieymé, ale to je praveé ono; poradné se
zamyslet. Bral jsem jako fakt, ze paprsek se z bodu A do bodu B bude Sifit po draze
s nejkratSim ¢asem. V nasi situaci tedy po draze /. O¢ekaval jsem vSak, Ze namifim-

11 paprsek ptimo z A do B, bude se pohybovat po draze /1.

Obrazek 2.7
Obrazek k vysvétleni fyzikalnich feSeni rovnic pohybu svétla

Zdalo by se, ze nema divod se ohybat, vzdyt na jeho ,predpokladané* trase je
index lomu konstantni. Navic tato draha vychazi jako feSeni rovnice 2.17a,
vyhovuje tedy Snellovu zakonu. Jenze takhle se paprsek nechova, nejde ptimo do
bodu B, ale jeho trajektorie (/) bude zaktivena a dostane se do bodu C. A je tu hned
nckolik otazek, které tato situace nutn€ vyvold. Pro¢ se draha paprsku zakiivuje
,dobrovoln¢*“ do oblasti s vy$Sim indexem lomu a tudiz s nizsi rychlosti? Pro¢ se
vlastné¢ vubec zakiivuje, je-li na pocatku poslan vodorovné, tedy ve vrstve
s konstantnim indexem lomu ()'(0)=0)? A koneéné, pro¢ Snelliv zakon
a Fermativ princip davaji rozdilna feseni?

Pro piesné odpovedi na tyto otazky je nutné jit hluboko do kvantové fyziky
nebo alespoii do vinové optiky a opustit zvolenou geometrickou aproximaci svétla.
J& pominu casticové vlastnosti svétla a spokojim se pouze s tvrzenim, ze paprsek
ma vice nez jeden rozmér (kromé délky 1 primér), a ten neni zanedbatelny. S timto

dovétkem si jiz miizeme udélat predstavu, jak proces zakiivovani probiha. Muzeme
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si predstavit paprsek jako predmét plujici po hladin€é potoka (s ustdlenym
proudénim nejrychlejSim uprostied). Takovy predmét se bude béhem unaSeni
proudem neustéale vlivem rozdilnych rychlosti na obou koncich stacet (viz obrazek
2.8). Tato paralela neni zcela presna nebot’ predmét na vodé se bude pouze otacet
anebude se vyrazn¢ ménit smér jeho pohybu. U paprsku je tomu jinak. Ten se
vlivem nezanedbatelnych rozméra bude nejen stacet, ale bude se ménit 1 jeho smér,

nebot’ se §ifi vzdy kolmo na vinoplochu.

rychlostni
pole

Obrazek 2.8
Predmét na hladin€ vody se vlivem rozdilnych rychlosti neustale staci. Podobné se chova i svételny
paprsek v prostiedi s gradientem indexu lomu.

Nyni je jasné, pro¢ se realizuje vzdy pouze jedno feSeni piislusejici konkrétni
pocate¢ni podmince. Z fyzikalniho hlediska je zajimavé si uvédomit, ze Snelliv
zakon je jen aproximace, kterd velice dobie funguje pii feSeni uloh na rovinném
rozhrani dvou prostiedi, ale mame-1i problém se spojit€¢ se m€nicim indexem lomu,
je tfeba vychazet z obecnéjsiho tvrzeni a tim je Fermativ princip nejkratSiho Casu.
Na zavér tedy mizeme fici, ze rovnice 2.11, 2.14, 2.17b jsou ekvivalentni a
vylou¢enim rovnice 2.17a piichdzime pouze o trividlni feSeni, které se

v experimentu stejné nerealizuje.
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2.3.6. Linedrni zména indexu lomu

V kapitole 2.3.2 jsem diskutoval trividlni feSeni rovnice 2.11 (konstantni
index lomu). To vSak neni tak fyzikaln¢ zajimavé. Zajimavejsi jsou dalsi piipady.
Prvnim z nich je situace, kdy se index lomu méni linedrn€ (n=ay+5). Pro tento

piipad je vyhodnéjsi dosazovat do rovnice 2.12 a upravit ji na tvar:

2
, a ab

Yo Ty

(2.27)

Jedna se o nehomogenni rovnici a tak hleddme obecné a partikularni feSeni. Pri
tomto postupu jsem jiz pfimo ze Snellova zakona dostal jednu integracni konstantu

N , a tak vfeSeni vystupuje jen jedna. Hledat feSeni mizeme metodou parametru
a

nebo odhadem feseni ve tvaru y'(x) = sinh(¢). Obé metody jsou dobie popsany napt.
v [1]. Reseni dostaneme ve tvaru:

y(x) = AeV +Be ¥ b = ECOSh(% (x + C)j - S ’ (2.28)

a a

kde konstanta C urCuje x-ovou soutadnici bodu obratu paprsku (misto kde plati
podminka y'=0). Takovouto kiivku nazyvame fetézovka (fetéz zav€Seny na dvou
koncich v homogennim gravitacnim poli bude mit tvar této kiivky).

Podle této rovnice jiz mizeme v prvnim piibliZzeni pocitat konkrétni piiklady,
napiiklad jiz zmimovanou fatu morganu nad silnici. Pfedpokladejme, Ze se index
lomu nad zahiatou silnici méni linearné (roste srostouci vysSkou). V takovém
piipad¢ budou kiivky mozného pohybu paprsku dopadajici do naseho oka (bod A)
z bodu B vypadat jako na obrazku 2.9. Situace bude zavisla na zahtati silnice a tim
na indexu lomu ve vrstvé, kde se paprsek pohybuje rovnobézné s osou x (v naSem

piipadé na konstanté N).
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3
L 3

Obrazek 2.9
Ohyb paprskil nad zahtatou silnici ¢i pousti

2.3.7. Harmonicky oscildtor

Rad bych se jesté jednou vratil k rovnici 2.17 a preskupil ji tak, jak to ud¢lal
v praci [9] Martin Pléschner:

2

’ d2 d(nZ]

y-o0 o NP EE (2.29)
N dx dy

Tuto rovnici miizeme porovnat s nam mnohem znamejSim tvarem:

d*x dV
m = —.
dr*  dx

(2.30)

Z mechanického porovnani tedy dostavame analogii s pohybem hmotného bodu,

2
jehoz hmotnost je m = N7, vpotencialnim poli v =-"_ Vzpomeneme-li si na
J J p p 5 Y

n¢jaky jednoduchy potencial, pro ktery rovnici 2.30 umime feSit, pak snadno
dostaneme index lomu, pro ktery rovnice 2.29 ma exaktni feSeni. Prikladem muze

byt harmonicky oscilator. Potencial ma tvar: V' = %kx2 —70 , kde £>0 a konstanta V)

neovlivni vysledny pohyb. Zavadime ji proto, aby vysledny index lomu byl realny.
Jednoduchou tpravou dostaneme index lomu ve tvaru: n=./V, —kx* , coz je rovnice

elipsy. Ma-li index lomu pravé tento tvar, je feSeni rovnice 12 obzvlasté¢ snadné

a vysledny pohyb paprsku popisuje funkce sinus nebo kosinus.
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2.3.8. Homogenni pole
Na zavéer této kapitoly jesté jeden priklad potencialu. Bude-li mit potencial
Vtvar V'=-gy, coz je tvar potencialu homogenniho pole, pak kiivka, po které se
§it paprsek, bude parabola popsana rovnici:
y=Ax"+Bx+C. (2.31)

Tato rovnice je velmi ,,sympatickd™ svou jednoduchosti a v dalsi praci se s ni jesté
setkaime. Velmi dobie se hodi k nejjednodussi aproximaci ohybu svételného

paprsku, nebot’ z ni piimo vychazi kiivost K ¢1 polomér kiivosti R drahy paprsku

]
K=—=y"=24).
( 7= )
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3 Experimentalni Cast

3.1. Usporadani experimentu

Ulohou provadéného experimentu je pozorovat ohyb paprsku v prostiedi se
spojit¢ se menicim indexem lomu a tato pozorovani porovnat s teoreticky
piedpovézenou drahou. Vhodnym prostiedim pro takové pozorovani je vodny
roztok cukru nebo soli. Ja se v dalsim budu zabyvat cukernym roztokem.

Nejdilezite)si Casti experimentalniho zatfizeni je akvarium s roztokem cukru.
Jako zdroj svétla jsem pouzil rubinové laserove ukazovatko s vykonem mensim nez
ImW délkou svételné viny 650nm Jako detekéni zafizeni slouzil digitalni fotoaparat
Nikon Coolpix 5000. Usporadani experimentu je patrné zobrazku 3.1. Pii
pofizovani fotografii jsem pouzival ¢erné pozadi kvili kontrastu. Na obrazku 3.1,

aby bylo vidét celek, jsem pouzil pozadi svétlé.

Obrazek 3.1
Obrazek ukazuje experimentalni usporadani

Laserové ukazovatko jsem umistil do stojanu s oto¢nou a posuvnou lavici,
aby se dal dobfe nastavovat smér paprsku. Tim jsem zajistil, aby ukazovatko bylo
lehce ovladatelné a piitom nemohlo dojit k né¢jakému nechténému pohybu béhem
fotografovani. Pro nastavovani riaznych vysek laserového ukazovatka jsem pouzival
bud’ posuvu ve stojanu, nebo jsem podkladal stojan planparalelnimi deskami
riznych S§ifek (to zvlast¢ v piipadé, kdy jsem pofizoval fotografie paprsku
rovnob€zného srovinou stolu). Na aretaci spoustéciho tlaitka jsem vyuzil
pradelniho kolicku. Abych zabréanil vzniku hrubych chyb pifi méfeni, pouzival jsem

znacky na akvariu a na zdi. Na akvariu jsem si oznacil rovinu rovnobéznou s ¢elni
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sténou, aby paprsek byl vzdy v piiblizné stejn€ hluboko v akvariu a predevSim aby
byl na zacatku a na konci své cesty akvariem stejn¢ hluboko. Znacky na zdi jsem
pouzival pro kontrolu vodorovného nastaveni ukazovatka.

K laserovému ukazovatku jest¢ jednu zajimavost; jeho svételny paprsek je
zieym¢ polarizovany, nebot pi1 otaceni kolem podélné osy je svételny vjem

v detektoru pred akvariem rizné silny.

Obrazek 3.2
Z obrazku je patrna polarizace laserového paprsku (pradelni koli¢ek znazoriuje otoceni polarizacni
roviny); na prvnim snimku je paprsek dobre vidét z pozice pred akvariem, na druhém by byl dobre
vidét z pozice nad akvariem.

Nutnou soucasti fotografovani byl stativ, bez n¢j by to wvibec neslo.
Predevsim proto, Ze expozicni doba fotografii byla od 1/8 do 1 sekundy v zavislosti
na denni dobé&. Fotografie jsem potizoval samoziejmée bez pouziti blesku.

P11 ptipravé experimentu jsem dale musel vzit v ivahu tyto faktory:

a)  je tieba zviditelnit paprsek,

b)  je zapotiebi zvolit spravnou velikost akvaria,

c) pro dosazeni vyrazn¢ zmény indexu lomu je tieba zajistit, aby nedoslo

k promichani roztoku v akvariu.
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ad a) Zviditelnit paprsek svétla v prihledném prostiedi se da nékolika
zpusoby. Zajimavy zpisob jsem vidél na hvézdarné pii pokusech z vinové optiky,
kdy prednasejici zviditelnil drahu laserového paprsku tim, Ze ve vzduchu rozptylil

krupici.

Obrazek 3.3
Paprsek je vidét diky rozptylu na ¢asteckach disperzniho lepidla.

Na drobnych ¢asteCkach krupice dochazi k rozptylu svétla a tim 1 ke zviditelnéni
pro pozorovatele z boku. Tato metoda by asi nebyla vhodna pro vodni prostiedi,
pouzil jsem tedy malé mnozstvi disperzniho lepidla, které ve vod¢ plisobi stejné
jako krupice ve vzduchu. Mnozstvi lepidla jsem urcoval intuitivné metodou pokus
omyl tak, aby draha paprsku byla dobie viditelnad a zarovent nedochazelo k pfilis
velkému rozptylu a tedy zeslabovani zéateni. Koncentrace disperze je v fadu g/litr a
neovlivni tedy piili§ vlastnosti roztoku.

ad b) Zde se volba zda byt jasna. Cim vétsi akvarium tim, presnéj$i méfeni
ohybu svételného paprsku. Problém je v tom, ze ¢im je delsi opticka draha paprsku,
k tim vétSimu zeslabeni svétla dochazi a paprsek ani neprojde na druhou stranu
akvaria. Ja jsem volil ze dvou velikosti a nakonec zvolil akvarium mensi,
o rozmérech 14,5x8x6¢cm.

ad ¢) Jsou dvé moznosti jak zajistit spojité se ménici index lomu v roztoku
cukru. Jedna z nich je ptipravit si koncentrovany roztok cukru a ten pomoci hadicky
podlit pod vodu v akvariu. Tato metoda je vhodna v ptipad¢€, kdyz chceme rychle
ziskat prostiedi se zménou indexu.

Ja jsem vSak potfeboval zajistit co mozna nejpresnéji tyto pocatecni
_N,:y=0

podminky: n(t =0)= N 0
V>

, aby se dal vytvorit matematicky model.
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Proto jsem zvolil jiny postup. Do piipravené¢ho akvaria s vodou a disperzi
jsem opatrné nasypal cukr. Snazil jsem se pfitom vytvofit na dné¢ akvaria
stejnomernou vrstvu tak, aby se index lomu meénil jen ve vertikalnim sméru. Tim se
uloha stane mnohem jednodussi a bude odpovidat rovnicim odvozenym v druhé
kapitole. Je vhodné zvolit cukr s velkymi krystalky. Jen malé ¢ast cukru se rozpusti
béhem nasypani do akvaria. Navic v takovém piipad¢ cukr vydrzi na dn¢ dostatecné
dlouho a z po&ate¢ni podminky se tak stane podminka okrajova (7(0,7)= N,).

V takto piipraveném prostiedi se cukr za kratkou dobu usadi a vSe je
piipraveno k experimentovani. Nastal Cas 7=0s. V disledku difuze se cukr bude
rozpoustét a piemistovat do vysSich vrstev vody a postupné tak spojit€¢ ménit index

lomu.
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3.2. Vedeni experimentu

V dobé€ od 25.3.2006 do 3.4.2006 jsem pozorné sledoval vyvoj experimentu
a potizoval fotografie drah paprskii. Experimentovat jsem zacal 25.3.2006 v 18:05
hodin, coz je zminovany Cas 7=0s) Pi1 fotografovani jsem pouzil ctyi1 zakladni
nastaveni laserového ukazovatka. Ve dvou riiznych vySkach jsem svételny paprsek
namifil rovnobézné s povrchem kapaliny, ¢emuz odpovidaji pocatecni podminky
1,(0)=».0, »,(0)=y,, a zarovéit y;(0)=;(0)=0 a sledoval ohnuti paprsku. Ve
stejnych vySkach jsem poté nastavil laserové ukazovatko tak, aby na konci akvéaria
byl paprsek ve stejné vysce jako na zadatku ( y,(0)=y,, = »,(x=x,,.)). Pii tomto
nastaveni lze snadno zméfit prithyb paprsku Ay, (¢). Pro kazdy ¢as jsem takto ziskal

Ctyf1 rizné fotografie paprsku. Nastaveni je patrno z obrazka 3.4 —3.7.

¥ sasgse

s

Obrazek 3.4
Paprsek typu A; ve vySce y=2,5c¢m poslan rovnobézné s osou x
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{

Ty

—
;ill:{%

Obrazek 3.5
Paprsek typu B; ve vySce y=4,4cm poslan rivnobézné s osou x

Obrazek 3.6
Paprsek typu C; ve vySce y=2,5c¢cm poslan tak, aby na konci akvaria byl ve stejné vysce

Obrazek 3.7
Paprsek typu C; ve vySce y=4,4cm poslan tak, aby na konci akvaria byl ve stejné vysce
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3.3. Vyhodnoceni ziskanych dat

K dalSimu pouziti je potieba kiivky (paprsky) z fotografii prevézt do datové
formy, dostat tedy pro kazdy paprsek mnozinu uspoiadanych dvojic {[x.yi]}.
S takovymi daty lze pak dale pracovat. Jak ale nejlépe tyto dvojice ziskat?

Jako velice efektivni se ukéazalo obrazek zvétSit v néjakém prohlizeci (ja
osobn¢ jsem pouzival freeware verzi Zoner media explorer 5) a kurzorem vybrat
urcita mista na kiivce. Prohlize¢ jim priifadi hodnoty v pixelech. Diky milimetrové
miizce na akvariu nebyl problém provézt transformaci na centimetry. Pi1 tomto
zpracovavani dat se ukéazalo, ze objekty na fotografiich jsou deformované. To je

vidét jiz z piedeslych dvou obrazki.

3.3.1. Distorze

Béhem prevadéni kiivek na data jsem usoudil, ze se jedna o soudkovité
zkresleni obrazu. Piesn€ se vlastn€ jedna o distorzi, neboli zkresleni obrazu diky
zvétSeni, které neni konstantni pro cely obrazek. Distorze mize byt negativni nebo
pozitivni (viz obrazek 3.8), pficemz negativni distorze je znama pod terminem

soudkovité¢ zkresleni obrazu. Pokusil jsem se deformaci zpisobenou timto

8

negativni
zakfiveni

zkreslenim zmirnit korekci.

pozitivni

S predmét
zakfiveni

Obrazek 3.8
Zakftiveni obrazu na optické soustave v dusledku zvétSeni.

Zkresleni z ve sméru osy x je v kvadratické aproximaci dano rovnici:

z:%:AJrsz, 3.1)

kde x je zkreslend souradnice a ¢ je soufadnice spravna. Odtud integraci

dostaneme:

29



Bakaléi'ska prace Vladimir Janacek

x:Ag+§g3. (32)
Obecné lze tuto transformaci zapsat ve tvaru:
- ~ B,z
Flx,y,2) = AR, . &)+ S R*RE,n.€). (33)

Ve dvou rozmérech tedy mame dvé rovnice korekce:
xzf[AJrngj ay:n[AJrngj. (3.4)

Konstanty A a B snadno ur¢ime z méfeni. Pii pouziti oznaceni jako na obrazku 3.9

dostaneme:
I, :L[A+§R2j al :L[A+%R2j. (3.5)

Odtud po nékolika tipravéch jiz pro A a B dostaneme:

4 21,1, B:_310—11
L L

(3.6)
Vzapéti jsem se snazil tuto teorii pouzit pi1 korekcich. Ukézalo se, Ze jsem situaci
Spatné odhadl. Fotografie jsou v kazdém sméru deformované trochu jinak a navic ne

vSechny stejné.

Obrazek 3.9
Obrazek ukazuje oznaceni proménnych v rovnici 3.6.

Chyba vznikla pii fotografovani nebyla pouze chybou optické soustavy
fotoaparatu, jak jsem se zprvu domnival. Pii fotografovani se mi nepovedlo zcela
piesn¢ nastavit fotoaparat tak, aby osa objektivu fotoaparatu byla kolmo na sténu
akvaria. 1 velice mala chyba vuhlovém nastaveni zpisobuje zkresleni obrazu.

Rozhodl jsem se tedy data zpracovavat jinou metodou.
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Obrazek 3.10
Takto pfiblizn€ vypada zkresleny obraz na fotografiich.

Na kazdé fotografii jsem v né¢kolika bodech zméfil vzdalenost spodniho a horniho
konce akvaria a ur¢il z t€chto méfeni primérnou hodnotu a smérodatnou odchylku
vzdalenosti piipadajici na jeden pixel. Poté jiz nebyl problém kazdou mnozinu boda
kitvky prevézt do metrickych soufadnic.

Na nasledujici strané uvadim vzorovou tabulku pro zpracovani dat a obrazek,
ktery znézoriiuje vztah mezi vzorem (fotografii) a datovou strukturou (mnoZinou
bodi).

V priloze jsou uvedeny ctyti grafy zndzoriujici ¢asovy vyvoj chodu paprski
typu A, B ,C a D a déle graf 5 ukazujici vSechny Ctyii sledované paprsky v jednom
Case.

Nyni jsou data piipravena pro dalsi zpracovani a v nésledujici kapitole se
pokusim numerickymi metodami modelovat chod paprsku a porovnat se ziskanymi

daty.
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fotografie 030414401.jpg X |Y 886]|Y 886
hodina 03.04. 14:40 [pixel] |[mm]
cas [den] 8,86 dne 0,0 1464 24,5
1,0 1466 24,3
body na ose x [pixel] 2,0 1471 24,0
[0:0] 1834 3,0 1478 23,6
[7.5:0] 1847 4,0 1486 23,1
[15:0] 1851 5,0 1496 22,4
6,0 1507 21,7
body na hornim okraji 7,0 1523 20,7
[0:6.6] 820 8,0 1537 19,8
[7,5:6.6] 820 9,0 1556 18,6
[15:6,6] 818 10,0 1576 17,3
11,0 1602 15,6
vzdalenost v pixelech 12,0 1624 14,2
1014 13,0 1654 12,2
1027 14,0 1698 9,4
1033 14,5 1734 7,1
poloha osy x 1844|pix
primeérna vzdalenost horniho okraje 1025|pix
smér.odch.= 8|pix
relativni chyba r= 0,77%
1pixel= 0,0644|mm
smérodatna odchylka 0,51|mm

y[mm]

Paprsek v ¢ase 8,6 dne

6 8 10

Obrazek 3.11

Ukazka zpracovani dat v tabulce a odpovidajici fotografie na pozadi grafu.
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4 Matematicka modelace

4.1. Difuze

Az doposud jsem hledal rovnici, ktera popisuje pohyb paprsku v prostiedi se
spojit¢ se ménicim indexem lomu. Tu jsem naSel v kapitole 2. Dale jsem naSel
nékolik rozlozeni indexu lomu, pro ktera mé rovnice 2.11 exaktni feSeni. Jak ale
vypad4d rozlozeni indexu lomu opravdu? Jak vlastné¢ index lomu souvisi
s koncentraci roztoku cukru? Jak se méni koncentrace roztoku v zavislosti na
vertikalni souradnici a na Case? Na tyto otazky se pokusi odpovédét tato kapitola.

Zacné€me posledni otazkou.

4.1.1. Odvozeni difuzni rovnice

Experimentalni ¢ast zacala nasypanim cukru do akvaria s vodou. V té chvili
se vSak v soustavé siln€ uplatituji jevy na hranici makrosvéta a mikrosvéeta. O jejich
kvantitativni posouzeni se zaslouzil A. FEinstein ve svém ¢lanku o Brownové
pohybu otisténém 18. Cervna 1905 v 8. Cisle 17. svazku Casopisu Annalen der
Physik [16].

Na ¢astici (cukru) ptisobi tihova sila smérem dolii a Archimédova vztlakova
sila smérem vzhtru. Vzhledem k tomu, Ze hustota cukru je vét$i nez hustota vody,
ma vysledna sila smér dold. Pro tuto silu Einstein odvodil rovnici:
ou
o

—Fu+kT—=0, (4.1)

kde kje Boltzmanova konstanta, 7 je termodynamicka teplota soustavy, u je

objemova koncentrace ¢astic. Vyjadiime-li z rovnice 4.1 silu dostaneme:
ul
F=kl—. (4.2)
u
Castice se vlivem této sily bude pohybovat smérem dol rychlosti v. Podle Stokese
je rychlost Castice smérem dolii pfimo tmérna pusobici sile a nepiimo umeérna

poloméru Castice r a koeficientu viskozity 7
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yo Lt 4.3)

6mn
V systému se prakticky okamzité ustavi rovnovaha mezi silou smérem doli a
odporovou silou prostiedi. Vyloucenim sily dostaneme pro rychlost Castice:

po_ K ¥ (4.4)

6mrn u

Zakon zachovani hmotnosti bude mit tvar (rovnice kontinuity):

div(uv) = —% (4.5)

Dosazenim vyrazu pro rychlost (4.3) do rovnice kontinuity (4.4) a tupravou

dostaneme:
2
0 LZ’ K _ou (4.6)
oy~ 6mrn Ot
Oznacime-l1 :
D= _ r, 4.7)
67rn

kde D nazyvame difuzni koeficient a ¢ pohyblivost ¢astic, dostaneme znamy tvar

difuzni rovnice:

2
Da U()z/’t): a”(yat)’ (4.8)
oy ot
nebo zjednoduSenym zapisem
Du,, =u, (4.9)

Jedna se o parabolickou rovnici, ¢asto ozna¢ovanou za rovnici vedeni tepla. Pi1
jejim odvozovani jsem vychazel z [13] a [16].
4.1.2. Resent difuzni rovnice

Ukolem tedy je najit feSeni Cauchyova problémemu v jednorozmérném
piipadé. Ma-li difuzni rovnice tvar 4, pak se jednd o homogenni rovnici, coz

fyzikaln¢ znamena, Ze vroztoku neni zadny zdroj koncentrace, neboli, ze
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nedosypavame cukr. Okrajové podminky budou mit, v navaznosti na experiment,

tvar:

u(0,1)=U,, u(:0,0)=0 (4.10)

dokud na dné nadoby ziistava nerozpustény cukr. V tomto pripadé piedstavuje U,
koncentraci nasyceného roztoku cukru ve vodé¢ za dané teploty (V tomto misté jsem
st dovolil situaci zjednodusit. Je zieymé, Ze cukr se postupné rozpousti a tak se méni
okrajova podminka. Diduzni rovnici s okrajovou podminkou zavislou na case vSak
nejsem schopen v soucasné dobé¢ tesit a navic se domnivam, ze to pro ucely této

prace neni nezbytn¢ nutné).

Reseni této rovnice dostaneme pomoci Laplaceovy transformace. Oznacme

U(p,y) Laplaceiiv obraz feseni rovnice 1:

Ulp,y)=

u(y,1)e "'dr , kde pro p plati Re(p)>0. (4.11)

S 8

Rovnici 2 vynasobime faktorem e # a integrujeme od 0 do + oo :
T ou —pt -pt |* T -pt
J.E(y,t)e Pt = [u(y,t)e ? ]0 +pIu(y,t)e "dt = pU(y, p). (4.12)
0 0

Uzitim Laplaceovy transformace tak dostdvame obycejnou diferencialni rovnici :
d*U 1
a’ D

Resenim této rovnice, uzitim tabulky transformaci a pouzitim okrajovych podminek

pU =0 (4.13)

dostaneme pro koncentraci:

u(y,1)=U, {1 - erfc(z \/yD_tﬂ . (4.14)

Reseni difazni rovnice je moZné najit napi. v [S]. Pro uplné vyfeseni rozloZeni
koncentrace je tfeba stanovit konstanty D a Uj.

Jejich stanoveni neni zcela jednoznacné. Napiiklad v tabulkach [11] jsem
nasel pro koncentraci nasyceného roztoku cukru ve vod¢é hodnotu U,= 70%, a pro
diftzni koeficient hodnotu D=0,4 cm’den’. Podle zdroje [12] je viak koncentrace

Up=85%. Vzhledem k tomu, ze zdroj [12] uvadi 1 vztah koncentrace s indexem
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lomu rozhodl jsem se cerpat z né€j. Rozlozeni koncentrace pro nékolik konkrétnich
Casu je vidét v grafu 6.

Zdroj [12] neuvadi exaktni vztah mezi koncentraci cukerného roztoku a
indexem lomu. Pievzal jsem zn€ mnozinu hodnot indexu lomu pro fadu

koncentraci {/u;n;/} a zapsal do tabulky 2.

u 0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30
n 1,33299 | 1.34026 | 1,34783 | 1,35568 | 1,36384 1,37233| 1,38115
u 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55 0,60 0,65
n 1,39032 | 1,39986 | 1,40978 | 1,42009 | 1,43080 1,44193( 1.45348
u 0,70 0,75 0,80 0,85
n 1,46546 | 147787 | 149071 | 1,50398

Tabulka 2

Tabulka hodnot indexu lomu v zavislosti na koncentraci cukerného roztoku

Pro dalSi vypocty je vSak tfeba dostat funkci n=n(u), respektive n=n(y).
Prolozil jsem tedy touto fadou bodi kvadratickou funkci (n=au’+bu+c). K uréeni
parametri a, b, ¢ jsem pouzil metodu nejymenSich ctverci. Ta spociva

v minimalizaci vyrazu:
N
Zb/i _f(xil"'7xir)]2 . (415)
i=1

Vysledky kvadratické regrese a hodnoty parametrii a, b, ¢ jsou zakresleny v grafu 7.

Nyni tedy mohu napsat pro index lomu v zavislosti na ¢ase a vertikalni soufadnici y:

n(y, t) = au’(y, t) +bu(y, t)+ c

dosazenim re$eni difuzni rovnice za koncentraci dostaneme:

=da ? —erjc Y 2 —erjc Y C .
n=al, (l f(Z\/ED +bU0{l f(zﬁ]}r , (4.16)

umocnénim, jednoduchou upravou a novym oznaceni konstant dostaneme:

n= A{erfc(z \/yD_IDZ +B{erfc(2 \/yD_tn +C. (4.17)
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Néslednym dosazenim vSech znamych konstant dostaneme index lomu zavisly jiz

jen na y, pti¢emz ¢ zde vystupuje jako parametr:

2
7 =0,0549 - [erfc(o,7906lﬂ + O,2251-erfc(0,7906lj +1,5036. (4.18)

Vi Vi

V grafu 8 si mizeme prohlédnout jak zavislost indexu lomu vypada graficky.

Pro dalsi vypocty bude tfeba urcit derivaci »; s piihlédnutim k tomu, Ze:

7x2

e

(erfelx)) =2 7 (4.19)

dostaneme:

n —ZA(erfc(z jﬁn e[wZJ Be[f;z}

> " NN (420

a op¢t po dosazeni konstant dostaneme:

2
~0,6252—
- e

eFfC(O,7906 j;j : e efo,@sy;
NEN ’ NN

Nyni mame vS$e piipraveno na vytvoreni numerického modelu znazortujiciho

" =0,1736-

(4.21)

pohyb paprsku v prostiedi se spojitou zménou indexu lomu.

4.1.3. Numericky model

Na uvod zde pfipomenu rovnici 2.11:

r-2he)

Pro tuto rovnici jsem nasel nékolik exaktnich feSeni pro rizna rozlozeni indexu
lomu. Pouhy letmy pohled na vyrazy 4.18 a 4.21 mé¢ odradil od hledani exaktniho
feSeni pro takto se ménici index lomu. Rozhodl jsem se tedy fesit rovnici numericky
a to v programu Maple V. Pro teseni rovnice 1 jsem zvolil metodu Runge-Kuttova
typu, piesnéji Fehlbergovu 4-5 metodu (vice o metodach Runge-Kuttova typu lze
najit v [17]). Pro vypocet bylo tieba rovnici vhodnou substituci pievézt na dve

rovnice prvniho fadu. Oznaéme tedy:
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’
’

v=y", v':£(1+v2) (4.22)
n

Pro takto sestavené rovnice s pocate¢nimi podminkami:
y(0,0)=Y,, v(0,)=0 (4.23)

nebyl problém nalézt feseni. Takto matematicky ur¢ené drahy paprski pro nékteré
vybrané ¢asy spolecné s daty ziskanymi z fotografii jsou zakresleny v grafech 9 a
11.

VéEtsim problémem se ukazalo fesit soustavu 4.22 spolecné s druhou sadou
pocatecnich podminek:

W0.0)=Y,, Yot =Y, (4.24)
Tyto podminky piedstavuji paprsek, ktery je na zafatku a na konci akvaria stejné
vysoko, tedy umoziuji méfit piimo prohnuti paprsku, piesnéji kiivost nebo polomér
kiivosti. Problém je v tom, ze vypocetni procedura potiebuje pocate¢ni podminku
opravdu na pocatku. Bylo nutné odhadnout tedy derivaci y a tu iteratni metodou
zptesiiovat az do zvolené odchylky. K tomuto ucelu jsem vyuzil cyklus for —while.
Vysledky feseni spolu s naméienymi hodnotami jsou znazornény v grafech 10 a 12.
Vsechna feSeni ukazuji funkci y-ové soutadnice paprsku v zavislosti na ¢ase a na x-
ové soufadnici. Jedinym parametrem vstupujicim do funkcni zavislosti je difuzni
koeficient D. A tak se nabizi otdzka, zda by uloha neSla obratit a urCovat ze zndmé
trajektorie paprsku prave difuzni koeficient.

K vypoctu diftizniho koeficientu staci vlozit do programu jeste jeden cyklus.
Vném jsem iteroval difizni koeficient tak, aby odchylka naméienych dat od
vypoctené kiivky byla pod nastavenou hodnotou. I v nejjednodussim ptipade, kdy
povazuji difuzni koeficient za konstantni v celém prostoru pro konkrétni Cas, je tedy
jen funkci Casu, je vypocet dosti slozity a trva 1 né€kolik minut. Vysledkem jsou
hodnoty difazniho koeficientu pro kazdou fotografii. Pro kazdy Cas dostanu az Ctyii
koeficienty. J4 osobn¢ jsem urcoval difuzni koeficienty pro fotografie typu C, a D.
Jejich hodnoty jsem vynesl do grafu 15. Takto prolozené kiivky s naméfenymi daty
ukazuji grafy 13 a 14.
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4.1.4. K¥ivost, polomér krivosti

Na celu véc je mozné nahlizet 1 z jiného uhlu pohledu. Mizeme sledovat jak
se méni prohnuti paprsku v case. Vhodna veli¢ina pro popis prohnuti paprsku je
kiivost K, respektive polomér kiivosti R. Je-li kiivka popséana rovnici y=y(x), pak

pro tyto velic¢iny v misté , kde y =0, plati(to je vidét z rovnice 2.11):

on
k=Ll |7 (4.25)
R n n

Toto je ovSem diferenciélni rovnice prvniho fadu. Po jejim vyieSeni bychom dostali
kiivost jako funkci soufadnic a tu bychom pak mohli porovnat s experimentem.
Takto jsem vSak nepostupoval. Vzhledem k tomu, Ze prohnuti paprsku je relativné
malé vzhledem k délce trajektorie, je mozné pouzit jednodussi metodu. Uvazoval
jsem tvar trajektorie dany rovnici 2.31 Z rovnice 2.31 pro kiivost rychle plyne jiz

zminovany vztah:
K=y"=24. (4.26)

Pro ilustraci jsem hodnoty kiivosti pro paprsky z fotograifi typu A a C vynesl do
grafu 16.
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S Zavér

V pfirod¢ velmi Casto, vedle skokovych zmén, dochazi ke spojitym zménam
vlastnosti optickych prostiedi. Ve své praci jsem se zabyval §ifenim svétla prave
v takovém prostiedi, kde zmitlovanou vlastnosti je index lomu. V ramci této prace
jsem navazal na znalosti popisu skokovych zmén ziskané v zdkladnim kurzu optiky
a dale je prohloubil. Problematika spojité zmeény vSak pro me¢ byla nova. Pochopeni
chovani svétla v takovémto prostredi si vyzadalo zbavit se nékterych predsudki o
Sitfeni svétla a piijmout novy model popisu fyzikalni reality.

V prvni ¢asti své prace jsem se snazil pravé o pochopeni popisu chodu svétla.
Odvodil jsem rovnice popisujici trajektorii svételného paprsku a nasel néktera
feSeni. Ukazalo se, ze zdanlivé nepodstatny rozdil ve fyzikdlnim modelu
(geometricka optika versus vlnova optika, respektive Snelliiv zakon versus
Fermattv princip) mize vést k velmi odliSnému chovani paprsku.

V experimentalni ¢asti jsem vytvofil prostiedi se spojitou zménou indexu
lomu. Vyuzil jsem ktvorbé takového prostiedi difize cukru v kapaling. Pii
zpracovani naméfenych dat jsem narazil na problematiku zkresleni a deformace
obrazu na optické soustave.

Nasledné¢ jsem interpretoval ziskana data. Porovnéaval jsem je s daty
ziskanymi z matematického modelu. Ukazalo se, Ze v readlném piipad¢ nastal mensi
ohyb paprskii, nez vychazi zieSeni rovnice matematického modelu. Na této
odchylce se podili jisté vice faktord. Jednim z nejdulezitéjsich je koeficient difuze.
Ten zieymé nebude konstantni jak jsem predpokladal, ale bude funkci koncentrace.
Z tohoto diivodu jsem urcil efektivni hodnoty difazniho koeficientu pro jednotliva
meéreni. Tyto hodnoty vSak nelze interpretovat jako funkéni zavislost difuzniho
koeficientu na Case. SpiSe se jedna o jakousi fiktivni konstantni hodnotu difazniho
koeficientu, pro kterou bude predpovézena trajektorie paprsku (v daném case) v
nejlepSi shodé¢ s naméfenou kiivkou. Pomoci téchto dat si lze ale vytvofit
kvalitativni pfedstavu o procesu difuze v kapaliné. Difuzni koeficient je vétsi

(oproti tabelované hodnot¢) na pocatku experimentu, kdy v celém objemu kapaliny
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je jen mald koncentrace cukru, a difundujici molekula mé ,volnou drahu®.
Koeficient diftize se vSak zmenSuje s rostoucim casem, nebot’ v celém objemu
kapaliny roste koncentrace a tedy hustota a jist¢ se zmenSuje volna draha molekuly
cukru. Takto 1ze vysvétlit 1 mensi zakiiveni paprski oproti modelu s konstantnim
difaznim koeficientem.

Vliv na piesnost modelu mayji 1 dalsi fakta.

Domnivam se, ze dilezitym faktorem je stanoveni pocatku soufadnic pii
zpracovani experimentu. Vlivem difuze se neustale zmensuje mnozstvi cukru na
dn¢ akvaria. Tim se posouva hladina s koncentraci odpovidajici nasycenému
roztoku pomalu dolii (proti sméru y-ové osy). Tento posuv neni jisté¢ zcela
zanedbatelny. Ja osobné jsem tento fakt pti feSeni nezohlednil a dopustil se tak pii
zpracovani méteni ur€ité chyby.

A do tietice diftize. Pii feSeni difiizni rovnice vystupuje pocatecni podminka,
kterd pocita s polonekonenym prostiedim. Toto jist€ neni splnéno. Zde ovSem
zanedbani konecnych rozmérti akvaria neni takovym problémem, nebot’ doba
experimentovani byla kratka a koncentrace u hladiny se podstatné¢ nezménila. To je
vidét z grafii zavislosti koncentrace na Case.

Je vidét, Ze otazka §ifeni svétla v prostiedi se spojitou zménou indexu lomu
je velmi zajimava a stale aktualni. Faktori, které ovliviluji chovani svétla, je velmi
mnoho. Jisté by stalo za namahu pokusit se najit zavislost difuzniho koeficientu na
koncentraci, fesit kvantitativné Sifeni svétla ve vzduchu nad zahratou silnici nebo

nad chladnou vodou. To bych vSak nechal jako namét pro jiné prace.
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Priloha — grafy funkci
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