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Abstrakt:

Vzhledem k analogickému chování mezi pruºnou membránou a vodní hladinou se zabýváme
povrchovými vlnami na vod¥. Zejména se zam¥°ujeme na zajímavý jev vznikající p°i in-
terferenci vln, fázovou singularitu. Studujeme fázové singularity pomocí t°í válcových vln
a pokou²íme se je najít pomocí odrazu laserového paprsku na vodní hladin¥. Následn¥
porovnáváme nam¥°ené výsledky s vypo£tenými. V poslední kapitole ukazujeme, ºe Max-
wellovo rybí oko pro vlny na vod¥ nelze experimentáln¥ sestrojit.

Klí£ová slova: vlny na vodní hladin¥, fázové singularity, odraz laserového paprsku, Max-
wellovo rybí oko

Abstract:

Analogy between vibrating membrane and water surface lead to study surface water waves.
We are focused on an interesting point of wave interference - phase singularity. Three cylin-
drical water waves generate phase singularities. We try to �nd them using re�ection of laser
ray on water surface. We compare an experimental result with theoretical. In the third
chapter we show, that an experimental realization of Maxwell �sh-eye for water waves is
not possible.

Keywords: water waves, phase singularities, re�ection of laser ray, Maxwell �sh-eye
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Kapitola 1

Úvod

Chování vodní hladiny lze v jistém smyslu chápat jako analogii k chování rovnom¥rn¥
napjaté pruºné membrány. Proto jsme se zabývali tím, co se stane s vodní hladinou, pokud
ji budeme periodicky vychylovat. Tímto zp·sobem pak vzniknou vlny na vod¥. A£koli popis
takto vzniklých vln není zcela jednoduchý a v obecném p°ípad¥ se nejedná o vlny lineární,
lze je, pokud je vlnová délka o hodn¥ v¥t²í neº amplituda, povaºovat za lineární. Pak p°i
skládáni vln m·ºeme pouºít princip superpozice. Na²im hlavním úkolem bylo studovat
fázové singularity vznikající p°i interferenci t°í válcových vln.

Fázové singularity jsou zajímavým fyzikálním výsledkem interference t°í a více vln.
Lze jimi popsat nejr·zn¥j²í jevy, nap°. v optice, akustice, kvantové mechanice. My jsme
se snaºili nejprve fázové singularity na vodní hladin¥ nalézt teoreticky a potom teoretické
výsledky porovnat s experimentem.

Dal²ím na²im úkolem bylo pokusit se nalézt Maxwellovo rybí oko pro vlny na vod¥
pomocí toho, ºe fázová rychlost vln závisí na hloubce dna. Pro takové uspo°ádání bychom
v ur£itém míst¥ vodní hladiny, které je obrazem zdroje válcových vln, pozorovali velkou
výchylku.
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Kapitola 2

Povrchové vlny v kapalin¥

2.1 Rozd¥lení povrchových vln

V druhé kapitole se budeme zabývat povrchovými vlnami (pro£ je m·ºeme nazvat povr-
chovými, si ukáºeme pozd¥ji), které se vytvo°í v kapalin¥ (v na²em p°ípad¥ budeme záv¥ry
aplikovat na p°ípad vodní hladiny). Jak víme, vln¥ní má dva základní aspekty, jednak je
to vychýlení systému z rovnováºného stavu (typické jsou nap°íklad poryvy v¥tru, dopad
p°edm¥tu na hladinu, zem¥t°esení, které m·ºe zp·sobit vlny tsunami), dal²ím je charakter,
jakým je systém nucen se vrátit do rovnováºné polohy, a práv¥ z tohoto pohledu m·ºeme
d¥lit vlny na gravita£ní a kapilární. Jak uº názvu plyne, hlavní roli pro gravita£ní vlny
hraje zemská tíºe. Vlny kapilární naopak vznikají v d·sledku povrchového nap¥tí. Pro
gravita£ní vlny jsou typické spí²e v¥t²í vlnové délky, kapilární vlny mají za následek spí²e
jemné z£e°ení hladiny.

2.2 Gravita£ní vlny

Budeme p°edpokládat, ºe jde o ideální nestla£itelnou kapalinu. P°i p·sobení jen konzer-
vativních sil (coº jak víme pro gravita£ní sílu platí) m·ºeme vyuºít Kelvinovu v¥tu [4],
podle které je pak proud¥ní neví°ivé. Matematicky to lze vyjád°it jako

∇× ~v = 0, (2.1)

kde ~v vyjad°uje rychlost elementu kapaliny, která je závislá na £ase a poloze. Vzhledem k
platnosti vztahu (2.1) lze zavést potenciál ϕ s vlastností

∇ϕ = ~v. (2.2)

Pomocí známé rovnice kontinuity ∇ · ~v = 0, která souvisí se zachováním hmotnosti, lze
získat Laplaceovu rovnici

∇ · (∇ϕ) = ∆ϕ = 0. (2.3)
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Pro neví°ivé proud¥ní m·ºeme integrovat Eulerovu rovnici [2] a dostat z ní Bernoulliho
rovnici

∂ ϕ

∂ t
+

1

2
~v 2 + U +

p

ρ
= f(t), (2.4)

kde U je gravita£ní potenciál, p popisuje rozloºení tlaku a ρ je hustota kapaliny. Abychom
zjednodu²ili rovnici (2.4), pouºijeme namísto ϕ potenciál ve tvaru

ϕ = ϕ −
t∫

0

f(t) dt +
p0

ρ
t, (2.5)

kde p0 zna£í atmosférický tlak. Pomocí nov¥ de�novaného potenciálu ϕ dostaneme stejné
rychlostní pole a je tedy spln¥na Laplaceova rovnice

∆ϕ = 0. (2.6)

Pokud vyjád°íme ϕ pomocí ϕ a dosadíme do vztahu (2.4), získáme tak

∂ ϕ

∂ t
+

1

2
~v 2 + U +

p − p0

ρ
= 0. (2.7)

Pomocí rovnic (2.6) a (2.7) lze ur£it funkce ϕ a p, budeme v²ak je²t¥ pot°ebovat po£áte£ní
a okrajové podmínky.

Povaºujeme-li pohyb tekutiny tekutiny za tak malý, ºe m·ºeme rychlost zanedbat v
druhém °ádu malosti, lze pak v rovnici (2.7) zanedbat £len s ~v 2. Uvedený p°edpoklad
vlastn¥ neznamená nic jiného neº, ºe amplituda je o hodn¥ men²í neº vlnová délka. Po
dosazení za U = gz dostaneme

∂ ϕ

∂ t
+ gz +

p − p0

ρ
= 0. (2.8)

Uvaºujme, jak dopadnou okrajové podmínky. Pro pevné st¥ny a dno z°ejm¥ bude platit,
ºe sloºka rychlosti kolmá k plo²e bude nulová,

∇ϕ · ~n = 0, (2.9)

kde je ~n normála. Na hladin¥ z = z(x, y, t) je atmosferický tlak p0, proto pro hladinu
dostáváme podmínku

∂ ϕ

∂ t
+ gz(x, y, t) = 0. (2.10)

Spo£ítejme nyní vz rychlost £ástice, která se nachází na hladin¥.

vz =
d z

d t
=

∂ z

∂ t
+ vx

∂ z

∂ x
+ vy

∂ z

∂ y
. (2.11)

P°i p°edpokladu o malé amplitud¥ m·ºeme °íct, ºe parciální derivace z podle x a y jsou
velmi malé a blíºí se nule (sou°adný systém máme zvolen tak, aby nevychýlená vodní
hladina byla v rovin¥ xy). Potom m·ºeme psát

vz =
d z

d t
≈ ∂ z

∂ t
. (2.12)
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Ov²em rychlost vz lze také zapsat pomocí potenciálu

vz =
∂ ϕ

∂ z
. (2.13)

Pokud budeme parciáln¥ derivovat vztah (2.10) a dále pak vyuºijeme rovnice (2.12) a
(2.13), dostaneme

∂2 ϕ

∂ t2
+ g

∂ ϕ

∂ z
= 0. (2.14)

Uvedené vztahy platily na hladin¥ popsané z = z(x, y, t), ov²em p°i malé amplitud¥ lze
p°íslu²né veli£iny aproximovat hodnotami v rovin¥ z = 0.

Nyní se budeme v¥novat p°íkladu nejjednodu²²ích vln, rovinných vln. Uvaºujme rovin-
nou vlnu ²í°ící se ve sm¥ru osy x, proto potenciál popisující rychlost nem·ºe záviset na
ose y. �asová závislost rychlosti a potenciálu musí být stejná. Proto budeme p°edpokládat
potenciál ve tvaru

ϕ = f(z) exp [i(kx − ωt)] , (2.15)

kde k je velikost vlnového vektoru. Dosadíme-li (2.15) do (2.3), vychází nám

d2 f

d z2
− k2f = 0. (2.16)

Uvedená diferenciální rovnice má obecné °e²ení

f(z) = A exp(−kz) + B exp(kz). (2.17)

Dno je v hloubce z = −l (
∂ ϕ

∂ z

)
−l

= f(−l) = 0. (2.18)

Konstanty A a B zvolíme takto

A =
1

2
C exp(−kl), B = −1

2
C exp(kl). (2.19)

Vidíme, ºe konstanty vyhovují podmínce (2.18). Potom dostáváme potenciál ve tvaru

ϕ =
1

2
C [exp(−kl − kz) + exp(kl + kz)] exp [i(kx − ωt)]

= C cosh(kl + kz) exp [i(kx − ωt)] . (2.20)

Nyní výsledek (2.20) dosadíme do rovnice (2.14) a za z poloºíme 0 (viz. poslední v¥ta v
oddílu 1.2), abychom získali pot°ebný vztah mezi k a ω:

ω =
√

gk tanh(kl) (2.21)

Fázovou rychlost vln¥ní jiº získáme snadno

c =
ω

k
=

√
g

k
tanh(kl) =

√
gλ

2π
tanh

(
l
2π

λ

)
. (2.22)
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Obrázek 2.1: Je p°evzat z [9]

Pro vlny na hluboké vod¥ l À λ klesá funkce f(z) exponenciáln¥ s hloubkou, proto je
m·ºeme nazvat povrchovými vlnami. Zárove¬ p°ibliºn¥ platí tanh(kl)

.
= 1. Pak disperzní

relace má tvar
c =

√
g

k
. (2.23)

Naopak pro l ¿ λ m·ºeme aproximovat tanh(kl)
.
= kl. Po dosazení dostaneme fázovou

rychlost
c =

√
gl. (2.24)

2.3 Kapilární vlny

P°ede²lá analýza selºe p°i aplikaci výsledk· na vlny s malou vlnovou délkou. P°i malých
vlnových délkách se výrazn¥ uplat¬uje povrchové nap¥tí. P°i vychýlení hladiny z vodor-
ovné polohy se zvý²í velikost povrchu a síly zp·sobené povrchovým nap¥tím se budou
snaºit vrátit hladinu do rovnováºné polohy. Situace je proto analogická rovnom¥rn¥ nap-
jaté membrán¥.

Aplikujeme-li vztah (2.8) na hladinu a zanedbáme-li tíhové pole zem¥, dostaneme

∂ ϕ

∂ t
+

p − p0

ρ
= 0, (2.25)

kde p je tlak t¥sn¥ pod hladinou. Rozdíl tlak· p − p0 souvisí s povrchovým nap¥tím, to
nyní ukáºeme.

Uvaºujme znovu rovinnou vlnu. Okolí daného bodu hladiny bychom mohli reprezentovat
válcovou plochou o polom¥ru R. Povrchové nap¥tí σ je de�nováno jako síla p·sobící na
use£ku jednotkové délky ve sm¥ru te£ném k plo²e a kolmém na úse£ku, která vznikne
pomyslným °ezem plochy. Na obr.2.1 je vid¥t, ºe síly ~F3 a ~F4 p·sobí na p°ímce, jsou stejn¥
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velké a opa£n¥ orientované, ode£tou se. Te¤ se pokusíme ur£it velikost výslednice sil ~F1 a
~F2. Z°ejm¥ pro malé dθ m·ºeme psát

F1 + F2 = σdθdl. (2.26)

Aby byla spln¥na rovnováha sil na hladin¥, ur£íme velikost síly zp·sobenou tlakem p − p0

F = (p − p0)dsdl, (2.27)

ta se musí rovnat velikosti výslednice sil ~F1 a ~F2. Vzhledem k platnosti ds = Rdθ dostaneme

(p − p0) =
σ

R
. (2.28)

Uvaºujeme-li o plo²e, která má dva polom¥ry k°ivosti R1 a R2 v navzájem kolmých sm¥rech,
lze dojít ke vztahu

(p − p0) = σ
(

1

R1

+
1

R2

)
, (2.29)

coº je známá Laplaceova-Youngova rovnice. P°i rovinné vln¥ ²í°ící se v sm¥ru x lze uvaºovat,
ºe rovnice hladiny dána jako z = z(x, t), pak k°ivost spo£teme pomocí známého vzorce

1

R
= ±

∂2z
∂x2[

1 +
(

∂2z
∂x2

)2
] 3

2

.
= ±∂2z

∂x2
, (2.30)

kde jsme vyuºili p°edpokladu o malé amplitud¥. Nyní dostáváme

(p − p0) = −σ
∂2z

∂x2
, (2.31)

znaménko mínus vyjad°uje, ºe na konvexní stran¥ povrchu je v¥t²í tlak neº na stran¥
konkávní. Pro hladinu dostáváme tedy podmínku

∂ ϕ

∂ t
− σ

ρ

∂2z

∂x2
= 0. (2.32)

Stejným postupem jako v p°edchozím oddílu, viz. vztahy (2.11), (2.12) a (2.13), lze dosp¥t
k rovnici

∂ ϕ

∂ t
− σ

ρ

∂3ϕ

∂x2∂z
= 0. (2.33)

�e²íme stejné rovnice aº na podmínku pro hladinu, proto platí vztah (2.20), který dosadíme
do rovnice (2.33). Dostáváme pak disperzní relaci ve tvaru

ω =

√
σ

ρ
k3 tanh(kl). (2.34)

10



Pro fázovou rychlost získáváme

c =

√
σ

ρ
k tanh(kl) =

√
2πσ

ρλ
k tanh

(
2π

λ
l
)
. (2.35)

Pro vlny na hluboké vod¥ l À λ platí

c =

√
σ

ρ
k, (2.36)

vidíme tedy, ºe fázová rychlost závisí nep°ímo úm¥rn¥ na vlnové délce, mluvíme pak o
anomální disperzi. Z toho lze pak usuzovat, ºe se bude povrchové nap¥tí uplat¬ovat spí²e
u malých vlnových délek.

2.4 Sou£asné p·sobení zemské tíºe a povrchového nap¥tí

P°i uvaºování obecného p°ípadu p·sobení jak zemské tíºe, tak povrchového nap¥tí, dopadne
podmínka na hladinu takto:

∂ ϕ

∂ t
+ g

∂ ϕ

∂ z
− σ

ρ

∂3ϕ

∂x2∂z
= 0. (2.37)

Pak dostaneme disperzní relaci a fázovou rychlost

ω =

√√√√(
gk +

σ

ρ
k3

)
tanh(kl), c =

√√√√(
g

k
+

σ

ρ
k

)
tanh(kl). (2.38)

Pro vlny na hluboké vod¥ pak získáme

c =

√
g

k
+

σ

ρ
k. (2.39)

Rovnice (2.39) ukazuje, ºe by m¥la existovat minimální fázová rychlost. Derivováním a
dosazením konstant pro vodu σ = 0, 072 N m−1, ρ = 103 kg m−3, g = 9, 81 m s−2 nám
vychází minimální fázová rychlost, jí p°íslu²ná vlnová délka a frekvence

λ = 0.017 m, c = 0.23 m s−1, f =
ω

2π
= 13.53 s−1. (2.40)
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Kapitola 3

Fázové singularity

3.1 Co je to fázová singularita

V dal²í £ásti práce se budeme zabývat fázovými singularitami, které se objevují p°i inter-
ferenci t°í a více vln (mohou to být jak vlny skalární, tak vektorové). Jak jiº z názvu plyne,
jde o místa v prostoru £i v rovin¥ (ukazuje se, ºe v prostoru se jedná o k°ivky a v rov-
in¥ o body), kde není de�novaná fáze. Abychom získali lep²í náhled na tento jev, budeme
jej ilustrovat na t°ech p°íkladech. První p°íklad fázové singularity nebude mít zatím nic
spole£ného s vln¥ním. Uvaºujme o ideálních £asových pásmech na zem¥kouli, zem¥koule je
tedy rozd¥lena na 24 £asových pásem, fází nazveme hodnotou £asového pásma, v jakém se
nachází dané místo. Osa otá£ení prochází na pólech, proto se zde sbíhají v²echna £asová
pásma a nebude moºné zde de�novat fázi.

Dal²í p¥knou ilustrací fázových singularit je studium slapových jev·, zm¥ny vý²ky
hladiny oceán·, které jsou zp·sobeny silami od M¥síce a Slunce a rotací Zem¥ okolo vlastní
osy. Na obrázku 3.1. je znázorn¥na amplituda výchylky pomocí r·zných barev a bílými
k°ivkami místa, která mají stejnou fázi. Na oceánu lze najít místa, kde se vý²ka vodní
hladiny nem¥ní a kde se zárove¬ sbíhají £áry konstantní fáze, a proto je jasné, ºe v t¥chto
místech se nachází fázová singularita.

P°i zavád¥ní komplexních £ísel jsme se také setkali s fázovou singularitou. A to p°i
goniometrickém £i exponenciálním tvaru komplexních £ísel. Uvaºme Gaussovu rovinu, je
z°ejmé, ºe komlexní £ísla leºící na p°ímce procházející £íslem z = 0 + i 0 budou mít stejný
úhel £ili fázi. Ov²em £íslem z procházejí k°ivky o r·zné fázi. Je tedy z°ejmé, ºe budeme-li
se blíºit k tomuto bodu z r·zných sm¥r·, dostaneme r·zné hodnoty fáze.

3.2 Popis a vlastnosti fázových singularit

Jelikoº se budeme snaºit popsat a experimentáln¥ najít fázové singularity na vodní hladin¥,
vysta£íme si s komplexními funkcemi, které budou popisovat skalarní vlny. Výchylku vodní
hladiny z rovnováºné polohy lze pak vyjád°it v obecném tvaru

< [Ψ(~r, t)] = < [ρ(~r, t) exp(i χ(~r, t))] , (3.1)
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Obrázek 3.1: Znázorn¥ní amplitudy a fáze pro slapové jevy, obrázek p°evzat z [13].
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Obrázek 3.2: Fáze pro funkci f(x, y) = x + i y, dále jsou znázorn¥ny n¥které k°ivky s
konstantní fází
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Obrázek 3.3: Fáze pro funkci f(x, y) = (x + iy)3, jedná se o singularitu síly 3.

kde ρ(~r, t) je amplituda, χ(~r, t) fáze. Funkce ρ i χ jsou reálné. V dal²ím textu jiº argumenty
funkcí, nebude-li to nutné, vypisovat nebudeme.

D·leºitou charakteristikou singularity je její síla, která popisuje, jak se v okolí singular-
ity m¥ní fáze. Uvaºujme dvourozm¥rný problém, m¥jme uzav°enou k°ivku, která obsahuje
fázovou singularitu. Zm¥nu fáze p°i posunu o d~l lze vyjád°it jako ∇χ d~l. Proto výslednou
zm¥nu vyjád°íme ∮

∇χ d~l. (3.2)

Vzhledem k tomu, ºe se jedná o uzav°enou k°ivku a fáze je ur£ena aº na násobek 2π
(p°edpokládáme, ºe je funkce Ψ jednozna£n¥ ur£ená), pak dostáváme vztah∮

∇χ d~l = 2π s. (3.3)

kde s je celé £íslo a nazývá se síla singularity. Nyní pro úplnost musíme de�novat kladný
sm¥r, ten vezmeme jako obvykle ve sm¥ru proti hodinovým ru£i£kám. Singularita na obr.3.2
má z°ejm¥ sílu 1. Z vlastností komplexních £ísel, a to z Moivreovy v¥ty plyne, jak m·ºeme
konstruovat singularity vy²²ích °ád·. P°i umocn¥ní komplexního £ísla z na n-tou dostaneme
zn, které má fázi v¥t²í n-krát. Proto funkce f(x, y) = (x + iy)n má v bod¥ 0+i 0 singularitu
síly n.

Vzhledem k tomu, ºe Ψ popisuje n¥jaký fyzikální d¥j, musí spl¬ovat rovnice, které danou
situaci popisují. Ukáºeme si, jak vypadají fázové singularity spl¬ující vlnovou rovnici ve
tvaru

∇2Ψ =
1

c2

∂ Ψ

∂ t
, (3.4)

kde c je fázová rychlost. P°edpokládáme, ºe lze Ψ napsat v separovaném tvaru

Ψ = ψ(~r) exp (iωt) . (3.5)
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Pak po dosazení do (2.4) získáme Helmholtzovu rovnici

∇2ψ + k2ψ = 0, (3.6)

kde k = ω/c je vlnové £íslo. Z rovnice (2.5) plyne, ºe nám bude sta£it ur£it fázové singularity
pro funkci ψ. Z obecného vyjád°ení (2.1) by poloha fázových singularit mohla záviset na
£ase, p°i spln¥ní vztahu (2.5) je v²ak £asová závislost vylou£ena.

V £lánku [8] auto°i ukazují na existenci dvou typ· fázových singularit, které nazý-
vají dislokacemi vzhledem k analogii k dislokacím vyskytujících se v krystalové struktu°e
pevných látek. Jedná se o hranovou a ²roubovou dislokaci. P°ibliºné °e²ení rovnice (2.6),
které popisuje hranovou dislokaci, má tvar

ψ = (x + iz) exp(ikz). (3.7)

Pro amplitudu a fázi dostáváme vztahy

ρ = x2 + z2, χ = arctan
(

x

z

)
+ kz. (3.8)

Z výrazu pro fázi lze ur£it místa, v nichº nebude de�nována fáze. P·jde o body, které mají
jak sloºku x, tak sloºku z nulovou, tedy o osu y. Uvaºujeme-li, ºe se blíºíme k n¥jakému
bodu osy y po p°ímkách z r·zných sm¥r· limita pro argument funkce arctan nabývá hodnot
od −∞ do∞, a proto fázi zde nem·ºeme ur£it. Na obrázku 3.4 je vid¥t, ºe pokud obejdeme
singulární bod v kladném smyslu, hodnota se zm¥ní o −2π, síla singularity je tedy −1.

P°esné °e²ení rovnice (2.6) popisující ²roubovou dislokaci vypadá následovn¥:

ψ = (x + iy) exp (ikz) , (3.9)

ze kterého pak dostáváme výrazy pro amplitudu a fázi

ρ = x2 + y2, χ = arctan

(
x

y

)
+ kz. (3.10)

Analogicky k p°edchozí situaci se singularity nachází na ose z. Pokud budeme znázor¬ovat
pr·b¥h fáze v rovin¥ z = 0, dostaneme obrázek 3.2. Pouºijeme-li polární sou°adnice (R, θ, z)
m·ºeme vyjád°it fázi (2.10) jako

χ = θ + kz. (3.11)

V okolí singulární £áry bude plocha v prostoru ur£ující konstantní fázi ²roubovice.Dosazením
se lze p°esv¥d£it, ºe rovnici (2.6) vyhovuje i

ψ = (x + iy)s exp (ikz) , (3.12)

coº popisuje ²roubovou singularitu síly s.
Z p°ede²lých p°ípad· jsme vid¥li, ºe singularity se nachází v místech, kde

ρ = 0. (3.13)
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Obrázek 3.4: Fáze pro hranovou dislokaci s k = 1 pro rovinu z = 0, dále pr·b¥h k°ivek s
konstantní fází.
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Komplexní funkci Ψ m·ºeme p°epsat pomocí funkcí f a g jako

Ψ = f + i g. (3.14)

Vzhledem k platnosti vztahu ρ =
√

f 2 + g2 je podmínce ρ = 0 ekvivalentní dvojice rovnic

f = 0, g = 0. (3.15)

�e²ení kaºdé z rovnic vede v t°írozm¥rném p°ípad¥ na ur£itou plochu £i soustavu ploch a
pr·nikem t¥chto ploch by m¥la být k°ivka. V dvourozm¥rném p°ípad¥ jsou °e²ením k°ivky
a jejich pr·nikem jsou body.

Podrobn¥j²í rozbor fázových singularit lze nalézt v [8], [2], [10], [5].

3.3 Válcové vlny na vodní hladin¥

Válcovou vlnu lze popsat komplexní funkcí [1], [2]

Ψ = H1
0 (kr) exp (−iωt) , (3.16)

kde je H1
0 Hankelova funkce prvního druhu, která je blíºe popsána v oddílu 6.1, dále ji

budeme zna£it pouze H, r je vzdálenost vzdálenost od osy symetrie procházející zdrojem
válcových vln, vztah mezi ω a k ur£uje rovnice (2.38). Jelikoº chceme zkoumat fázové
singularity na vodní hladin¥, pot°ebujeme k tomu interferenci alespo¬ t°í válcových vln.
Pro tento p°ípad (neuvaºujeme-li odraz vln od okraj·) lze zapsat výchylku jako

Ψ = ψ exp (−iωt) , (3.17)

kde

ψ = [AH(k|~r − ~r1|) exp (−iχ1) + B H(k|~r − ~r2|) exp (−iχ2) + C H(k|~r − ~r3|) exp (−iχ3)] ,

A, B, C jsou konstanty, ~r1, ~r2, ~r3 polohové vektory jednotlivých zdroj·, χ1, χ2, χ3 po£áte£ní
hodnoty fází zdroj· pro t = 0. P°i vhodn¥ zvolených parametrech by na vodní hladin¥ m¥ly
existovat fázové singularity. Hledali jsme je numericky pomocí podmínky (3.13), skript
hledající singularity je uvedenen v oddílu 6.2. P°i popisu hladiny pomocí funkce Ψ ve
tvaru (3.18) vznikají ²roubové singularity síly ±1. V okolí t¥chto fázových singularit by
pak m¥la hladina vypadat jako

<[K(x + i y) exp (−iωt)], (3.18)

kde K je komplexní konstanta. Jedná se vlastn¥ o otá£ející se rovinu.
Nejjednodu²ím návrhem, jak v daném bod¥ vytvo°it fázovou singularitu, je umístit

zdroje do vrchol· rovnostranného trojúhelníka a zárove¬ posunout fázi mezi sousedními
zdroji o 2π/3, p°i£emº konstanty A, B, C musí být stejné. Pak v t¥ºi²ti pomyslného
trojúhelníku vznikne fázová singularita p°i jakémkoli vlnovém £ísle.
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3.4 Odraz laserového paprsku od vodní hladiny

Zkoumat vlastnosti vodní hladiny se pokusíme tak, ºe budeme sledovat, jaké trajektorie
vytvo°í laserový paprsek na zdi po odrazu od vodní hladiny. Pokud by paprsek dopadal
kup°íkladu na rovinou vlnu £i válcovou vlnu, vytvo°ila by se na zdi úse£ka. P°i dopadu laseru
na fázovou singularitu, která by se m¥la chovat v okolí jakou otá£ející se rovina, by m¥l
koncový bod sm¥rového vektoru odraºeného paprsku opisovat kruºnici. Proto trajektorie
stopy laseru na zdi by m¥la být s nejv¥t²í pravd¥pobobností elipsa, £i ve speciálním p°ípad¥
kruºnice.

Pro výpo£et odraºeného paprsku pouºijeme zákon odrazu (lze odvodit pomocí vztahu
(4.2)), který nám °íká, ºe úhel dopadu se rovná úhlu odrazu. Pokud je v míst¥ dopadu
paprsku normálový vektor k hladin¥ ~n a sm¥r dopadajícího paprsku ~s, pak lze vyjád°it
sm¥r odraºného paprsku ~o jako

~o = ~s − 2
~n · ~s
|~n|2

~n. (3.19)

Normálový vektor ze známé funkce Ψ spo£ítáme takto: ur£íme parciální derivace podle
obou prom¥ných a z nich získáme te£ny k hladin¥ ve sm¥rech x a y

~tx =

(
1, 0,

∂ <(Ψ)

∂ x

)
, ~ty =

(
0, 1,

∂ <(Ψ)

∂ y

)
. (3.20)

K vypo£tení parciálních derivací pouºijeme identitu (6.7).
Normálový vektor k hladin¥ získáme jiº snadno jako

~n = ~tx × ~ty =

(
−∂ <(Ψ)

∂ x
,−∂ <(Ψ)

∂ y
, 1

)
. (3.21)

Známe-li místo dopadu laserového paprsku na vodní hladinu, vzdálenost zdi (p°edpok-
ládáme, ºe je rovnob¥ºná s rovinou xz) a sm¥r odraºeného paprsku, lze pak spo£ítat stopu
paprsku na zdi pomocí rovnic

a =
d − p2

o2

(3.22)

x = ao1 + p1 (3.23)
z = ao3 + p3 (3.24)

kde P [p1, p2, p3] je místo dopadu, ~o = (o1, o2, o3) sm¥r odraºeného paprsku a d je vzdálenost
zdi od sou°adnicového systému vztaºeného k vodní hladin¥. Místo dopadu ur£íme numer-
ickým °e²ením rovnic

p1 − bs1 − n1 = 0 (3.25)
p2 − bs2 − n2 = 0 (3.26)

<[Ψ (p1, p2)] − bs3 − n3 = 0, (3.27)

kde ~s = (s1, s2, s3) je sm¥r dopadajícího paprsku, N [n1, n2, n3] bod, kterým prochází pa-
prsek, neznámými v soustav¥ jsou p1, p2 a b. Dále víme, ºe platí vztah p3 = <[Ψ (p1, p2)]
Skript po£ítající trajektorii stopy laseru je v oddílu 6.2.
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3.5 Experiment

V dal²ích £ástech této kapitoly se budeme v¥novat popisu experimentu. Jak jsme jiº naz-
na£ili, nejjednodu²²ím teoretickým návrhem na vytvo°ení fázové singularity je umíst¥ní t°í
zdroj· do vrchol· rovnostranného trojúhelníka, které jsou mezi sebou fázov¥ posunuty o
2π/3. Ov²em experimentáln¥ není úpln¥ snadné získat t°ífázový proud. A tak pro exper-
imenty pouºijeme zdroje, které jsou ve fázi. Podle simulace se sice sníºí po£et singularit,
ale p°i vhodném nastavení parametr· by singularity na vodní hladin¥ m¥ly existovat.

Najít fázovou singularitu ov²em nebude tak snadné. Je to p°edev²ím tím, ºe se nám
nepoda°ilo najít n¥jakou p°ímou metodu pro její hledání. Jde o to, ºe máme na vodní
hladin¥ najít místa, pro která je amplituda nulová. Jak ale ur£it experimentáln¥, ºe ur£ité
místo nevychyluje? Na tuto otázku se nám nepoda°ilo odpov¥d¥t. Proto jsme se pokusili
zkoumat vlny na vod¥ pomocí odrazu laserového paprsku.

Na²im cílem bude nejprve porovnat pro zvolené body výsledky vypo£tené a nam¥°ené,
dále prozkoumat okolí bod·, kde by se podle výpo£tu m¥ly vyskytovat fázové singularity.

P°i nastavování frekvence a amplitudy jsme museli zvaºovat n¥kolik aspekt·. Ve²keré
výsledné vztahy souvisely s lineárními vlnami, coº, jak víme, lze splnit tak, kdyº amplituda
je o hodn¥ men²í neº vlnová délka. Ov²em p°i zvy²ování frekvence se vlnová délka zmen²uje.
Proto je daná aproximace p°i konstantní amplitud¥ spln¥na lépe pro men²í frekvence. Na
druhou stranu jsme v teoretickém popisu zanedbali odrazy vln od okraj· kád¥. P°i men²ím
vlnovém £ísle ov²em mají odrazy v¥t²í vliv.P°i experimentování se také ukázalo, ºe zhruba
od frekvence 40 Hz je obtíºné vybudit válcovou vlnu. P°i t¥chto vy²²ích frekvencích jiº
vznikají vlny, které mají závislost nejen na vzdálenosti r od zdroje, ale také na úhlu θ
(uvaºujeme o sférických sou°adnicích r,θ). Proto jsme také zavrhli moºnost pouºití t°ífá-
zového proudu ze sít¥, jelikoº má frekvenci 50 Hz.

3.6 Experimentální aparatura a m¥°ení její geometrie

Na obrázku 3.5 vidíme pouºitou experimentální aparaturu. Jako zdroje válcových vln byly
pouºity reproduktory, na které se nalepily válcové trubi£ky. Válcové trubi£ky se pono°ily
do vody a pu²t¥ním sinusového proudu do reproduktor· za£aly vznikat válcové vlny. Re-
produktoty byly zapojeny paraleln¥. Sinusový signál byl generován pomocí po£íta£ového
programu Tone Generator [15] a pomocí mixáºního pultu byla upravována jeho amplituda.
Vzájemnou vzdálenost reproduktor· jsme také mohli m¥nit, ov²em k celkovým rozm¥r·m
aparatury bylo nejvhodn¥j²í umístit reproduktory do rovnostranného trojúhelníka s délkou
strany 30 ± 0.1 cm. Laserové ukazovátko bylo umíst¥no na stojanu, p°i£emº bylo moºné
polohou laseru pohybovat v navzájem kolmých sm¥rech. Vzhledem k tomu, ºe jsme v teo-
retickém popisu zanedbali vliv odraºených vln od okraj· kád¥, museli jsme se pokusit
odrazy eliminovat, na okraj kád¥ jsme proto p°ipevnili fólii, která odrazy m¥la alespo¬
£áste£n¥ tlumit.

Vypo£tenou polohu singularit máme v soustav¥ spojené s vodní hladinou. Ov²em polohu
laseru m¥°íme v soustav¥, která je spojená se stojanem na laser. Musíme tedy znát trans-
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Obrázek 3.5: Experimentální aparatura

forma£ní vztahy, které nám udávají, na jaké místo nevychýlené vodní hladiny dopadá
laserový paprsek p°i dané poloze laseru ve stojanu. Roviny xy v obou soustavách jsou
rovnob¥ºné. Dále jsme se snaºili aparaturu nastavit tak, aby osy x v obou soustavách byly
také rovnob¥ºné. Musíme proto ur£it vzdálenost m vodní hladiny od roviny, v níº se pohy-
buje laser, dále vzájemný posun rovin xy daný vektorem ~u = (u1, u2) a sm¥r dopadajícího
laserového paprsku ~s. Abychom vyjasnili p°ípadné nejasnosti, uvádíme zde p°epo£et mezi
jednotlivými soustavami. Bude nás zajímat taková poloha laseru [x, y], abychom svítili na
místo [x, y] nevychýlené vodní hladiny.

q =
m

s3

(3.28)

x = qs1 + x + u1 (3.29)
y = qs2 + y + u2 (3.30)

Vzdálenost m a vektor ~p jsme ur£ili pomocí pravítek, sm¥r laseru jsme zme°ili pomocí ur£ení
jeho stopy na milimetrovém papí°e ve dvou navzájem rovnob¥ºných rovinách. Výsledky
m¥°ení jsou uvedeny v tabulce 3.1.

Dal²ím veli£inou, kterou bylo nutné zm¥°it, byla vzdálenost d aparatury od zdi. Aparaturu
jsme se snaºili nastavit tak, aby osa x byla rovnob¥ºná s rovinou zdi.

Dále jsme je²t¥ ur£ili hloubku dna h. Pro pouºité vlnové délky p°i experimentech lze
pak vyuºít aproximace vln na hluboké vod¥.

Abychom dostali správnou funkci Ψ popisující vodní hladinu, musíme ur£it konstanty
A, B, C ve vztahu (3.18). Pot°ebujeme nam¥°it pr·m¥ry válcových trubi£ek, jejíº kmitání
zp·sobuje vln¥ní vodní hladiny a dále pak amplitudy kmit· trubi£ek. Pr·m¥r lze snadno
zm¥°it posuvným m¥°itkem, av²ak u amplituda situace tak snadná není. Pokusili jsme se
alespo¬ p°ibliºn¥ amplitudu pomocí následujícího postupu. Upevnili jsme zvýraz¬ova£ do
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m [cm] 29.8 ± 0.1
~u [cm] (33.9 ± 0.1, 6.3 ± 0.1)
~o [cm] (−1.4 ± 0.1, 17.1 ± 0.1, −25.3 ± 0.1)
d [cm] 204 ± 1
h [cm] 40 ± 0.1
r1 [cm] 1.37 ± 0.01
r2 [cm] 1.39 ± 0.01
r3 [cm] 1.43 ± 0.01

Tabulka 3.1: Nam¥°ené parametry

drºáku na laser a jemn¥ p°iloºili k vále£ku. Nechali jsme vále£ek kmitat a zvýraz¬ova£
vyzna£il na trubi£ce úse£ku, jejíº délka by m¥la odpovídat dvojnásobku amplitudy. Tuto
délku ozna£me j. T°ení mezi vále£kem a zvýraz¬ova£em bude tak malé, ºe lze jeho efekt
na výsledek zanedbat. Kalibra£ní konstantu A lze pak vypo£ítat jako

A =
j

2H (kr1)
, (3.31)

kde r1 je polom¥r prvního vále£ku. Analogickým postupem lze ur£it konstanty B a C.
Nam¥°ené hodnoty j lze nalézt v tabulce 3.2. Hodnoty j byly p°i dané frekvenci a daném
zesílení m¥°eny pro v²echny reproduktory, ukázalo se, ºe jsou pro v²echny stejné. Skript
po£ítající kalibra£ní konstanty lze nalézt v oddílu 6.2.

3.7 Výsledky m¥°ení

M¥°ení probíhalo tak, ºe jsme nejprve nastavili vhodnou amplitudu p°i dané frekvenci tak,
aby byla trajektorie laseru dob°e patrná, av²ak amplituda natolik malá, abychom mohli
vyuºít aproximace lineárních vln. Pom¥r amplitudy ku vlnové délce v na²ich experimentech
(viz. tabulka 3.2) m¥l maximální hodnotu 4%, tedy aproximace lineárních vln byla pom¥rn¥
dob°e spln¥na. Pot°ebnou výchylku jsme zm¥°ili a skriptu jsme ur£ili kalibra£ní konstanty.
Pak jsme umístili laser do dané polohy a po£kali na ustálení trajektorie laseru, jelikoº jiº
siln¥j²í ot°es podlahy zp·soboval sekundární vlny. Nakonec jsme trajektorii vyfotografovali.

První m¥°ením jsme zkoumali vybraných 12 míst na hladin¥ pro frekvence 3 Hz, 5 Hz,
8 Hz, 10 Hz, 15 Hz, 20 Hz. Polohy míst, které byly nam¥°eny, jsou v tabulce 3.3. Dále
jsme nam¥°ené výsledky porovnali s teoretickým výpo£tem. P°i zobrazování vypo£tených
trajektorii jsme se snaºili, aby grafy byly rozm¥rov¥ identické vyfotografovaným útvar·m,
proto n¥které vypo£tené trajektorie nejsou vid¥t celé nebo dokonce vid¥t v·bec, jelikoº
dané rozm¥ry p°esáhly.

Ve druhém m¥°ení jsme se zam¥°ili na místa, kde by se podle výpo£tu m¥ly nacházet
fázové singularity. Vyfotografovali jsme trajektorii laseru p°ímo v míst¥ singularity a potom
pro dal²í £ty°i okolní body. Pro kaºdou frekvenci jsme si vybrali t°i singularity a ty zm¥°ili.
Z výpo£tu vyplynulo, ºe fázové singularity vznikají v m¥°ené oblasti p°i frekvenci vy²²í
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první m¥°ení druhé m¥°ení
f [Hz] j [mm] j/2λ f [Hz] j [mm] j/2λ
3 3 0.009 3 3 0.009
5 2 0.02 4 2 0.01
8 1 0.02 5 1.5 0.01
10 1 0.02 6 1 0.01
15 1 0.03 7 1 0.01
20 1 0.04 8 1 0.02

Tabulka 3.2: Nam¥°ené hodnoty pro ur£ení kalibra£ních konstant

fotka x [cm] y [cm] fotka x [cm] y [cm]
1 6.4 7.9 7 12.4 9.9
2 9.4 7.9 8 15.4 9.9
3 12.4 7.9 9 6.4 11.9
4 15.4 7.9 10 9.4 11.9
5 6.4 9.9 11 21.4 11.9
6 9.4 9.9 12 23.4 11.9

Tabulka 3.3: Nam¥°ené místa pro první m¥°ení

neº 2 Hz, pro frekvenci 8 Hz je jiº po£et singularit 150. Je proto z°ejmé, ºe vzhledem
k p°esnosti m¥°ení nemá smysl pro frekvence vy²²í se pokou²et prom¥°it okolí singularit.
Nam¥°ili jsme tedy oblast 3�8 Hz. V tabulce 3.4 jsou shrnuty polohy prom¥°ených singularit
a jejich okolních bod·. Fotogra�e, na kterých je zobrazena trajektorie p°i dopadu paprsku
laseru p°ímo na singularitu, mají £íslo 1, 6 a 11.

3.8 Diskuze o výsledcích m¥°ení

P°i porovnání vyfocených trajektorií s vypo£tenými plyne, ºe se nám nepoda°ilo eliminovat
vliv odraºených vln od okraj· kád¥. Zapo£tením odraºených vln se funkce Ψ zm¥ní, a proto i
polohy fázových singularit se budou nacházet v jiných místech. To je jedním z principiálních
d·vod· nesouhlasu experimentu s teoretickým výpo£tem. Chyba m¥°ení veli£in pot°ebných
k výpo£tu trajektorie stopy laseru zp·sobuje, ºe teoretický výpo£et probíhá pro jiný bod,
neº na který ve skute£nosti laserem svítíme. Tato chyba by se m¥la výrazn¥ji projevovat
p°i men²ích vlnových délkách.

Pouºitou metodou, jak se zdá, nelze ur£it, jestli se jedná o fázovou singularitu £i nikoli,
pokud se teoretický výpo£et neshoduje s experimentálním. Mysleli jsme si, ºe dokáºeme
najít singularitu totou metodou i bez znalosti její polohy, podle toho, ºe se v okolí singu-
larity chová hladina jako otá£ející se rovina. P°i experimentech se v²ak ukázalo, ºe daná
metoda není dostate£n¥ pr·kazná.
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f [Hz] fotka x [cm] y [cm] fotka x [cm] y [cm] fotka x [cm] y [cm]
3 1 8.3 8.8 6 21.4 8.8

2 9.3 8.8 7 22.4 8.8
3 7.3 8.8 8 20.4 8.8
4 8.3 9.8 9 21.4 7.8
5 8.3 7.8 10 21.4 9.8

4 1 11.1 8.7 6 18.8 8.7 11 6.5 10
2 12.1 8.7 7 19.8 8.7 12 7.5 10
3 10.1 8.7 8 17.8 8.7 13 5.5 10
4 11.1 9.7 9 18.8 9.7 14 6.5 11
5 11.1 7.7 10 18.8 7.7 15 6.5 9

5 1 9 13.5 6 20.3 9.2 11 12.4 8.7
2 10 13.5 7 21.3 9.2 12 13.4 8.7
3 8 13.5 8 19.3 9.2 13 11.4 8.7
4 9 14.5 9 20.3 10.2 14 12.4 9.7
5 9 12.5 10 20.3 8.2 15 12.4 7.7

6 1 14 10.3 6 9.9 10.6 11 7.7 11.1
2 14.5 10.3 7 10.4 10.6 12 8.2 11.1
3 13.5 10.3 8 9.4 10.6 13 7.2 11.1
4 14 10.8 9 9.9 11.1 14 7.7 11.6
5 14 9.8 10 9.9 10.1 15 7.7 10.6

7 1 5.9 10.9 6 8.9 9.1 11 8.2 8.7
2 6.4 10.9 7 9.4 9.1 12 8.7 8.7
3 5.4 10.9 8 8.4 9.1 13 7.7 8.7
4 5.9 11.4 9 8.9 9.6 14 8.2 9.2
5 5.9 10.4 10 8.9 8.6 15 8.2 8.2

8 1 8.6 9.3 6 6.2 10.4 11 17.4 8.8
2 9.1 9.3 7 6.7 10.4 12 17.9 8.8
3 8.1 9.3 8 5.7 10.4 13 16.9 8.8
4 8.6 9.8 9 6.7 10.9 14 17.4 9.3
5 8.6 8.8 10 6.7 9.9 15 17.4 8.3

Tabulka 3.4: Nam¥°ené singularity a jejich okolí p°i druhém m¥°ení
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Obrázek 3.6: První m¥°ení pro f=3 Hz

Obrázek 3.7: Výpo£et pro f=3 Hz
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Obrázek 3.8: První m¥°ení pro f=5 Hz

Obrázek 3.9: Výpo£et pro f=5 Hz
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Obrázek 3.10: První m¥°ení pro f=8 Hz

Obrázek 3.11: Výpo£et pro f=8 Hz
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Obrázek 3.12: První m¥°ení pro f=10 Hz

Obrázek 3.13: Výpo£et pro f=10 Hz
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Obrázek 3.14: První m¥°ení pro f=15 Hz

Obrázek 3.15: Výpo£et pro f=15 Hz
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Obrázek 3.16: První m¥°ení pro f=20 Hz

Obrázek 3.17: Výpo£et pro f=20 Hz
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Obrázek 3.18: Druhé m¥°ení pro f=3 Hz

Obrázek 3.19: Výpo£et pro f=3 Hz
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Obrázek 3.20: Druhé m¥°ení pro f=4 Hz

Obrázek 3.21: Výpo£et pro f=4 Hz
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Obrázek 3.22: Druhé m¥°ení pro f=5 Hz

Obrázek 3.23: Výpo£et pro f=5 Hz
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Obrázek 3.24: Druhé m¥°ení pro f=6 Hz

Obrázek 3.25: Výpo£et pro f=6 Hz
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Obrázek 3.26: Druhé m¥°ení pro f=7 Hz

Obrázek 3.27: Výpo£et pro f=7 Hz
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Obrázek 3.28: Druhé m¥°ení pro f=8 Hz

Obrázek 3.29: Výpo£et pro f=8 Hz
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Kapitola 4

Maxwellovo rybí oko

4.1 Co je to Maxwellovo rybí oko

Ze vztahu (2.38) vidíme, ºe fázovou rychlost povrchových vln na vod¥ m·ºeme ovliv¬ovat
pomocí hloubky. Proto by bylo zajímavé, kdyby se nám poda°ilo sestrojit takový pro�l dna,
který by m¥l fokusa£ní vlastnost. To znamená, ºe by se vlnoplochy ze zdroje zak°ivovaly
tak, ºe paprsky (to jsou kolmice k vlnoplochám) by se st°etly v bod¥, který je obrazem
zdroje. V tomto míst¥ bychom pak pozorovali velkou výchylku. K takovému pro�lu dna
se pokusíme dojít pomocí analogické situace v optice, budeme se zabývat Maxwellovým
rybím okem. Maxwellovým rybím okem se nazývá speciální optické médium [3], pro které
má index lomu závislost

n(r) =
c

v(r)
=

2

1 + r2

R2
0

, (4.1)

kde c je rychlost sv¥tla ve vakuu, v velikost fázové rychlosti sv¥tla v optickém prost°edí, r
velikost polohového vektoru a R0 je konstanta, která udává polom¥r kruºnice, na kterém
je roven index lomu 1. Takové optické médium má výjime£né vlastnosti, jedná se totiº o
dokonalou £o£ku. Pokud by se v prostoru nacházel bodový zdroj sv¥tla, tak by se paprsky
jdoucí v r·zných sm¥rech soust°edily do jednoho bodu.

4.2 Vlastnosti Maxwellova rybího oka

Nejprve se pokusíme ukázat, ºe Maxwellovo rybí oko je dokonalou £o£kou. Pouºijeme k
tomu tzv. transforma£ní optiku [7], [11]. Ta vychází z Fermatova principu, který nám °íká,
ºe sv¥tlo se ²í°í po takové trajektorii, p°i které je £as extrémní. To lze matematicky vyjád°it
tak, ºe variace optické dráhy je nulová

δ
∫

n(~r) dl = 0, (4.2)

n je index lomu, dl délkový element trajektorie. Dále zavádíme dva prostory virtuální, ten
ozna£me W a body z n¥j w, fyzikální, ten ozna£me Z a body z n¥j z, a zobrazení F , které
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p°i°adí kaºdému bodu z virtuálního prostoru bod z prostoru fyzikálního. P°edpokládejme,
ºe známe rozloºení indexu lomu n(z) ve virtuálním prostoru. Tím pádem pak máme v
tomto prostoru ur£eny trajektorie sv¥tla. Nyní si poloºíme otázku, zda by ²lo navrhnout
takové rozloºení indexu lomu ve fyzikálním prostoru, p°i kterém by trajektorie sv¥tla byly
obrazy trajektorií sv¥tla v imaginárním prostoru ur£ené pomocí zobrazení F . Ukazuje se,
ºe takové rozloºení lze sestrojit. Uvaºujme bod w0 ve virtuálním prostoru a n¥jaké posunutí
dl, nyní zobrazíme pomocí F bod w0 na bod z0 a posunutí nám p°ejde na dL. Pak se musí
integrandy ve výrazu (4.2) v obou prostorech rovnat

n(w0) dl = n(z0) dL. (4.3)

Je jasné, ºe uvedená podmínka musí platit pro v²echny body z, w a v²echny sm¥ry. Pro
index lomu ve fyzikálním prostoru pak dostáváme vztah

n(z0) = n(w0)
dl

dL
. (4.4)

Pokud budeme uvaºovat n¥jaké obecné zobrazení, které bude zobrazovat virtuální pros-
tor se skalárním indexem lomu, výsledkem bude fyzikální prostor s indexem lomu, který
m·ºe záviset na sm¥ru a lze ho pak popsat tenzorem. Velmi d·leºitou t°ídou zobrazení
jsou taková, která zachovávají izotropnost indexu lomu. Takovou vlastnost mají konformní
zobrazení, která zachovávají úhly. P°íkladem konformního zobrazení je nap°íklad stere-
ogra�cká projekce.

Transforma£ní optika nám umoº¬uje elegantní °e²ení problém· s ²í°ením paprsk· sv¥tla.
P°edpokládejme, ºe ve virtuálním prostoru máme n¥jaké rozloºení indexu lomu, u kterého
známe trajektorie paprsk·. Ve fyzikálním prostoru máme n¥jaké optické médium, u kterého
známe rozloºení indexu lomu, ale neda°í se nám ur£it trajektorie paprsk·. Pokud se nám
poda°í nalézt takové zobrazení F , pomocí kterého lze p°evést index lomu virtuálního pros-
toru na index lomu fyzikálního prostoru, pak trajektorie sv¥tla ve fyzikálním prostoru jsou
jednodu²e obrazy trajektorií sv¥tla v prostoru virtuálním.

Vzhledem k tomu, ºe budeme °e²it dvourozm¥rný problém, mohlo by se zdát, ºe pro
výpo£et Maxwellova rybího oka nám bude sta£it zobrazení mezi rovinami, ov²em tak
jednoduché to nebude. Ná² virtuální prostor v p°ípad¥ Maxwellova rybího oka bude neeuk-
lidovský povrch a budeme p°edpokládat, ºe na tomto povrchu je index lomu konstantní,
rovný 1, a proto m·ºeme z integrálu v (4.2) vytknout index lomu. Tím pádem budeme
extremalizovat dráhu, a proto se sv¥tlo bude ²í°it po geodetikách na daném povrchu. Je
ukázáno v [11], jak ze známého indexu lomu sestrojit daný neeuklidovský povrch, a také, ºe
pro Maxwellovo rybí oko je virtuálním povrchem sféra s polom¥rem R0 a zobrazením stere-
ogra�cká projekce. Pokusíme se tedy z t¥chto fakt· a vztahu (4.4) dojít k rovnici (4.1).
Pro vyjád°ení délkového elementu neeuklidovského povrchu zave¤me válcové sou°adnice
(R, θ, Z), p°i£emº p°edpokládáme závislost Z = Z (R) (uvaºujeme pouze o závislosti n(r),
p°i které by m¥l být povrch osov¥ symetrický podél osy Z). Pak dostáváme

dl2 = dR2 + R2 dθ2 + dZ2 = dR2 + R2 dθ2 +

(
dZ

dR

)2

dR2. (4.5)
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Je²t¥ upravíme na výsledný tvar

dl2 =

1 +

(
dZ

dR

)2
 dR2 + R2 dθ2. (4.6)

Pro element optické dráhy ve fyzikálním prostoru dostáváme (pouºijeme polární sou°ad-
nice)

dL2 = n2
(
dr2 + r2 dϕ2

)
. (4.7)

Pomocí stereogra�cké projekce získáme vztahy mezi virtuálním povrchem a fyzikální rovi-
nou

Z =
R0 (r2 − R2

0)

R2
0 + r2

, R =
2R2

0r

R2
0 + r2

, θ = ϕ. (4.8)

Pomocí vztah· (4.8) lze p°epsat element délky virtuálního povrchu

dl2 =

(
dZ

dr

)2

+

(
dR

dr

)2
 dr2 + R(r)2 dϕ2. (4.9)

Vyuºijeme tedy vztah (4.3) a dostaneme

dL2 = n2
(
dr2 + r2 dϕ2

)
=

(
dZ

dr

)2

+

(
dR

dr

)2
 dr2 + R(r)2 dϕ2

=
4R4

0

(R2
0 + r2)

2 dr2 +
4R4

0r
2

(R2
0 + r2)

2 dϕ2. (4.10)

Z rovnice (4.10) tak získáváme index lomu pro Maxwellovo rybí oko.
Z vý²e uvedených vlastností plyne, ºe Maxwellovo rybí oko je dokonalou £o£kou. Je

známo, ºe geodetiky jsou na povrchu koule hlavní kruºnice, které vzniknou jako pr·nik
povrchu koule s rovinami procházejícími st°edem koule. Uvaºujme, ºe na povrchu koule
máme bodový zdroj, z n¥hoº se ²í°í sv¥tlo do v²ech sm¥r·. D·sledkem symetrie sféry je,
ºe v²echny paprsky se znovu protnou a to na bod¥ sféry, který je protilehlý bodu zdroje.
Proto se i po zobrazení stereogra�ckou projekcí ve fyzikálním prostoru v²echny paprsky
jdoucí z bodového zdroje setkají v jiném bod¥, který je obrazem bodu p·vodního.

4.3 Maxwellovo rybí oko pro vlny na vod¥

Rozloºení indexu lomu pro optické Maxwellovo rybí oko je dáno vztahem (4.1). Pokud by
se nám poda°ilo nalézt takový pro�l dna nádoby, který by dával stejné rozloºení indexu
lomu i pro vlny na vod¥, dostali bychom Maxwellovo rybí oko pro vlny na vod¥. Jediným
rozdílem v·£i vztahu (4.1) by bylo to, ºe c by zna£ilo fázovou rychlost referen£ní vlny,
proto, aby nedo²lo k omylu, ji budeme zna£it cref . Potom dostáváme analogický vztah pro
vlny na vod¥

n(r) =
cref

v(r)
=

2

1 + r2

R2
0

. (4.11)

38



Z rovnice (4.11) m·ºeme vyjád°it fázovou rychlost v v závislosti na vzdálenosti od po£átku
a ta by se m¥la rovnat fázové rychlosti vlny vyjád°ené podle vztahu (2.38)

cref

2

(
1 +

r2

R2
0

)
=

√√√√tanh(kl)

(
g

k
+

σ

ρ
g k

)
. (4.12)

V tuto chvíli jsme dostali pot°ebnou závislost hloubky dna na vzdálenosti od osy symetrie.
Výsledek (4.12) je²t¥ upravíme na tvar

l =
1

k
arctanh

c2
refk ρ

(
1 + r2

R2
0

)2

4(g ρ + σ g k2)

 . (4.13)

Maxwellovo rybí oko pro svoji fokusa£ní vlastnost vyuºívá celou rovinu. Z experimen-
tálního hlediska je ov²em nemoºné uvaºovat o nekone£ném polom¥ru nádoby. Ukazuje se
v²ak, ºe chyb¥jící oblast rybího oko nám nahradí odrazy vln od st¥ny nádoby v p°ípad¥,
ºe polom¥r rybího oka bude práv¥ R0. O tom, ºe to takto bude fungovat, se m·ºeme
p°esv¥d£it tím, ºe si p°edstavíme zrdcadlo, které se nachází v rovin¥ xy vloºené do sféry
virtuální povrchu Maxwellova rybího oka. Tedy paprsky se budou odráºet od tohoto zrd-
cadla (tento postup je umoºn¥n tím, ºe stereogra�cká projekce je konformní zobrazení),
a proto se nedostanou do p·vodního obrazu zdroje B, ale do bodu, který dostaneme zr-
cadlením bodu B podle roviny xy. P°i odrazu vln od st¥ny nádoby nedochází ke zm¥n¥
fáze vlny, proto z uvedených argument· plyne, ºe fokusa£ní vlastnost z·stane zachována.

Nyní se vra´me k diskuzi o tvaru pro�lu nádoby pro Maxwellovo rybí oko. Vztah (4.13)
upravíme do tro²ku jiné podoby, ur£íme pom¥r hloubky dna ku vlnové délce λ. Dostáváme
pak vztah

p =
l

λ
=

1

2π
arctanh

c2
refk ρ

(
1 + r2

R2
0

)2

4(g ρ + σ g k2)

 . (4.14)

Pokud by byl pom¥r p malý ve velkém rozsahu rybího oka, vlny by se siln¥ tlumily a
fokusa£ní efekt by byl nepozorovatelný. P°edpokládejme, ºe bychom tedy cht¥li sestrojit
pro�l podle vztahu (4.13) p°i daném vlnovém £ísle k a polom¥ru R0. V takovém p°ípad¥
existuje jediný parametr, cref , kterým lze m¥nit pro�l dna. Pokusíme se tedy ur£it parametr
cref tak, aby pom¥r p byl co nejv¥t²í. Funkce arctanh je de�nována na intervalu (−1, 1),
p°i£emº limx→±1 arctanh(x) = ±∞. Z uvedených vlastností funkce arctanh dostáváme
podmínku na velikost rychlosti referen£ní vlny. Musí totiº platit:

c2
refk ρ

g ρ + σ g k2
≤ 1. (4.15)

Pro p°ípad rovnosti ve vztahu (4.15) dostáváme limitní situaci, kdy na okraji nádoby je
hloubka dna nekone£ná. Zárove¬ je také p nejvy²²í moºné. Na obrázku 4.1 je zobrazena
funkce p pro tento p°ípad. Vidíme, ºe bude docházet k pom¥rn¥ velkému tlumení. Pro
situaci, kdy bude hloubka kone£ná ve v²ech místech rybího oka, pak musí plynout stejný
záv¥r jako pro limitní p°ípad. Proto experimentální realizace Maxwellova rybího oka pro
vlny na vod¥ bohuºel moºná není.
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Obrázek 4.1: Pr·b¥h funkce p, x zde zna£í pom¥r r/R0.
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Kapitola 5

Záv¥r

V této práci jsme se zabývali dv¥ma tématy, které souvisely s vlnami na vod¥. Prvním
z nich bylo studium fázových singularit na vodní hladin¥. Ke vzniku fázových singularit
jsme vyuºili interferenci t°í válcových vln. Jako jedním z klí£ových problém· bylo nalezení
metody pro hledání fázových singularit, to znamená, zjistit £i se dané místo vychyluje £i
nikoli. Takovou metodu se nám bohuºel nepoda°ilo nálezt. Jediné, co nás napadlo, bylo
zkoumat vlny na vod¥ pomocí odrazu laserového paprsku od vodní hladiny. Zajímala nás
trajektorie stopy laseru, která se vytvo°í po odrazu od vodní hladiny na zdi. Sestrojili
jsme tedy experimentální aparaturu pot°ebnou k této metod¥. V teoretickém °e²ení prob-
lému jsme zanedbali odrazy vln od st¥n kád¥. Numerickým výpo£tem jsme hledali polohy
fázových singularit a dále trajektorii stopy laseru na zdi. V experimenátlní £ásti jsme
se nejprve pokusili nam¥°it n¥kolik vybraných míst pro r·zné frekvence a porovnat je s
výpo£tem. Dále jsme se pokusili prom¥°it okolí fázových singularit. Výsledky byly znovu
porovnány s numerickým výpo£tem. P°i poronávání se ukázalo, ºe teoretický model je ne-
dostate£ný. Bylo pot°eba zapo£ítat i odraºené vlny, které velmi ovlivní polohy singularit i
tvar vodní hladiny. Ukázalo se, ºe pouºitá metoda není dostate£n¥ pr·kazná pro nalezení
fázových singularit. K dal²ím pokus·m s fázovými singularitami z°ejm¥ bude nutné nalézt
jinou metodu.

Druhým tématem bylo nalezení pro�lu dna nádoby, kterému by odpovídalo Maxwellovo
rybí oko pro vlny na vod¥. Nejprve jsme pomocí transforma£ní optiky ukázali, ºe rybí oko je
opravdu dokonalou £o£kou. Pak jsme na²li hledaný pro�l dna nádoby. Bohuºel se ukázalo,
ºe by hloubka dna ve v¥t²in¥ nádoby byla velmi malá ku vlnové délce. Docházelo by k
velkému tlumení. Proto experimentáln¥ realizovat Maxwellovo rybí oko není moºné.
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Kapitola 6

Dodatky

6.1 Besselovy funkce

Besselovými funkcemi [1], [6], [12] nazýváme °e²ení Besselovy diferenciální rovnice, která
má tvar

x2 d2y

dx2
+ x

dy

dx
+

(
x2 − α2

)
y = 0, (6.1)

kde α je komplexní nebo reálný parametr. Besselovu funkci prvního druhu m·ºeme de�-
novat pomocí Taylorovy °ady v x = 0 jako

Jα(x) =
∞∑

m=0

(−1)m

m!Γ(m + α + 1)

(
x

2

)2m+α

. (6.2)

Besselova funkce druhého druhu Yα spolu s Besselovou funkcí Jα tvo°í lineárn¥ nezávislá
°e²ení rovnice (4.1). Pro α, které není p°irozeným £íslem, dostáváme

Yα(x) =
Jα(x) cos(απ) − J−α(x)

sin(απ)
. (6.3)

Pro p°irozené α lze Besselovu funkci druhého druhu de�novat pomocí limity takto:

Yn(x) = lim
α→n

Yα(x). (6.4)

Dal²í d·leºitou dvojicí lineárn¥ nezávislých °e²ení rovnice (4.1) jsou Hankelovy funkce. Ty
lze vyjád°it pomocí Jα a Yα jako

H1
α(x) = J1

α(x) + iY 1
α (x) (6.5)

H2
α(x) = J1

α(x) − iY 1
α (x) (6.6)

Pro nás bude d·leºitá následující identita

d

dx

[
xαH1

α(x)
]

= xαH1
α−1. (6.7)
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6.2 Skripty

Skripty byly napsány pro program GNU Octave [14]. Cílem skriptu kalibrace.m je ze
zadané frekvence pomocí vztahu (2.38) ur£it vlnové £íslo a vlnovou délku. Následuje zadání
dvojnásobné amplitudy podle níº pak ur£íme kalibra£ní konstanty, které pak pouºívají dal²í
skripty.

kalibrace.m

s = 0.072; %povrchove napeti

g = 9.81; %tihove zrycheleni

l = 0.4; %hloubka kade

r = 1000; %hustota

f = input("Frekvence: "); %nacte frekvenci

g = inline('[sqrt((g * x + s * x**3 / r) * tanh(x * l))] - f * 2*pi','x'); %zadavame funkci,ze ktere

spocitame vlnove cislo

[x,j,info] = fsolve(g,[0]); %resi predeslou rovnici

delka = (2*pi / x) * 100 %vlnova delka v cm

k = x / 100 %vlnove cislo v cm

r = [1.37,1.385,1.43]; %polomery valcovych trubicek

d = input("Delka cary: "); %nacte dvojnasobnou amplitudu

a = d / (2 * abs(besselh(0,1,k * (r(1) / 2)))) %kalibracni konstatnta a

b = d /(2 * abs(besselh(0,1,k * (r(2)/2)))) %kalibracni konstatnta b

c = d / (2 * abs(besselh(0,1,k*(r(3) / 2)))) %kalibracni konstatnta c

Skript singularita.m, jak jiº z názvu vyplývá, má za úkol najít fázové singularity v
p°edepsané oblasti pomocí podmínky (2.13). Jelikoº procedura fsolve, která °e²í pot°ebnou
nelineární rovnici, pot°ebuje zadat po£áte£ní bod výpo£tu, musíme p°edepsanou oblast
procházet dv¥ma for cykly, které m¥ní po£áte£ní bod výpo£tu. Vzhledem k tomu, ºe pro
blízké body m·ºe re²ení konverbovat ke stejným výsledk·m, je nutné je²t¥ vybrat pouze
r·zná °e²ení. Poslední fáze výpo£tu p°i°azuje nalezeným singularitám odpovídající polohu
laseru tak, aby laser na ni práv¥ svítil.

singularita.m

K = [];

P = [];

pocatek = [0,0]; %udava polohu obdelniku ve kterem nas budou zajimat singularity

delka = [30,30]; %delka stran obdelniku

deleni = [20,20]; %pocet dilku, na ktere rozdelime x a y stranu obdelniku

e = 2; %skalovaci konstanta velikosti trojuhelniku

scitac = 1;

for m = 0 : deleni(1)

q = pocatek(1) + delka(1) / deleni(1) * m; %x souradnice pocatecni hodnoty pro vypocet

for n= 0 : deleni(2)

w = pocatek(2) + delka(2) / deleni(2) * n; %y souradnice pocatecni hodnoty pro vypocet

f = inline ('[y = abs((besselh(0,1,k * sqrt(x(1) ** 2 + x(2) ** 2)) + ko2 * besselh(0,1,k * sqrt(x(2)

** 2 + (x(1) - e * 15) ** 2)) + ko3 * besselh(0,1,k * sqrt((x(2) - e * 12.990381) ** 2 + (x(1) - e * 7.5) ** 2)))),

y = abs((besselh(0,1,k * sqrt(x(1) ** 2 + x(2) ** 2)) + ko2 * besselh(0,1,k * sqrt(x(2) ** 2 + (x(1) - e * 15)

** 2)) + ko3 * besselh(0,1,k * sqrt((x(2) - e * 12.990381) ** 2 + (x(1) - e * 7.5) ** 2)))))]','x'); %absolutni

hodnota souctu besselovych funkci

[x,j,info] = fsolve(f,[q,w]) %resi predeslou rovnici pro pocatecni body

if (info == 1 & x(1) <= (pocatek(1) + delka(1)) & x(1) >= pocatek(1) & x(2) <= (pocatek(2)+delka(2))

& x(2) >= pocatek(2)) %podminka konvergentnosti reseni a velikosti zkoumane plochy

K(scitac,1) = x(1); %nacte x slozku reseni do matice

K(scitac,2) = x(2); %nacte y slozku do matice

scitac = scitac + 1;

endif

endfor

endfor

D = size(K);
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if (D(1)>1)

for n = 1 : (D(1) - 1) %tento cyklus projizdi matici reseni a hleda stejna reseni

for m = (n + 1) : D(1)

if (abs(K(n,1) - K(m,1)) < 0.001 & abs(K(n,2) - K(m,2)) < 0.001)%pokud jsou reseni stejna ulozi do

radku cisla 12345

K(m,1) = 12345;

K(m,2) = 12345;

endif

endfor

endfor

endif

[radky,sloupce] = find(K == 12345); %ziskame polohy cisel 12345 v matici

B = size(radky)(1) / 2;

scitac = 0;

for n = 1 : B %tento for cyklus maze radky s cilem 12345

v = radky(n) - scitac;

K(v,:) = [];

scitac = scitac + 1;

endfor

h = size(K)(1);

for n = 1 : h %urci polohu laseru pro vypoctene singularity

smer = [-1.4,17.1,-25.3]; %smer laseru

rovina = 29.84; %vzdalenost od hladiny

posun = [33.9,6.3]; %posun souradnicovych systemu

t = rovina / smer(3);

poloha = [t * smer(1) + K(n,1),t * smer(2) + K(n,2)];

polohalaseru = poloha + posun; %poloha laseru

P(n,:) = polohalaseru; %nacte polohu laseru do matice

endfor

Poslední skript odraz.m ukazuje p°íklad výpo£tu trajektorie stopy laseru na zdi. Vyuºívá
rovnic popsaných podrobn¥ v oddílu 2.4.

odraz.m

Q = [];

scitac1 = 1;

polohadrzaku = [42,45,48,51,42,45,48,51,42,45,57,59;-6,-6,-6,-6,-4,-4,-4,-4,-2,-2,-2,-2,];

for n = 1 : 12 %cyklus pro vypocet polohy dopadu laseru na nevychylenou hladinu

smer = [-1.4,17.1,-25.3]; %smer laseru

posun = [33.7,6.3]; %posun souradnych soustav

poloha = [polohadrzaku(1,n),polohadrzaku(2,n)] - posun;

t = - 29.84 / smer(3);

q = t * smer(1) + poloha(1); %x poloha dopadu laseru

o = t * smer(2) + poloha(2); %y poloha dopadu laseru

scitac = 1;

delenicasu = 1 / (50 * f);%

w = 2 * pi * f;%uhlova frekvence

for t = 0 : delenicasu : (1/ f) %cyklus,ktery pro dany cas spocita polohu stopy laseru na zdi

g = inline ('[y = real((a * besselh(0,1,k * sqrt(x(1) ** 2 + x(2) ** 2)) + b * besselh(0,1,k * sqrt(x(2)

** 2 + (x(1)-e*15) ** 2)) + c * besselh(0,1,k * sqrt((x(2)-e*12.990381) ** 2 + (x(1)-e*7.5) ** 2))) * exp(-i *

w * t)) - smer(3) * x(3), y = x(2) - smer(2) * x(3) - o,y = x(1) - smer(1) * x(3) - q]','x');%rovnice pro vypocet

mista dopadu

[x,j,info] = fsolve(g,[q,o,0]);%resi predeslou rovnici

if (info == 1) %podminka konvergentnosti reseni

P(1) = x(1); %x souradnice mista dopadu laseru na hladine

P(2) = x(2); %y souradnice mista dopadu laseru na hladine

P(3) = smer(3) * x(3); %z souradnice mista dopadu laseru na hladine

px = inline ('[y = real((k * x(1) / sqrt(x(1) ** 2 + x(2) ** 2) * a * besselh(-1,1,k * sqrt(x(1) ** 2

+ x(2) ** 2)) + k * (x(1) - e * 15) / sqrt(x(2) ** 2 + (x(1)-e*15) ** 2) * b * besselh(-1,1,k * sqrt(x(2) ** 2

+ (x(1) - e * 15) ** 2)) + k * (x(1) - e * 7.5) / sqrt((x(2) - e * 12.990381) ** 2 + (x(1) - e * 7.5) ** 2) *

c * besselh(-1,1,k * sqrt((x(2) - e * 12.990381) ** 2 + (x(1) - e * 7.5) ** 2))) * exp(- i * w * t))]','x');

%parialni derivace podle x

py = inline ('[y = real((k * x(2) / sqrt(x(1) ** 2 + x(2) ** 2) * a * besselh(-1,1,k * sqrt(x(1) ** 2

+ x(2) ** 2)) + k * x(2) / sqrt(x(2) ** 2 + (x(1) - e * 15) ** 2) * b * besselh(-1,1,k * sqrt(x(2) ** 2 + (x(1)
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- e * 15) ** 2)) + k * (x(2) - e * 12.990381) / sqrt((x(2) - e * 12.990381) ** 2 + (x(1) - e * 7.5) ** 2) * c

* besselh(-1,1,k * sqrt((x(2) - e * 12.990381) ** 2 + (x(1) - e * 7.5) ** 2))) * exp( - i * w * t))]','x');

%parcialni derivace podle y

N(1) = - px([P(1),P(2)]); %slozka x normaloveho vektoru

N(2 )= - py([P(1),P(2)]); %slozka y normaloveho vektoru

N(3)=1; %slozka z normaloveho vektoru

odraz = smer - N * 2 * (smer(1) * N(1) + smer(2) * N(2) + smer(3) * N(3)) / (N(1) ** 2 + N(2) ** 2 + N(3)

** 2);%vypocet odrazeneho paprsku

vzdalenostzdi = 204;

m = (vzdalenostzdi - x(2)) / odraz(2);

if (m > 0)

Q(scitac,scitac1) = m * odraz(1) + P(1); %ulozi x souradnici stopy laseru na zdi do matice

Q(scitac,scitac1+1) = m * odraz(3) + P(3); %ulozi z souradnici stopy laseru na zdi do matice

scitac = scitac+1;

endif

endif

endfor

save -ascii "Q.dat" Q;%ulozeni vypoctenych poloch stopy laseru do souboru

scitac1 = scitac1+2;

endfor
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