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Mgr. Tomáš Tyc, Ph.D.
Rok odevzdáńı: 2006
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1 Úvod 5
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2.3.1 Vı́̌rivé proudy v př́ıpadě σ → ∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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3.5 Vzorec pro brzdnou śılu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4 Experimentálńı část 55
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Kapitola 1

Úvod

Vı́̌rivé proudy jsou zaj́ımavým fyzikálńım jevem, který se objevuje ve vodiči, umı́stěném
v proměnném magnetickém poli, jako d̊usledek Faradayova zákona elektromagnetické in-
dukce. Princip je zobrazen na obr. 1.1. Na tomto obrázku se pohybuje vodivá deska v
magnetickém poli, které je homogenńı v oblasti magnetu zobrazeného obdélńıkem. Při
pohybu desky doprava, docháźı v oblasti napravo od magnetu k zmenšeńı magnetického
toku deskou a podle Lenzova zákona musej́ı ve vodivé desce vzniknout proudy, které budou
bránit této změně, tedy budou cirkulovat ve směru hodinových ručiček. V oblasti nalevo od
magnetu se bude magnetický tok deskou naopak zvětšovat a podle Lenzova zákona budou
tedy proudy cirkulovat proti směru hodinových ručiček. Můžeme se snadno přesvědčit, že

Obrázek 1.1: Vznik v́ı̌rivých proud̊u

magnetické pole magnetu bude silově p̊usobit na proudy v desce takovým zp̊usobem, že j́ı
bude zpomalovat, což se v inerciálńı soustavě spojené z deskou bude jevit jako zpomalováńı
magnetu.

Vı́̌rivé proudy maj́ı bohaté využit́ı v praxi a jejich dobrá teoretická znalost umožňuje
výrazně sńıžit např́ıklad ztráty energie v transformátorech, kde se s ćılem, co nejv́ıce omezit
disipaci energie konstruuj́ı jádra z materiál̊u maj́ıćıch ńızkou elektrickou vodivost, ale na
druhou stranu vysokou permeabilitu a jádro je laminováno, což se v d̊usledku projevuje
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6 KAPITOLA 1. ÚVOD

sńıžeńım změny toku magnetického pole jednotlivými vrstvami a tedy omezeńım v́ı̌rivých
proud̊u.

Asynchronńı motory také využ́ıvaj́ı v́ı̌rivých proud̊u. Otáčej́ıćı se magnetické pole in-
dukuje v rotoru v́ı̌rivé proudy, které jsou silově ovliňovány př́ıtomným polem a rotor se
d́ıky těmto silám roztáč́ı. Asynchronńı se nazývá z toho d̊uvodu, že při zat́ıžeńı (ne nutně
př́ımo, ale k disipaci energie docháźı vždy) je frekvence otáčeńı nižš́ı než frekvence točivého
magnetického pole.

Daľśı oblast́ı využit́ı je nedestruktivńı kontrola materiál̊u. Měńıćım se magnetickým po-
lem indukujeme v materiálu v́ı̌rivé proudy, které budou v mı́stě materiálové vady vytvářet
snadno detekovatelné poruchy.

Existuje mnoho daľśıch zař́ızeńı pracuj́ıćıch na podobných principech. Za všechny jme-
nujme např́ıklad detektor kov̊u. Ten se skládá z aktivńı části generuj́ıćı elektromagnetické
pole indukuj́ıćı v kovu v́ı̌rivé proudy a z pasivńı části, která registruje pole od v́ı̌rivých
proud̊u vzniklých v kovu. Vı́̌rivé proudy tedy zachránily také nemálo lidských život̊u nale-
zeńım smrt́ıćıch min. V posledńı době se také rozmáhá prodej indukčńıch sporák̊u, které v
prvé řadě šetř́ı energii, jelikož při ohřevu neńı nutná žádná kontaktńı plocha, jako např́ıklad
u elektrických kamen, kde z d̊uvodu př́ıtomnosti vzduchových mezer docháźı k velkému po-
klesu účinnosti ohřevu. Indukčńı brzda je daľśım zař́ızeńım využ́ıvaj́ıćım v́ı̌rivých proud̊u.
Jej́ı výhoda spoč́ıvá v bezkontaktnosti a tud́ıž minimalizaci opotřebeńı a nav́ıc je mnohem
přesněǰśı než konvenčńı brzdy. Tento typ brzd se použ́ıvá např́ıklad v některých typech
horských drah. V posledńı řadě jmenujme supravodiče, které při přiložeńı magnetického
pole v sobě indukuj́ı proudy, jejichž magnetické pole přesně kompezuje pole přiložené.
Tohoto principu se využ́ıvá k magnetické levitaci celých vlakových souprav.

Tato práce je zaměřena na studium pohybu magnetu nad vodivou deskou, konkrétně
na matematický popis poĺı v́ı̌rivých proud̊u a analýzu sil p̊usob́ıćıch na magnet v d̊usledku
př́ıtomnosti v́ı̌rivých proud̊u v desce. Studium v́ı̌rivých proud̊u začneme kapitolou Mate-

matický popis v́ıřivých proud̊u, která nám umožńı vhled do problematiky d́ıky podkapitole
Seznamovaćı model, kde si ukážeme některé obecné rysy pohybu magnetu nad deskou.
Hlavńı část kapitoly bude ovšem věnována dipólovému modelu, který je přesným řešeńım
problému pohybu idealizovaného magnetu nad deskou pro malé rychlosti, př́ıpadně vodi-
vosti. Ukážeme si, jakým zp̊usobem se dá tohoto řešeńı využ́ıt k popisu v́ı̌rivých proud̊u
vzniklých v d̊usledku pohybu magnet̊u zcela obecných tvar̊u. Na úplný závěr kapitoly si
ukážeme, že dipólový model selhává v př́ıpadě, kdy je rychlost magnetu, popř́ıpadě vodivost
desky velká. V těchto limitńıch př́ıpadech již totiž neńı možné zanedbávat tzv. sekundárńı
v́ı̌rivé proudy a proudy vyšš́ıch řád̊u, které v desce vznikaj́ı d́ıky změnám nikoli magne-
tického pole od magnetu, nýbrž d́ıky změnám magnetického pole od primárńıch v́ı̌rivých
proud̊u (pro proudy vyšš́ıch řád̊u pak d́ıky změnám magnetického pole od sekundárńıch
proud̊u atd.). V daľśı kapitole nazvané Řešeńı pomoćı Maxwellových rovnic se seznámı́me
s jiným postupem při řešeńı problému, který tento problém úspěšně odstraňuje. Postup je
založen na difúzńı rovnici pro magnetické pole a na tzv. krokováńı magnet̊u nad deskou.
V závěrečné kapitole nazvané Experimentálńı část poté provedeme srovnáńı experimentu
s teoretickými výpočty.



Kapitola 2

Matematický popis v́ı̌rivých proud̊u

Při studiu v́ı̌rivých proud̊u bychom mohli rovnou vyj́ıt z Maxwellových rovnic, ovšem
tento postup je velice nepr̊uhledný a nedává př́ılǐs velkou možnost vhledu do fyzikálńıch
princip̊u. Pro lepš́ı pochopeńı toho, co se ve skutečnosti děje, jsem se proto rozhodl vydat
se cestou od jednoduchého modelu se spoustou větš́ıch či menš́ıch aproximaćı, k modelu,
který již zohledňuje všechny jevy v problému se vyskytuj́ıćı. V této kapitole se pokuśıme
vytvořit obecně použitelné metody pro popis v́ı̌rivých proud̊u v př́ıpadě pohybu magnetu
po vodivé desce a na základě těchto znalost́ı určit silové p̊usobeńı vzniklých proud̊u na
pohybuj́ıćı se magnet. Ćılem je fyzikálńı model, jehož výsledky budou korespondovat s
experimentem a bude použitelný na jakýkoliv tvar magnetu a libovolnou vodivou desku.

2.1. Seznamovaćı model

V následuj́ıćıch úvahách budeme vycházet ze situace zobrazené na obr. 2.1. V prostoru je
umı́stěn magnet tvaru válce, pod ńımž se pohybuje nekonečně velká vodivá deska rychlost́ı
~vy. Tato situace je ekvivalentńı klidné desce a pohybuj́ıćımu se magnetu se stejnou veli-
kost́ı rychlosti, ale opačného směru. Magnetické pole magnetu aproximujeme následovně.
Magnetická indukce magnetu má velikost ~B = −Bẑ v oblasti magnetu, kterou označ́ıme
Ω1, a vně této oblasti, kterou označ́ıme Ω2, je magnetická indukce nulová. Dále se pro
větš́ı názornost držme představy pohybuj́ıćı se desky a statického magnetu. Matematicky
se daj́ı proudy v desce popsat Ohmovým zákonem ~j = σ ~E ′, kde E ′ je elektrická intenzita v
soustavě spojené s pohybuj́ıćı se deskou. Jak vypadá E′? Jej́ı tvar nejsnadněji nahlédneme,
pokud vyjdeme ze soustavy spojené s magnetem, ve které je př́ıtomno magnetické pole
a dále elektrické pole, jehož existenci vysvětĺıme později. Transformaćı poĺı přejdeme k
soustavě spojené s deskou, která se v̊uči soustavě magnetu pohybuje rychlost́ı v. Z elektro-
dynamiky je známo, že složky elektrického a magnetické pole jsou spolu úzce spjaty a obě
jsou složkami jediné struktury - antisymetrického tenzoru elektromagnetického pole, který
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má následuj́ıćı tvar:

F ik =







0 −Ex

c
−Ey

c
−Ez

c
Ex

c
0 −Bz By

Ey

c
Bz 0 −Bx

Ez

c
−By Bx 0







(2.1)

Lorentzova grupa, do ńıž patř́ı tenzor elektromagnetického pole, má několik transformaćı

Obrázek 2.1: Deska pohybuj́ıćı se pod magnetem

invariance. Zmiňme např́ıklad klasické otočeńı kolem nějaké osy. Pro nás však bude d̊uležitá
jiná transformace invariance, která se dá také chápat jako otočeńı, ovšem už ne v klasickém
slova smyslu, ale otočeńım v Minkowského prostoročase. Máme na mysli speciálńı Lorent-
zovu transformaci. Matice speciálńı Lorentzovy transformace vypadá následovně:

Λi
k =







γ −v
c
γ 0 0

−v
c
γ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1







(2.2)

kde γ = 1/
√

1 − v2

c2
. Pro transformaci tenzoru elektromagnetického pole potom plat́ı:

F ′ik = Λi
mΛk

nF
mn (2.3)

Jednoduchým, i když poněkud zdlouhavým výpočtem se můžeme přesvědčit o platnosti
následuj́ıćıch relaćı:

E ′

x = Ex, E ′

y = γ(Ey − vBz) E ′

z = γ(Ez + vBy) (2.4)
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B′

x = Bx, B′

y = γ(B′

y +
v

c2
Ez), B′

z = γ(B′

z −
v

c2
Ey) (2.5)

Za předpokladu v ≪ c se předcházej́ıćı rovnice daj́ı přepsat do tvaru :

~E ′ = ~E + ~v × ~B, ~B′ = ~B (2.6)

Ohmův zákon pro desku nyńı můžeme vyjádřit pomoćı poĺı v soustavě spojené s magnetem.
Dostáváme:

~j = σ( ~E + ~v × ~B) (2.7)

Za proudy v desce jsou tedy zodpovědná dvě pole. Jedńım je magnetické pole magnetu,
které p̊usob́ı na pohybuj́ıćı se elektrony, které maj́ı stejnou rychlost jako deska (samozřejmě
zanedbáváme tepelný pohyb elektron̊u). Dále pak elektrické pole, jehož existence v soustavě
spojené s magnetem je podrobně diskutována v kapitole (2.2.1). V našem seznamovaćım
modelu toto pole z našich úvah vylouč́ıme (což je velice hrubá aproximace, protože toto
pole je pro popis proud̊u naprosto kĺıčové). Ohmův zákon pro pole proud̊u v desce můžeme
tedy v obecném tvaru napsat následovně:

~j = σ
(

~Eq + ~EB

)

(2.8)

~EB znač́ı vtǐstěnou elektromotorickou intenzitu p̊uvodem od magnetického pole. Jestliže
prozat́ım zanedbáme pole Eq, dostaneme:

~j = σ
(

~v × ~B
)

(2.9)

Nyńı tedy máme výraz pro proud ve vodivé desce a tento proud bude silově ovlivňován
magnetickým polem magnetu. Je výhodné použ́ıt vztah pro objemovou hustotu śıly, který
se dá odvodit z obecného výrazu pro Lorentzovu śılu. Pokud bereme elektrické pole ~Eq

nulové, dostáváme pro objemovou hustotu śıly následuj́ıćı výraz:

~f = ~j × ~B (2.10)

Nyńı provedeme integraci přes celý objem desky, který je ovlivňován magnetickým polem,
a dostaneme celkovou śılu p̊usob́ıćı na desku:

~Fc =

∫

V

~f = σvyB
2πR2d ŷ, (2.11)

kde ŷ je jednotkový vektor ve směru osy y. Při výpočtu jsme využili ortogonality všech
vektor̊u vystupuj́ıćıch ve vztaźıch (2.9) a (2.10). Dále d označuje tloušt’ku vodivé desky a
R je poloměr magnetu. Je vidět, že výsledná śıla p̊usob́ı proti směru pohybu desky. Deska
tedy bude zpomalovat a v ekvivalentńım pohledu pohybuj́ıćıho se magnetu bude bržděn
magnet.

Tento jednoduchý model nám poskytuje kvantitativńı představu o závislosti pohybu na
několika veličinách, např́ıklad na tloušt’ce desky, na rychlosti a na druhé mocnině velikosti
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magnetické indukce. Uvažujme nejdř́ıve, proč by měla śıla brzd́ıćı magnet záviset na druhé
mocnině magnetické indukce a ne např́ıklad na prvńı nebo na třet́ı. Pokud magnet poušt́ıme
po vodivé desce, je vždy bržděn nehledě na to, jakým pólem ho k desce přilož́ıme. Ostatně
toto plyne př́ımo z termodynamických úvah. Magnet nemůže být urychlován, jelikož v
desce v d̊usledku př́ıtomnosti indukovaných proud̊u docháźı k disipaci energie. Mechanická
energie magnetu se transformuje na tepelnou a magnet je zpomalován. Tud́ıž při změně
orientace magnetického pole by nemělo docházet ke změně směru śıly. A to nám právě
zaručuje druhá mocnina ve výrazu pro brzdnou śılu. Na tloušt’ce desky muśı śıla záviset
ze zřejmého d̊uvodu. Č́ım v́ıce objemu pohybuj́ıćı se desky je v oblasti magnetického pole,
t́ım v́ıce je v oblasti nositel̊u proudu, které jsou silově ovlivňovány magnetickým polem,
což při větš́ım počtu nositel̊u vede k výrazněǰśımu zpomalováńı. Závislost na prvńı moc-
nině rychlosti se dá pochopit následuj́ıćı úvahou. Poušt́ıme-li magnet po desce, vždy je
bržděn, takže při změně směru rychlosti docháźı ke změně směru śıly a toto nám zajǐst’uje
prvńı mocnina rychlosti ve výrazu. Náš seznamovaćı model tedy alespoň v hrubých rysech
odpov́ıdá skutečnosti. S jeho nedostatky se seznámı́me v následuj́ıćı sekci.

2.2. Dipólový model

2.2.1. Nedostatky předchoźıho modelu

Nedostatky předchoźıho modelu jsou v́ıce než zřejmé. V prvńı řadě jsme v modelu za-
nedbali pole ~Eq, které je pro popis pohybu naprosto kĺıčové. Toto pole vzniká v d̊usledku
pohybu desky. Elektrony, které můžeme považovat za nehybné v soustavě spojené s deskou
(tepelná rychlost elektron̊u neńı d̊uležitá), se pohybuj́ı rychlost́ı v v̊uči magnetu (jelikož
deska se v̊uči magnetu pohybuje rychlost́ı v), a jeho magnetické pole na elektrony p̊usob́ı

silou úměrnou ~v × ~B. Jakmile elektrony dospěj́ı k hranićım oblasti Ω1, nemaj́ı d̊uvod po-
kračovat dále, jelikož vně oblasti neńı žádná śıla, která by na ně p̊usobila (to že maj́ı
na hranici určitou rychlost, źıskanou v oblasti Ω1, sice vede k tomu, že se pohybuj́ı dále,
ovšem brzy se tento pohyb vytrat́ı př́ıčinou srážek s kmity krystalové mř́ıžky, takže opravdu
můžeme s velkou přesnost́ı ř́ıci, že za hranici oblasti Ω1 se elektrony nepohybuj́ı). To, že
se elektrony nepohybuj́ı za hranici Ω1 můžeme také pochopit z Ohmova zákona. Tento
vzorec nemá žádný pamět’ový charakter, takže proudy v oblasti bez intenzity nemohou
být. Důsledkem těchto úvah je hromaděńı náboje na hranici oblasti Ω1 a toto nahromaděńı
náboje je dále zdrojem elektrického pole, které nyńı muśıme zahrnout do diferenciálńıho
tvaru Ohmova zákona (2.7).

Předt́ım, než se pust́ıme do samotného řešeńı proud̊u vznikaj́ıćıch ve vodiči v této
nové situaci, zmiňme několik daľśıch nedostatk̊u našeho seznamovaćıho modelu. Např́ıklad
pole magnetu určitě nemá skokovitý charakter, který jsme použili v předchoźım odstavci.
Řešeńım tohoto problému se budeme zabývat v kapitole Delta magnetky, kde využijeme
poznatk̊u źıskaných v této stati. Dále je třeba mı́t na paměti, že samotné proudy ve vodiči
jsou zdrojem sekundárńıho magnetického pole, které zpětně bude vytvářet daľśı proudy,
které opět budou zdrojem magnetického pole a tak stále dokola. Geometrie desky bude hrát
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také velmi významnou roli a to zejména jej́ı tloušt’ka a při opuštěńı našeho předpokladu
nekonečné velikosti desky také muśıme vźıt v úvahu jej́ı konečnou velikost.

2.2.2. Zahrnut́ı pole ~E

Nyńı tedy zahrňme do našich výpočt̊u Coulombovské pole od náboj̊u nahromaděných
na hranici Ω1. Ohmův zákon tedy vypadá následovně:

~j = σ
(

~Eq + ~v × ~B
)

(2.12)

Velice nepř́ıjemnou skutečnost́ı je fakt, že neznáme tvar pole ~Eq, takže vlastně nev́ıme nic
ani o proudech. Můžeme však využ́ıt následuj́ıćı úvahy. Náboje se na hranici Ω1 dosta-
nou velice rychle. Jakmile na hranici jednou jsou, prakticky tam setrvávaj́ı. Můžeme si to
představit tak, že proud sice k hranici a také od ńı teče, ale jakoby jen mı́j́ı oblasti s akumu-
lovaným nábojem. Přesněji řečeno, některé elektrony z přitékaj́ıćıho proudu z̊ustanou na
hranici a na druhé straně některé elektrony p̊uvodně akumulované na hranici oblast opust́ı
jako proud tekoućı do Ω2. Akumulované náboje vytvářej́ı Coulombovské pole, které nyńı
chceme zahrnout do výpočt̊u. Pole vytvářené od těchto náboj̊u můžeme napsat jako gradi-
ent nějaké skalárńı funkce. Daľśım krokem bude použit́ı vektorové identity rot gradφ = ~0.
Pokud tedy použijeme operaci rotace na obě strany rovnice (2.12) a zároveň využijeme

vztahu ~Eq = −gradφ a vektorové indetity uvedené výše, dostaneme následuj́ıćı výraz:

rot~j = σ · rot
(

~v × ~B
)

(2.13)

Pro úpravu pravé strany dále použijeme následuj́ıćı vektorovou identitu:

rot~j = σ
[(

~B · ~∇
)

~v −
(

~v · ~∇
)

~B + ~v
(

~∇ · ~B
)

− ~B
(

~∇ · ~v
)]

(2.14)

Třet́ı člen je nulový, protože plat́ı div ~B = 0. Čtvrtý člen je také nulový, jelikož rychlost
neńı závislá na souřadnićıch a prvńı člen je také nulový a to ze stejných d̊uvod̊u. Nakonec
tedy dosṕıváme k výrazu:

rot~j = −σ
(

~v · ~∇
)

~B (2.15)

Pro náš konkrétńı př́ıklad znázorněný na obr. 2.1, můžeme rovnici (2.15) v polárńıch

souřadnićıch přepsat do tvaru (za použit́ı ~∇ =
(

∂
∂r

, 1
r

∂
∂φ

, ∂
∂z

)

):

rot~j = −σ(−vyŷ · r̂ ∂

∂r
)(−Bẑ) (2.16)

Derivace podle φ a z jsou nulové, protože nikde v prostoru nedocháźı ke změně magnetické
indukce podle těchto souřadnic. Jediný skok se nacháźı na hranici Ω1 ve vzdálenosti R od
středu magnetu. V tomto mı́stě muśı být derivace magnetické indukce podle r nekonečná
(na tomto mı́stě se dá lehce udělat chyba, vytknut́ım − z derivace podle r a se zafixovanou
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představou nekonečné hodnoty delta funkce člověk snadno přehlédne, že tato derivace je
ve skutečnosti nekonečně záporná). Jinde je tato derivace nulová. Tuto závislost můžeme
popsat Diracovou delta distribućı. Radiálńı jednotkový vektor má následuj́ıćı vztah ke
kartézským souřadnićım r̂ = cos φ x̂ + sin φ ŷ. Nyńı tedy dostáváme následuj́ıćı rovnici:

rot~j = σ vy sin φ δ(r − R) B ẑ (2.17)

Toto je velice zaj́ımavý vztah. Ř́ıká nám totiž, že rotace proudu je všude nulová s vyj́ımkou
hranice Ω1. Vztah ještě raději přepǐsme do tvaru, kterého by nabýval, pokud by se magnet
pohyboval v záporném směru osy x (bude to výhodněǰśı pro vhled do obrázk̊u, které budou
následovat).

rot~j = −σ vx cos φ δ(r − R) B ẑ (2.18)

Ve výrazu vystupuje cos φ, což znamená, že nespojitost je největš́ı na hranici Ω1 ve směru
pohybu magnetu. Proč tomu tak je? Právě ve směru pohybu docháźı k největš́ım změnám
magnetického toku. Můžeme si představit, že se v oblasti hranice tvoř́ı malé proudové
smyčky. Zat́ımco v oblasti Ω1 tečou proudy ve směru osy y, vně této oblasti tečou opačným
směrem a to je d̊uvod nenulovosti rotace. Ve směru kolmém k pohybu tato nespojitost
úplně vymiźı. Vysvětleńı je analogické předchoźımu.

Nab́ıźı se využ́ıt nulovosti rotace v celé oblasti vyjma hranice Ω1. V každé oblasti Ω1,
Ω2 můžeme proud napsat jako gradient nějaké skalárńı funkce.

{
~j = gradψ1 v Ω1

~j = gradψ2 v Ω2

(2.19)

Dále určitě plat́ı rovnice kontinuity div~j + ∂ρ

∂t
= 0. Jelikož se v žádném mı́stě, kromě hra-

nice oblasti, neměńı s časem nábojová hustota, můžeme rovnici kontinuity přepsat do tvaru
div~j = 0. Ve své podstatě plat́ı tato rovnice i pro hranici oblasti. Akumulovaný náboj je
totiž velice malý (viz rovnice 2.35 odvozená dále) a proto i časová změna bude zanedba-
telná. Spoj́ıme-li tento výsledek z výrazy (2.19) dostáváme něco velice překvapuj́ıćıho -
Laplaceovy rovnice pro jednotlivé oblasti Ω1, Ω2:

{
∆ ψ1 = 0 v Ω1

∆ ψ2 = 0 v Ω2
(2.20)

Toto je standartńı Dirichlet̊uv problém pro kruh. Pro jednoznačné řešeńı úlohy je nutné
ještě naj́ıt okrajové podmı́nky na hranici. Z rovnice kontinuity plyne, že složky proudu
kolmé k hranici jsou spojité a tečné složky maj́ı na hranici nespojitost, která je deter-
minována výrazem (2.18). Zároveň v́ıme, že proudy jsou gradientem skalárńıch funkćı.
Podmı́nky na hranici tedy můžeme zapsat následuj́ıćım zp̊usobem:

{
∂
∂φ

ψ2 − ∂
∂φ

ψ1 = −σ vx B R cos φ
∂
∂r

ψ2 − ∂
∂r

ψ1 = 0
(2.21)

Řešeńı hledejme ve tvaru lineárńı kombinace jednoduchých harmonických funkćı. Z okra-
jových podmı́nek se dá odhadnout tvar skalárńıch funkćı. Ve vněǰśı oblasti muśıme volit
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harmonické funkce ve tvaru 1
r
, jelikož jinak by řešeńı divergovalo. Napǐsme předpokládané

řešeńı následovně:

ψ1(r, φ) = K1 + Ar cos φ + Br sin φ (2.22)

ψ2(r, φ) = K2 +
C

r
cos φ +

D

r
sin φ (2.23)

Toto po dosazeńı do okrajových podmı́nek a vyjádřeńı konstant A,B,C,D dává následuj́ıćı
výrazy pro skalárńı funkce v jednotlivých oblastech:

ψ1(r, φ) = K1 +
1

2
σvxrB sin φ (2.24)

ψ2(r, φ) = K2 −
1

2
σ

R2

r
vxB sin φ (2.25)

K vyjádřeńı proud̊u už zbývá jediný krok. Udělat gradient těchto skalárńıch funkćı. Pro
vnitřńı oblast dostáváme v polárńıch souřadnićıch výraz:

~j1 =
1

2
σvxB (sin φ, cos φ) (2.26)

V tomto tvaru se z něj však nedá nic zaj́ımavého vypozorovat. Avšak pro jednotkové vek-
tory plat́ı r̂ = cos φ x̂+sin φ ŷ, φ̂ = − sin φ x̂+cos φ ŷ. Náš vektor je tvaru sinφ r̂+cos φ φ̂. Po
dosazeńı vyjádřeńı polárńıch jednotkových vektor̊u obdrž́ıme jednoduše jednotkový vektor
ŷ. Výraz pro proud v oblasti Ω1 se t́ım stává mnohem pr̊uhledněǰśı:

~j1 =

(

0,
1

2
σvxB

)

(2.27)

A pro vněǰśı oblast obdobně aplikaćı gradientu v polárńıch souřadnićıch:

~j2 =

(
1

2
σvxB

R2

r2
sin φ,−1

2
σvxB

R2

r2
cos φ

)

(2.28)

Pr̊uběh těchto vektorových poĺı je znázorněn na obrázćıch 2.2 a 2.3. Pro zd̊urazněńı pr̊uběhu
tvaru pole jsem zafixoval velikost vektor̊u vynášených v oblasti Ω2, jelikož pole klesá s
kvadrátem vzdálenosti a graf by tud́ıž nebyl moc přehledný.

2.2.3. Vyhodnoceńı nového modelu

Řešeńı, které jsme obdrželi má velice zaj́ımavý pr̊uběh. V oblasti Ω1 je pole proud̊u
konstantńı a směřuje ve směru osy y. V oblasti Ω2 má pole proud̊u dipólový charakter, což
bude dokázáno v některé z následuj́ıćıćıch kapitol.

Vypočtěme nyńı brzdnou śılu v tomto novém modelu. Můžeme opět použ́ıt vztahu
pro objemovou hustotu śıly (2.10), kam nyńı dosad́ıme námi vypočtené pole proud̊u v
oblasti Ω1. Toto pole proud̊u má přesně polovičńı velikost, než pole proud̊u v seznamovaćım
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Obrázek 2.2: Vektorové pole proud̊u v oblasti Ω2
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Obrázek 2.3: Vektorové pole proud̊u v oblasti Ω1



2.2. DIPÓLOVÝ MODEL 15

modelu, kde byla jeho velikost dána vztahem (2.9). Dosad́ıme-li novou objemovou hustotu
śıly do vztahu (2.11), ihned dostáváme:

~Fc =
1

2
σvyB

2πR2dŷ (2.29)

Tedy i brzdná śıla má polovičńı velikost. Je tedy vidět, že pole ~Eq hraje skutečně významnou

roli v celém problému. Pole ~Eq, vzniklé nahromaděńım náboje na hranici, p̊usob́ı na elek-
trony silou opačného směru než pole magnetické a zp̊usobuje pokles proudu v oblasti Ω1

na polovinu a v d̊usledku toho také sńıžeńı brzdné śıly na polovinu. Jelikož je toto pole
tak významné pod́ıvejme se trochu podrobněji na zp̊usob rozmı́stěńı náboje na hranici.
Vyjdeme z Gaussova zákona:

div ~Eq =
ρ

ǫ0

(2.30)

kde ρ znač́ı plošnou hustotu náboje. Na prvńı pohled by se mohlo zdát, že stále neznáme
pole ~Eq, ovšem t́ım, že jsme spoč́ıtali pole proud̊u v oblastech Ω1 a Ω2, jsme také určili
elektrické pole v obou z těchto oblast́ı. Ze vztahu (2.12) můžeme vyjádřit tvary elektrických
poĺı v jednotlivých oblastech:

~EΩ2
=

~j2

σ
−

0
︷ ︸︸ ︷

~v × ~BΩ2
(2.31)

~EΩ1
=

~j1

σ
− ~v × ~BΩ1

(2.32)

Vztah (2.30) nám dává do spojitosti normálové složky pole na hranici. Pokud by na hranici
žádný náboj nebyl, potom by normálové složky měly být spojité. My však na hranićıch
určitý náboj máme a tento náboj by měl být roven nespojitosti normálových složek elek-
trického pole:

ρ = ǫ0

(

~EΩ2
− ~EΩ1

)

· r̂ (2.33)

Je vidět, že př́ıspěvky k normálovým složkám elektrického pole od proud̊u se vyruš́ı a zbude
nám pouze člen ~v × ~BΩ1

. Po rozepsáńı vhodném pro úpravy dostáváme s upomenut́ım se
na výraz r̂ = cos φ x̂ + sin φ ŷ:

ρ = ǫ0 (vxx̂) × (−Bẑ) · [cos φ x̂ + sin φ ŷ] (2.34)

Jelikož x̂ × ẑ = −ŷ, dostáváme konečně výraz pro nábojovou hustotu na hranici:

ρ = ǫ0vxB sin φ (2.35)

Na obr. 2.4 konečně vid́ıme př́ıčinu zmenšeńı proudu ve směru osy y. Na horńı hranici
kruhu se totiž hromad́ı kladný náboj, na spodńı potom náboj záporný, a toto rozložeńı
náboje je zodpovědné za elektrické pole snižuj́ıćı proud v oblasti Ω1 a naopak v oblasti Ω2

zapř́ıčiňuje tok proudu mimo oblast magnetu.
Nyńı tedy máme přesné řešeńı primárńıch v́ı̌rivých proud̊u kolem oblasti s konstantńım

magnetickým polem. Problém je, že pole magnet̊u takto určitě nevypadá. Dobrou zprávou
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Obrázek 2.4: Rozmı́stěńı náboj̊u na hranici vyšetřované oblasti

je, že právě źıskané řešeńı nám dává neuvěřitelně účinný nástroj, pomoćı něhož jsme
schopni vypoč́ıtat pole primárńıch proud̊u okolo oblast́ı libovolného tvaru a s libovolně
se měńıćı magnetickou indukćı.

2.2.4. Delta magnetky

Řešeńı, které jsme źısakali v kapitole (2.2.2) pro kruhovou oblast, můžeme výhodně
použ́ıt k nalezeńı v́ı̌rivých proud̊u kolem obecněǰśıch tvar̊u magnet̊u s realističtěǰśım mo-
delem magnetického pole kolem nich. Princip spoč́ıvá ve zmenšeńı naš́ı kruhové oblasti
na infinitezimalńı plochu, kterou dále budeme nazývat delta magnetkem. Tyto delta mag-
netky můžeme následně použ́ıt k vyplněńı oblasti např́ıklad tvaru čtverce a źıskat tak pole
proud̊u okolo magnetu zcela odlǐsného tvaru. Pokud nav́ıc naš́ı oblast budeme zaplňovat
delta magnetky, které budou mı́t r̊uznou magnetickou indukci, můžeme dospět k sofisti-
kovaněǰśımu modelu magnetického pole. Vyjádřeme nyńı toto skládáńı řeč́ı matematiky.
Vyjděme z obecného rozložeńı magnetické indukce, které je znázorněno na obr. 2.5. Jakým
zp̊usobem bychom mohli vyjádřit takovýto pr̊uběh magnetické indukce pomoćı delta mag-
netk̊u? Vzpomeňme si na pojem konvoluce funkćı, který se formálně definuje takto:

[f ∗ g](t) ≡
∫

∞

−∞

f(τ)g(t − τ)dτ (2.36)
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Obrázek 2.5: B(x, y) = e−(x2+y2)

a vyjadřuje zjednodušeně řečeno rozmazáńı jedné funkce druhou. Vezmeme–li jako speciálńı
př́ıpad funkci g jako Diracovu delta distribuci, potom plat́ı následuj́ıćı známý vztah:

f(t) =

∫
∞

−∞

f(τ)δ(t − τ)dτ (2.37)

Zobecněńım vztahu do v́ıce dimenźı a jeho aplikaćı na náš konkrétńı př́ıklad dostáváme:

B(x, y) =

∫

R2

δ(x − ξ, y − η)B(ξ, η)dξdη (2.38)

Nyńı se nám tedy podařilo z delta magnetk̊u vystavět poměrně obecný pr̊uběh magnetické
indukce v dané oblasti. Naš́ım ćılem je však zjistit pole proud̊u. Každý delta magnetek
kolem sebe vytvář́ı vlastńı pole proud̊u. Zaj́ımáme-li se o proudy sestavené z mnoha ta-
kových delta magnetk̊u, muśıme nějakým zp̊usobem seč́ıst př́ıspěvky od všech a zároveň
muśıme vźıt v potaz, že některé delta magnetky okolo sebe vytvářej́ı silněǰśı pole proud̊u
(např. delta magnetky zodpovědné za maximum na obr. 2.5). Jako velice výhodné se uka-
zuje zavést delta magnetky s jednotkovým magnetickým tokem πR2Bδ = 1. Tyto delta
magnetky ted’ můžeme vynásobit stejnou váhovou funkćı jako v rovnici (2.38) a zohlednit
tak jejich r̊uznou ”śılu”. Pro proudy v obecném bodě potom můžeme psát:

~j(x, y) =

∫

R2

~jδ(ξ,η)(x, y)B(ξ, η)dξdη (2.39)

kde ~jδ(ξ,η)(x, y) znač́ı delta magnetek umı́stěný v bodě ξ, η, jenž je zdrojem proudu v bodě
x, y.



18 KAPITOLA 2. MATEMATICKÝ POPIS VÍŘIVÝCH PROUDŮ

V souvislosti s t́ımto postupem vyvstává několik otázek. Předevš́ım naše delta magnetky
maj́ı r̊uzný tvar proudových poĺı vně a uvnitř kruhové oblasti. Pokud poč́ıtáme pole proud̊u
v bodě, ve kterém se nevyskytuje žádný delta magnetek, potom bude proud v tomto mı́stě
dán nejsṕı̌se pouze př́ıspěvkem od vněǰśıch pr̊uběh̊u proudových poĺı všech delta magnetk̊u.
Jakmile ovšem budeme poč́ıtat pole v bodě, ve kterém je umı́stěn delta magnetek, muśıme
se nutně ptát, zdali je nezbytné zahrnout do konečného proudového pole také př́ıspěvek od
vnitřńıho pole tohoto delta magnetku. Abychom mohli odpovědět na otázku zda-li zahrnout

Obrázek 2.6: Pole proud̊u v mezeře mezi čtverci

i vnitřńı proudové pole, pod́ıvejme se na obr. 2.6. Jestliže z delta magnetk̊u vytvoř́ıme dvě
čtvercové oblasti a ty následně budeme přibližovat těsně k sobě, zjist́ıme, že nehledě na
bĺızkost přibĺıžeńı, v mezeře, odděluj́ıćı dvě čtvercové oblasti, je směr proud̊u opačný než
bychom očekávali. Je zřejmé, že pole proud̊u obdélńıku složeného ze dvou čtverc̊u bude
ve vnitřńı oblasti určitě směrovat v kladném směru osy y. Touto jednoduchou úvahou
tedy dosṕıváme k závěru, že vnitřńı proudová pole delta magnetk̊u je nutno do výpočt̊u
zahrnout.

2.2.5. Čtvercový magnet - metoda skalárńıch potenciál̊u

Ukažme si nyńı na konkrétńım př́ıkladu výpočet pole okolo čtvercové oblasti s kon-
stantńı magnetickou indukćı. Na tomto př́ıkladu nav́ıc pochoṕıme, do jakých nesnáźı se
dostaneme při výpočtech. Proudy okolo čtvercového magnetu bude výhodně poč́ıtat ze
vztahu (2.25). Konstantu můžeme volit libovolně a přejdeme-li ke kartézským souřadnićım,
dostáváme:

ψ2(x, y) = − y − yi

(x − xi)2 + (y − yi)2
(2.40)

přičemž jsme zvolili 1
2
σR2vxB ≡ 1 pro usnadněńı zápisu. Umı́stěme v počátku čtvercovou

oblast o straně dvou jednotek, v ńıž požadujeme konstantńı magnetickou indukci. Tuto
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oblast nyńı poskládejme z delta magnetk̊u. Potenciál v nějakém bodě vně magnetu (v
oblasti magnetu nemůžeme problém analyticky spoč́ıtat, jelikož integrujeme přes body, v
nichž se kromě př́ıspěvk̊u k celkovému potenciálu od ostatńıch delta magnetk̊u objevuje
také př́ıspěvek samotného delta magnetku. Neexistuje žádná metoda, jak tuto ambivalenci
zahrnout do analytického výpočtu) poté můžeme spoč́ıtat následuj́ıćım integrálem:

ψc(x, y) = −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

y − yi

(x − xi)2 + (y − yi)2
dxidyi (2.41)

Výpočet tohoto integrálu vede k výsledku:

ψc = −1

2
(x + 1) ln

(
y2 + 2 + 2 y + 2 x + x2

)
+

1

2
(x − 1) ln

(
y2 + 2 + 2 y − 2 x + x2

)
+

+
1

2
(x + 1) ln

(
y2 + 2 − 2 y + 2 x + x2

)
+

1

2
(1 − x) ln

(
y2 + 2 − 2 y − 2 x + x2

)
−

− arctan

(
x + 1

y − 1

)

− y arctan

(
y + 1

x − 1

)

+ y arctan

(
y + 1

x + 1

)

+ arctan

(
x − 1

y + 1

)

−

−y arctan

(
y − 1

x + 1

)

+ arctan

(
x − 1

y − 1

)

− arctan

(
x + 1

y + 1

)

+ y arctan

(
y − 1

x − 1

)

Aplikaćı gradientu konečně dostáváme složky proudu ve tvaru:

jx(x, y) = 1/2 ln
(
x2 − 2 x + 2 + y2 + 2 y

)
− 1/2 ln

(
x2 + 2 x + 2 + y2 + 2 y

)
−

−1/2 ln
(
x2 − 2 x + 2 + y2 − 2 y

)
+ 1/2 ln

(
x2 + 2 x + 2 + y2 − 2 y

)

jy(x, y) = arctan

(
y + 1

x − 1

)

− arctan

(
y − 1

x − 1

)

+ arctan

(
y − 1

x + 1

)

− arctan

(
y + 1

x + 1

)

Toto vektorové pole je vyobrazeno na obr. 2.7. Vyvstává otázka, zda-li je řešeńı źıskané za
předpokladu, že pole zjǐst’ujeme ve vněǰśı oblasti čtverce, platné také v oblasti uvnitř. Na
tomto mı́stě můžeme použ́ıt pojem z funkćı komplexńı proměnné - analytické prodloužeńı.
Tento nádherný závěr funkćı komplexńı proměnné nám ř́ıká, že známe-li vyjádřeńı určité
funkce v definované oblasti, můžeme, za jistých okolnost́ı, určit hodnoty funkce i mimo tuto
oblast. Okolnosti, které nám zajǐst’uj́ı existenci analytického prodloužeńı funkce můžeme
nalézt např́ıklad v ([8], str. 322). Hlavńı myšlenka spoč́ıvá v následuj́ıćım. Chceme–li ana-
lyticky prodloužit funkci definovanou v okoĺı bodu z0 do vzdáleného bodu zn, potom muśı
existovat konečná sekvence okoĺı bod̊u, lež́ıćıch na křivce γ, po které chceme funkci ana-
lyticky prodloužit. Označme γ(ai) body na křivce. Jestliže má být sekvence okoĺı bod̊u
křivkou γ spojena, potom muśı obraz γ([ai, ai+1]) ležet celý v okoĺı bodu γ(ai). Jestliže je
funkce analytická v okoĺı γ(a0) = z0 a existuje sekvence okoĺı bod̊u, splňuj́ıćı výše zmı́něné
podmı́nky, můžeme ji analyticky prodloužit do bodu zn. Zároveň je toto prodloužeńı jed-
noznačné, tzn. že neexistuje v́ıce analytických prodloužeńı. Na horńı a dolńı hranici čtverce
neńı žádná nespojitost a tud́ıž tudy určitě můžeme analyticky prodloužit řešeńı pro vněǰśı
oblast do oblastni vnitřńı. (Naše zd̊uvodněńı neńı samozřejmě dostačuj́ıćı. Neprovedli jsme
žádný matematicky korektńı d̊ukaz, pouze jsme na analogii s funkćı komplexńı proměnné
ukázali možnost, jak k problému přistoupit, ovšem závěry kapitoly (2.2.7) nás utvrzuj́ı v
matematické korektnosti použitých postup̊u.)
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Obrázek 2.7: Pr̊uběh vektorového pole v́ı̌rivých proud̊u pro čtvercový magnet

2.2.6. Důkaz dipólového charakteru pole proud̊u

Z výraz̊u (2.27) a (2.28) neńı úplně zřejmé, že má pole dipólový pr̊uběh. Dipól v ro-
vině totiž neńı to samé jako dipól v trojrozměrném prostoru. Při našem d̊ukazu vyjděme ze
dvojice vodič̊u s proudy opačného směru. Vektorový potenciál jednotlivých vodič̊u můžeme
poměrně snadno vypoč́ıtat pomoćı užit́ı analogie s elektrostatikou. Užit́ım vektorového po-
tenciálu přecháźı řešeńı magnetostatických úloh na otázku nalezeńı řešeńı tř́ı Poissonových
rovnic pro jednotlivé složky tohoto vektoru. A protože stejné rovnice maj́ı stejná řešeńı,
můžeme od známého vztahu pro výpočet skalárńıho potenciálu jednoduše přej́ıt ke vztahu
pro složky vektorového potenciálu:

φ(~R0) =
1

4πǫ0

∫

V

ρ(~r)

|~R0 − ~r|
dV ⇒ Az(~R0) =

1

4πǫ0c2

∫

V

jz(~r)

|~R0 − ~r|
dV (2.42)

Nyńı můžeme jednoduše použ́ıt Gauss̊uv zákon elektrostatiky k výpočtu potenciálu od
nekonečného vodiče s délkovou hustotou náboje τ . Snadný výpočet dává:

φ = − τ

2πǫ0

ln r (2.43)

Uvědomı́me si, že τ = πR2ρ, kde R je poloměr vodiče. Porovnáme-li Poissonovy rovnice
elektrostatiky a magnetostatiky zjist́ıme, že ρ = jz

c2
. Výraz pro vektorový potenciál tedy

muśı vypadat takto:

Az = − πR2jz

2πǫ0c2
ln r = − I

2πǫ0c2
ln r (2.44)
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Obrázek 2.8: Dvojice vodič̊u s proudy opačných směr̊u

Nyńı pracujme s konkrétńım př́ıpadem podle obr. 2.8. Podle tohoto obrázku vypadá
vektorový potenciál od prvńıho a druhého vodiče následovně:

A1
z = − I

2πǫ0c2
ln

√

(x + d)2 + y2 (2.45)

A2
z = +

I

2πǫ0c2
ln

√

(x − d)2 + y2 (2.46)

Vektorový potenciál od obou poté můžeme napsat takto:

Az = − I

2πǫ0c2
ln

√

(x + d)2 + y2

√

(x − d)2 + y2
(2.47)

Magnetický dipól v rovině dostaneme, pokud tyto dva vodiče začneme k sobě přibližovat
a současně zvětšujeme I takovým zp̊usobem, aby součin I · d z̊ustal zachován. Pro d → 0
můžeme při zanedbáńı člen̊u d2 psát:

Az = − I

2πǫ0c2
ln

1 + xd
r2

1 − xd
r2

(2.48)

kde jsme použili rozvoj
√

1 + x a opět zanedbali členy s d2 a vyšš́ı. Nakonec ještě můžeme

využ́ıt rozvoje ln 1+x
1−x

= 2 ·
(

x + x3

3
+ . . .

)

a dostáváme:

Az = − I

πǫ0c2

xd

r2
(2.49)

nebo v polárńıch souřadnićıch:

Az = − I

πǫ0c2

d cos φ

r
(2.50)
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Rotaćı tohoto potenciálu v cylindrických souřadnićıch dostaneme pr̊uběh magnetického
pole okolo dipólu a toto pole by mělo mı́t analogický pr̊uběh jako pole proud̊u v (2.28).
Rotace v cylindrických souřadnićıch vypadá následovně:

rot ~A =

(
1

r

∂Az

∂φ
− ∂Aφ

∂z
,
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r
,
1

r

∂(rAφ)

∂r
− 1

r

∂Ar

∂φ

)

(2.51)

Jednoduchým výpočtem se můžeme přesvědčit, že plat́ı:

~B =

(
Id sin φ

πǫ0c2r2
,−Id cos φ

πǫ0c2r2

)

(2.52)

což je výsledek se stejným pr̊uběhem jako pole proud̊u ve vztahu (2.28).

2.2.7. Vı́̌rivé proudy čtvercového magnetu

Obrázek 2.9: Skládáńı čtverce z buněk s dvojićı vodič̊u s opačnými proudy

Využijme nyńı předchoźıho výsledku k výpočtu pole v́ı̌rivých proud̊u kolem čtvercové
oblasti s konstantńı magnetickou indukćı. Pro lepš́ı orientaci ve výpočtu pracujme s po-
jmy, se kterými jsme se seznámili v magnetostatice. Fakt, že okolo dvojice vodič̊u s proudy
opačného směru nacháźıme stejný tvar pole jako v př́ıpadě delta magnetk̊u, můžeme využ́ıt
následuj́ıćım zp̊usobem. Představme si náš čtverec sestavený z delta magnetk̊u. Stejně
dobře si tuto situaci můžeme představit tak jak ukazuje obr. 2.9. Zde celou oblast sestavu-
jeme z buněk, které se skládaj́ı vždy z dvojice vodič̊u s proudy opačného směru. Obr. 2.10
ukazuje, co se děje v jedné vrstvě takto uspořádaných buněk. Toky magnetické indukce
směřuj́ı v buňce kladným směrem, avšak na hranici buňky směrem opačným. Zdá se tedy, že
se př́ıspěvky k toku magnetického pole sousedńıch buněk vzájemně vyruš́ı. Celá situace se
tak značně zjednoduš́ı, jelikož celý problém bude determinován vodiči, které jsou na hranici
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Obrázek 2.10: Vzájemné rušeńı př́ıspěvk̊u od jednotlivých buněk

celého čtverce. Tuto situaci znázorňuje obr. 2.11. Jedná se o obyčejný problém magnetosta-
tiky, kdy je naš́ım úkolem zjistit magnetickou indukci okolo dvou desek, v nichž jsou proudy
opačného směru. Nyńı můžeme využ́ıt našeho výsledku pro dvojici vodič̊u vzdálených o 2d.

Obrázek 2.11: K magnetickému poli přisṕıvaj́ı pouze proudy na hranici

Hranici našeho čtverce složenou ve své podstatě ze dvou desek s proudy opačného směru
poskládáme posouváńım dvojice vodič̊u o infinitezimálńı vzdálenost ve směru osy y. Vek-
torový potenciál od dvojice vodič̊u posunutých o vzdálenost k od počátku můžeme napsat
následovně:

Az = − I

2πǫ0c2
ln

√

(x + d)2 + (y − k)2

√

(x − d)2 + (y − k)2
(2.53)

Vektorový potenciál takto poskládané hranice můžeme spoč́ıtat následovně:

Az = − I

2πǫ0c2

∫ d

−d

ln

√

(x + d)2 + (y − k)2

√

(x − d)2 + (y − k)2
dk (2.54)

Pro konkrétńı velikost čtverce 2×2, jehož střed je umı́stěn v počátku, dostaneme integraćı
následuj́ıćı tvar vektorového potenciálu (pro zkráceńı výrazu jsme vynechali konstantu
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− I
2πǫ0c2

, jelikož výrazy jsou i bez ńı velice nepřehledné):

Az =
1

2
(y + 1) ln

(
x2 + 2x + 2 + y2 + 2y

x2 − 2x + 2 + y2 + 2y

)

+
1

2
(1 − y) ln

(
x2 + 2x + 2 + y2 − 2y

x2 − 2x + 2 + y2 − 2y

)

+

+(x − 1)

(

arctan

(
y − 1

x − 1

)

− arctan

(
y + 1

x − 1

))

−

−(x + 1)

(

arctan

(
y − 1

x + 1

)

− arctan

(
y + 1

x + 1

))

Aplikaćı rotace dostáváme složky magnetického pole:

Bx = −1/2 ln
(
x2 − 2 x + 2 + y2 + 2 y

)
+ 1/2 ln

(
x2 + 2 x + 2 + y2 + 2 y

)
+

+1/2 ln
(
x2 − 2 x + 2 + y2 − 2 y

)
− 1/2 ln

(
x2 + 2 x + 2 + y2 − 2 y

)

By = − arctan

(
y + 1

x − 1

)

+ arctan

(
y − 1

x − 1

)

− arctan

(
y − 1

x + 1

)

+ arctan

(
y + 1

x + 1

)

Nesmı́me zapomenout, že vynechaná konstanta je záporná a proto vypočtené složky maj́ı
opačné znameńı. Pr̊uběh magnetického pole je totožný s t́ım, které jsme źıskali pro pole
proud̊u okolo čtvercového magnetu metodou skalárńıch potenciál̊u (obr. 2.7). Aplikujme
nyńı tuto metodu ještě na výpočet pole kolem kruhového magnetu, jelikož výsledek již
známe a bude to pro nás potvrzeńı správnosti předchoźıch úvah.

2.2.8. Pole proud̊u od kruhové oblasti

Abychom mohli spoč́ıtat vektorový potenciál od vodič̊u umı́stěných na hranici kruhu,
muśıme si uvědomit, že situace neńı tak zcela jednoduchá jako v př́ıpadě čtvercového mag-
netu, kde nám z̊ustaly na pravé a levé hranici desky, v nichž tekly konstantńı proudy
opačného směru. U kruhu se velikost proudu bude měnit v závislosti na polárńım úhlu.
To na prvńı pohled možná neńı úplně zřejmé, jelikož pokud opět začneme kruh vyplňovat
buňkami s dvojićı vodič̊u opačného směru, tak zákonitě muśıme dospět ke schématu, kdy
nám na hranici z̊ustanou vodiče s naprosto identickou velikost́ı proudu (s opačnými směry v
levém a pravém oblouku) . Proč tedy bude proud závislý na polárńım úhlu? Nejnázorněǰśı je
představit si dva válce, které opět poskládáme z buněk, v nichž jsou vodiče. Tentokráte však
budou buňky v jednom válci složené pouze z vodič̊u s proudy s jedńım směrem a v druhém
válci poté z vodič̊u s proudy opačného směru. Umı́stěme nyńı tyto dva válce tak, aby se
úplně překrývaly. V této konfiguraci neteče tedy žádný proud, jelikož se př́ıspěvky obou
válc̊u k proud̊um zruš́ı. Nyńı posuňme jeden z válc̊u nepatrně v̊uči druhému. Dostaneme
tak konfiguraci ekvivalentńı postupnému skládáńı kruhového magnetu z buněk s vodiči
opačného směru. Z obr. 2.12 je nyńı poměrně zřejmé proč velikost proud̊u se zvětšuj́ıćım se
úhlem klesá. Ohraničuj́ıćı křivka nám totiž hrubě řečeno ”uř́ızne” část vodiče s proudem.
Pokud nav́ıc přejdeme k válc̊um, které již nejsou tvořeny velkým množstv́ım diskrétńıch
vodič̊u, ale proud v nich teče spojitě, což je ekvivalentńı velkému zmenšeńı našich gene-
ruj́ıćıch buněk, je situace naprosto pr̊uhledná, jelikož je jasně vidět, jak se plocha, kde
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Obrázek 2.12: Velikost proud̊u klesá se vr̊ustaj́ıćım polárńım úhlem

se proudy vzájemně neruš́ı, zmenšuje s rostoućım úhlem. Nyńı bychom samozřejmě mohli
provést detailńı výpočet analogický postupu u čtvercové oblasti. Proved’me však jen kvanti-
tativńı analýzu, která nám dá potřebné informace o funkčnosti modelu. Zjistěme nejdř́ıve,
jak vypadá magnetické pole od těchto v̊uči sobě posunutých válc̊u uvnitř oblasti. Pro
každý válec zvlášt’ můžeme použ́ıt Ampérova zákona. Magnetické pole roste směrem od osy,
protože integračńı křivka obeṕıná stále větš́ı množstv́ı proudu. V kartézských souřadnićıch
dostáváme pro magnetické pole uvnitř válc̊u tyto vztahy (konstantu vztahuj́ıćı se k velikosti
proudu ve válćıch pro jednoduchost zápisu označme C):

~B⊗ = −C(−y, x − δ); ~B⊙ = C(−y, x) (2.55)

kde jsme o vzdálenost δ v kladném směru osy x posunuli válec, v němž proudy tečou v
záporném směru osy z. Jestliže nyńı sečteme magnetické pole od obou válc̊u, dostaneme:

~Bc = C
(

~B⊗ + ~B⊙

)

= C(0, δ) (2.56)

což je v plném souladu s naš́ım očekáváńım. Pole proud̊u kruhového magnetu v oblasti Ω1

totiž také vycházelo konstantńı v kladném směru osy y. Jak to dopadne ve vněǰśı oblasti?
Vně také plat́ı Ampér̊uv zákon, nyńı však magnetické pole klesá se vzdálenost́ı od osy
válce. Magnetické pole posunutých válc̊u (opět s vynecháńım konstant) můžeme napsat
takto (tentokráte si každý posuneme o δ/2 opačnými směry - nic to nezměńı na výsledku):

~B⊗ = −C(− y

(x − δ
2
)2 + y2

,
x − δ

2

(x − δ
2
)2 + y2

) (2.57)

~B⊙ = C(− y

(x + δ
2
)2 + y2

,
x + δ

2

(x + δ
2
)2 + y2

) (2.58)



26 KAPITOLA 2. MATEMATICKÝ POPIS VÍŘIVÝCH PROUDŮ

pro malé δ potom pro magnetické pole dostáváme výraz:

~Bc = C

(
2xyδ

(x2 + y2)2
,−(x2 − y2)δ

(x2 + y2)2

)

(2.59)

což je pole dipólu. Dosáhli jsme tedy kvantitavńı shody s výpočtem v sekci (2.2.2). Zároveň
jsme doćılili hlubš́ıho vhledu do řešeńı. Z řešeńı uvedeného v sekci (2.2.2) nebylo v̊ubec
jasné, odkud se dipólový charakter pole v́ı̌rivých proud̊u vzal. Nová metoda nám ukazuje
jasný p̊uvod tohoto charakteru pole proud̊u.

2.3. Meze platnosti dipólového modelu

(Ve všech úvahách této kapitoly budeme předpokládat velice tenkou vodivou desku)1

Pokud aplikujeme výsledky dipólového modelu na desku tvořenou ideálńım vodičem,
dostaneme nesprávné závěry. To ovšem znamená, že předchoźı model má své meze plat-
nosti a neńı tedy zcela dostatečný k popisu magnetu nad vodivou deskou. Při hledáńı
d̊uvod̊u, proč dipólový model v př́ıpadě ideálńıho vodiče naprosto selhává, se velice rychle
dostáváme k odpovědi. Za nesprávnost modelu v limitě velkých vodivost́ı můžou sekundárńı
v́ı̌rivé proudy a proudy vyšš́ıch řád̊u, které vznikaj́ı jako d̊usledek změn magnetického pole
pocházej́ıćıho od primárńıch v́ı̌rivých proud̊u. Při malých vodivostech jsou tyto sekundárńı
proudy velice slabé, jak si za chv́ıli ukážeme, a ve výsledku se tedy př́ılǐs neprojev́ı, ovšem při
velkých vodivostech, již nelze jejich př́ıtomnost přehĺıžet a je nutné, je do modelu nějakým
zp̊usobem zahrnout. Následuj́ıćı podkapitola nám poskytne k řešeńı tohoto problému velice
účinný nástroj.

2.3.1. Vı́̌rivé proudy v př́ıpadě σ → ∞
Ze vztahu (2.29) plyne lineárńı závislost brzdné śıly na vodivosti desky. Nab́ıźı se otázka,

co se stane, pokud by deskou byl supravodič2. V tomto př́ıpadě by totiž vodivost desky
byla nekonečná a t́ım pádem by byla nekonečná i brzdná śıla, což neńı zrovna fyzikálńı.
Představme si nejdř́ıve, že máme v prostoru pouze supravodivou desku. Měrný odpor
této desky je nulový. Z Ohmova zákona tedy plyne (pokud je proudová hustota v desce
konečná, což muśı být), že i elektrické pole je všude v desce nulové, potažmo i jeho rotace.
Z Faradayova zákona potom dostáváme:

∂ ~B

∂t
= 0 (2.60)

Z čehož plyne, že je-li magnetické pole nulové na začátku, pak muśı být nulové stále.
Přejděme nyńı k následuj́ıćı počátečńı konfiguraci. Pro názornost si představme, že máme

1Tato kapitola byla vypracována nezávisle na [11], ovšem po nalezeńı uvedeného článku, jsem některé
formulace podle [11] upravil.

2Ve skutečnosti supravodičem mysĺıme ideálńı vodič s nekonečnou vodivost́ı. U supravodiče docháźı
ještě k daľśım efekt̊um.
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supravodivou desku 3 a na ńı kruhový magnet, opět s konstantńı magnetickou indukćı v
záporném směru osy z. Zat́ım je soustava dejme tomu při pokojové teplotě. Nyńı začneme
teplotu snižovat a jakmile dosáhneme teploty, kdy se deska stává supravodivou, nastane
Meissner̊uv jev, tzn. magnetické pole bude z desky vypuzeno (t́ım, že si deska vytvoř́ı
proudy, které budou přesně kompenzovat mag. pole kruhového magnetu). Proudy nejsou
nekonečné - jejich velikost je taková, aby kompenzovaly přiložené pole. Na mı́stě proud̊u v
desce si můžeme představovat i kruhový magnet opačně orientovaný, než náš přiložený -
zrcadlový magnet. Jakou práci muśıme vykonat k přesunut́ı magnetu mezi dvěma body?
Energie se nikam neztráćı. Disipace energie v desce žádná neńı, protože je supravodivá.
Při přesunu tedy nekonáme žádnou práci, z čehož plyne, že brzdná śıla je nulová. To je
překvapuj́ıćı, protože z našich předchoźıch výsledk̊u plyne, že s rostoućı vodivost́ı brzdná
śıla roste, ale v nekonečné limitě dostáváme nulovou brzdnou śılu. Raději se ještě po-
drobněji zamysleme nad t́ım, jestli se energie opravdu někam nevytráćı. Představme si, že
přiložený magnet postupně vzdalujeme od desky (berme trochu realističtěǰśı model mag-
netu, u kterého se měńı magnetická indukce se vzdálenost́ı od desky - takový př́ıpad nás
ostatně zaj́ımá). Jak se magnet bude vzdalovat, bude se indukovat podle Lenzova zákona
elektrické pole, které bude zpomalovat p̊uvodńı proud v desce. Čili proud v desce bude mi-
zet. Jakmile bude vzdaluj́ıćı se magnet dostatečně daleko (̌rekněme v nekonečnu), proudy
v desce úplně vymiźı. Nyńı magnet v nekonečnu posuňme o malé δ ve směru požadovaného
pohybu magnetu. Nyńı ho opět začněme posunovat zpátky k desce. V desce se zase bude
vytvářet proud kompenzuj́ıćı přikládané magnetické pole. Změny energie při vzdalováńı
a přibližováńı se vzájemně zruš́ı a posunut́ı v nekonečnu o malé δ také žádné změny v
energetické bilanci nezp̊usob́ı. Celý výše uvedený postup je tedy ve své podstatě ekviva-
lentńı posouváńı dvojice fixovaných magnet̊u ve volném prostoru. A energie k přesunu tedy
skutečně zapotřeb́ı žádná neńı. To možná trochu odporuje naš́ı zažité představě, že proudy
v supravodivém materiálu nemiźı - v našem př́ıpadě se totiž ”epicentrum” proud̊u přesouvá
spolu s přiloženým magnetem a proudy na mı́stě, kde již neńı magnetická indukce, prostě
vymiźı. Toto zmizeńı proud̊u ovšem neńı d̊usledkem srážek elektron̊u s kmity krystalové
mř́ıžky, ale je zp̊usobeno změnou magnetického pole v daném mı́stě. Tam, kde miźı mag-
netické pole, se totiž indukuje pole elektrické a to je zodpovědné za ubržděńı proud̊u.
Kruhový magnet, ani žádný jiný (zcela libovolný), tedy opravdu neńı nad supravodivou
deskou v̊ubec bržděn.

Poprvé se setkáváme se silou, která je jiného charakteru než brzdného – normálovou
silou p̊usob́ıćı na magnet, která rozhodně nebude př́ıtomna pouze v limitńım př́ıpadě.
Současně se nab́ıźı daľśı velice zaj́ımavá otázka. Proč brzdná śıla roste se zvyšuj́ıćı se
vodivost́ı, ale pro nekonečnou vodivost je brzdná śıla nulová? Proč brzdná śıla roste s
rostoućı vodivost́ı je zřejmé z toho, že velikost náboje rozmı́stěného na hranici neńı závislá
na vodivosti. Protože tento náboj je zodpovědný za elektrické pole, které poháńı proudy,
tak z Ohmova zákona dostáváme lineárńı závislost śıly na vodivosti. V limitě nekonečné

3Ideálńı vodič samozřejmě nebude vykazovat Meissner̊uv jev, ovšem při spontánńım vytvořeńı magnetu
nad deskou, se v ideálńım vodiči vytvoř́ı zrcadlový obraz magnetu analogicky jako při přechodu supravodiče
do supravodivého stavu. Supravodič a Meissner̊uv jev zmiňuji pouze proto, abych ilustroval, že i v ideálńım
tenkém vodiči se bude tvořit zrcadlový obraz magnetu nad ńım.
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vodivosti však zřejmě velikost indukovaných proud̊u nezálež́ı na vodivosti, ale sṕı̌se odráž́ı
změnu magnetického pole. Výkonové ztráty v desce P = RI2 zapsané v integrálńım tvaru

P =
1

σ

∫

V

|~j|2 dV (2.61)

potom za předpokladu nezávislosti proud̊u na vodivosti v nekonečné limitě dávaj́ı nulu.
A nulové ztráty znamenaj́ı nulovou brzdnou śılu. Stále však chyb́ı jakýsi mezičlánek spo-
juj́ıćı řešeńı pro běžné vodivosti a limitńı př́ıpad, kdy proudy pod magnetem v́ı̌ŕı dokola.
Zkusme se tedy na pohyb magnetu pod́ıvat z trochu jiného úhlu. Vytvořme (velice rychle
ho k desce z nekonečna přibližme) nad supravodivou deskou magnet. Následkem této akce
se v supravodivé desce indukuj́ı proudy, které jsou ekvivalentńı zrcadlovému magnetu. Jak
simulovat pohyb magnetu? Co zkusit za nějaký čas ∆t vytvořit současně následuj́ıćı - na
mı́stě p̊uvodńıho magnetu magnet zrcadlový a v nějakém mı́stě posunutém o ∆x magnet
stejný jako ten, co jsme vytvořili prvńı? Co to bude mı́t za následek? Zrcadlový magnet
vytvořený v p̊uvodńım mı́stě zruš́ı p̊uvodńı magnet a zároveň také zruš́ı zrcadlový obraz
p̊uvodńıho magnetu v supravodivé desce. Magnet vytvořený na novém mı́stě zase vytvoř́ı
zrcadlový obraz v supravodivé desce pod sebou, takže jsme se dostali k počátečńı situ-
aci, pouze posunuté o ∆t v čase a ∆x v prostoru. Opakováńım těchto krok̊u dosáhneme
požadovaného pohybu magnetu. Nyńı opakujme celý myšlenkový experiment, tentokráte
ovšem s deskou, která již nemá nekonečnou vodivost (vodivost berme stále velmi velkou,
ale konečnou). Zase vytvořme magnet nad deskou. V desce se vytvoř́ı zrcadlový magnet.
Ovšem je tu jeden rozd́ıl. Zrcadlový magnet začne ihned slábnout. Proč? Protože jsme řekli,
že zrcadlový magnet je ekvivalentńı proud̊um, které se vytvoř́ı v d̊usledku změny magne-
tického pole. Tyto proudy však v desce, která má konečnou vodivost, postupně slábnou a
s nimi tedy muśı slábnout i zrcadlový magnet. Pokračujme v našem myšlenkovém expe-
rimentu. Za nějaký čas ∆t vytvořme opět na p̊uvodńım mı́stě zrcadlový magnet, než byl
ten p̊uvodńı. To bude doprovázeno vytvořeńım zrcadlového magnetu v desce (který bude
stejný jako magnet na p̊uvodńım mı́stě). Zrcadlové magnety v desce se však tentokrát ne-
zruš́ı. Původńı zrcadlový magnet totiž za čas ∆t zeslábl a v desce v čase t0 + ∆t z̊ustane
magnet, který je stejný, pouze mnohem slabš́ı než magnet, který jsme nad deskou vytvořili
v čase t0. Magnet vytvořený v mı́stě x0+∆x v čase t0+∆t (stejně orientovaný jako magnet
vytvořený nad deskou v čase t0) zase vytvoř́ı zrcadlový magnet v desce. Dejme tomu (pro
názornost – d́ıky superpozici z̊ustane vše v platnosti i v př́ıpadě překryvu), že ∆x je větš́ı
než pr̊uměr magnetu. Pak máme v čase t0 + ∆t situaci, která je znázorněna na obr. 2.13.
Z obrázku je vidět, že se skutečně objev́ı śıla, která p̊usob́ı proti směru pohybu. K ujǐstěńı

Obrázek 2.13: Situace v čase t0 + ∆t pro desku s konečnou vodivost́ı
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ještě můžeme použ́ıt energetických úvah. Existence situace v čase t0 + ∆t zjevně vyžaduje
dodáńı energie, protože slabý magnet ”musel být z něčeho vytvořen” a v p̊uvodńı situ-
aci nebyl. Jinými slovy chceme-li mı́t rovnoměrný pohyb (tak byl myšlenkový experiment
zkonstruován) muśıme dodávat energii. A pokud ji nedodáváme, muśı magnet zpomalo-
vat. Co se stane, když vodivost ještě o něco sńıž́ıme? Celá situace bude vypadat obdobně,
ovšem slabý magnet, na pozici p̊uvodńıho zrcadlového, bude nyńı o něco silněǰśı, protože
p̊uvodńı zrcadlový magnet za čas ∆t v́ıce zeslábne. Z toho plyne, že brzdná śıla bude r̊ust
při snižováńı vodivosti z nekonečných hodnot.

Shrňme si naši situaci. Když vodivost pomalu zvyšujeme z malých hodnot, brzdná
śıla roste. V př́ıpadě, že vodivost snižujeme z nekonečné hodnoty, brzdná śıla také roste.
Předpokládáme-li spojitou závislost brzdné śıly na vodivosti desky, tak muśı existovat
nějaké maximum brzdné śıly. Pro zaj́ımavost se můžeme zeptat, jak myšlenkový experiment
dopadne, budeme-li se bĺıžit k nulové vodivosti? V tomto př́ıpadě bude situace vypadat
jako obr. 2.14. Na prvńı pohled se může zdát, že brzdná śıla je docela velká, ale muśıme

Obrázek 2.14: Situace v čase t0 + ∆t pro desku s téměř nulovou vodivost́ı

si uvědomit, že magnet vlevo v desce je tam pouze zanedbatelně krátkou dobu (při nulové
vodivosti tam pak v̊ubec neńı) a tud́ıž silově p̊usob́ı pouze velice krátce. Pokud bychom śılu
zpr̊uměrovali přes celý časový úsek ∆t, po který nový magnet setrvává na mı́stě x0 + ∆x,
byla by naprosto zanedbatelná.

Pro úplnost nyńı stručně popǐsme, co se děje při postupném zvyšováńı vodivosti z nu-
lové hodnoty. Pivotńı dvojice magnet̊u za sebou zanechává něco jako stopy ve sněhu -
této analogie se držme, protože je poměrně názorná. Pro malé vodivosti desky jsou stopy
hluboké, ale v́ıtr fouká hrozně rychle a stopy brzy zavane. Pro vodivosti ani př́ılǐs malé
ani př́ılǐs velké jsou stopy mělč́ı a v́ıtr fouká pomaleji. Pro vodivost jdoućı k nekonečnu
jsou stopy infinitezimálně mělké, ale v́ıtr v podstatě nefouká. Je to sice pěkná analogie, ale
nedává nám žádné konkrétńı kvantitativńı výsledky. Pro pokročeńı dále si muśıme trochu
jiným zp̊usobem představit slábnut́ı magnetických stop v desce. Nemohli bychom slábnut́ı
magnetických stop ztotožnit s jejich vzdalováńım od povrchu desky? Pokud se totiž vrát́ıme
k situaci, kdy nad vodivou deskou vytvoř́ıme magnet a v desce se vytvoř́ı jeho zrcadlový
obraz a začneme se s magnetem nad deskou vzdalovat, dojde ke slábnut́ı zrcadlového mag-
netu. Vzdaluj́ıćı se magnet má stále stejné magnetické pole kolem sebe, ale jeho zrcadlový
obraz slábne. Tato situace muśı být analogická situaci, kdy se od rozhrańı desky vzdaluj́ı
oba magnety zároveň. Nejlépe je to vidět z obr. 2.15. Můžeme tedy zavést jakousi charak-
teristickou rychlost vzdalováńı zrcadlových magnet̊u (již předpokládáme, že výše uvedené
úvahy se dá využ́ıt v situaćıch, kdy deska nemá nekonečnou vodivost a zrcadlové magnety
tud́ıž během ∆t slábnou a nebo se tedy analogicky vzdaluj́ı charakteristickou rychlost́ı).
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Obrázek 2.15: Dvě naprosto identické situace z r̊uzných úhl̊u pohledu

Označme tuto rychlost vm. Již nyńı můžeme odhadnout, jakým zp̊usobem bude tato rych-
lost záviset na vodivosti desky - měla by být vodivosti nepř́ımo úměrná, jelikož při větš́ı
vodivosti slábnou (vzdaluj́ı se) zrcadlové magnety pomaleji. Nyńı se můžeme pustit do cel-
kem pěkné analýzy. Už v́ıme, že na náš magnet při jeho pohybu p̊usob́ı jednak normálová
śıla a jednak brzdná śıla. Předpokládejme, že na zpomaluj́ıćı se magnet budeme p̊usobit
takovou silou, která právě bude vyrovnávat bržd’ěńı (tedy silou opačného směru a stejné
velikosti jakou má śıla brzdná). Výkon, který dodáváme, je roven:

P = Fb · v (2.62)

kde Fb je brzdná śıla a v je rychlost magnetu. Tento výkon se spotřebovává na ztráty
v́ı̌rivých proud̊u v desce. Předt́ım, než postouṕıme dále, zd̊urazněme, že v našem modelu
”krok̊u po ∆x” se magnet nad deskou ve vertikálńım směru nepohybuje. Z toho by plynulo,
že výkon normálové śıly je nulový, ovšem nesmı́me dělat př́ılǐs unáhlené závěry. Zálež́ı totiž
opět na úhlu pohledu. Pod́ıvejme se na obr. 2.16. Z něj je vidět, že na magnet nad deskou
p̊usob́ı normálová śıla Fn od systému magnetických stop. Tato śıla nekoná žádnou práci,
protože magnet nad deskou se nepohybuje ve vertikálńım směru. Ovšem ke každé akci
existuje reakce, tud́ıž na systém magnetických stop muśı p̊usobit śıla stejné velikosti, ale
opačného směru než Fn. Protože se systém magnet̊u jako celek pohybuje rychlost́ı vm,
p̊usob́ıćı śıla Fn koná práci a j́ı př́ıslušný výkon je:

P = Fn · vm (2.63)

Na prvńı pohled se může zdát, že jsme nic zaj́ımavého nedostali, ovšem když si uvědomı́me,
že výkon, který dodáváme magnetu k tomu, abychom ho udrželi při konstantńı rychlosti
pohybu, se ztráćı v disipaci energie v́ı̌rivými proudy, což modelujeme vzdaluj́ıćımi se mag-
netickými stopami, dosṕıváme k tomu, že dva výše spoč́ıtané výkony jsou si rovny. Muśı
tedy platit:

Fn · vm = Fb · v (2.64)
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Obrázek 2.16: Śıla p̊usob́ıćı na systém stop od magnetu je reakćı na śılu od systému mag-
netických stop na referenčńı magnet nad deskou

Již jsme zjistili, že brzdná śıla je pro malé rychlosti úměrná lineárně rychlosti. Použijeme-
li právě źıskané rovnice a uvědomı́me si, že vm je charakteristická konstanta materiálu,
dosṕıváme okamžitě k závěru, že pro malé rychlosti plat́ı:

Fn ∼ v2, (2.65)

což je rozumný výsledek, protože normálová śıla by určitě neměla měnit směr, pokud
otoč́ıme směr pohybu magnetu, a toto nám zajǐst’uje právě druhá mocnina. Toto však
neńı jediný výsledek, který můžeme jednoduše źıskat. Pro velké rychlosti magnetu nad
deskou se bude zmenšovat interval ∆t mezi jednotlivými kroky. To bude mı́t za následek,
že zrcadlový magnet př́ılǐs nezeslábne během ∆t a poté, co v čase t0 + ∆t umı́st́ıme do
tohoto mı́sta magnet opačně orientovaný (stejný zp̊usob jaký jsme již jednou použili k
simulaci krokovaného pohybu magnetu), budeme v situaci, kdy na mı́stě x0 je velmi slabý
magnet. Situace je znázorněna na obr. 2.17. Použili jsme kombinaci zeslabováńı na mı́stě

Obrázek 2.17: Systém vzdaluj́ıćıch se magnetických stop bude tvořen velmi slabými mag-
nety

pro prvńı stopu a poté vzdalováńı pro ostatńı magnetické stopy. T́ımto zp̊usobem je situace
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nejpr̊uhledněǰśı. Z obr. 2.17 je nyńı jasně vidět, že největš́ı př́ıspěvek k normálové śıle bude
mı́t magnet pod ńım. Z toho dále plyne, že normálová śıla neńı pro velké rychlosti na
rychlosti v podstatě závislá, protože za normálovou śılu je zodpovědný magnet, který se
pohybuje simultánně s magnetem nad deskou. Z rovnice (2.64) nyńı plyne závěr:

Fb ∼
1

v
(2.66)

Tento vztah ověř́ıme nepř́ımou úvahou. Jistě jste si již povšimnuli, že normálová śıla pro
velkou rychlost a vysokou vodivost na těchto veličinách nezáviśı. Pro malé rychlosti zase
brzdná śıla roste lineárně s rychlost́ı i s vodivost́ı. Je to náhoda? Neńı. Náš model totiž
vypadá stejně pro rostoućı vodivost i rychlost. T́ım, že zvýš́ım rychlost, zkrát́ım interval
∆t mezi jednotlivými kroky, což je ovšem analogické zvýšeńı vodivosti při nezměněném
kroku ∆t. Zvyšováńı rychlosti je tedy analogické zvyšováńı vodivosti a samozřejmě to
plat́ı i naopak. Pro lepš́ı představu se ještě vrat’me k naš́ı analogii se stopami ve sněhu.
Zpočátku jdu nějakou rychlost́ı ve sněhu a v́ıtr za mnou zavanuje stopy. Zrychĺım–li krok
a v́ıtr vane stále stejnou rychlost́ı, z̊ustává za mnou větš́ı počet viditelných stop. Co když
ovšem p̊ujdu stále stejnou rychlost́ı jako na začátku a naopak se zmenš́ı rychlost větru (to
se rovná zvýšeńı vodivosti)? Pak za mnou bude opět z̊ustávat v́ıce stop. Je tedy vidět, že
brzdná a normálová śıla budou mı́t stejný pr̊uběh pro rychlosti i vodivosti. Můžeme tedy
ihned psát následuj́ıćı vztahy:

Fb ∼
1

σ
(2.67)

pro velká σ a
Fn ∼ σ2 (2.68)

pro malé vodivosti. Vztah (2.67) plyne ze vztahu (2.61) a vztah (2.68) plyne z platnosti
vztahu (2.65). Ověřeńım vztahu (2.67) jsme tedy nepř́ımo ověřili i vztah (2.66). Je vidět,
že i bez poč́ıtáńı jsme pomoćı našeho modelu dostali velice silné a zaj́ımavé výsledky, které
rozhodně z našeho p̊uvodńıho dipólového modelu nedostaneme. Analýzou řešńı dipólového
modelu jsme tedy dospěli k modelu lepš́ımu. V kapitole Řešeńı pomoćı Maxwellových rov-

nic využijeme právě źıskaných výsledk̊u k vytvořeńı nového matematického modelu pole
v́ı̌rivých proud̊u.

2.3.2. Vliv konečné velikosti desky

Velice zaj́ımavé je analyzovat situaci, kdy velikost desky neńı nekonečná. Pokusme se
v této sekci alespoň o hrubou aproximaci vlivu konečné velikosti desky na v́ı̌rivé proudy.
Uvažujme kruhovou desku o poloměru RD. Můžeme vyj́ıt z okrajových podmı́nek (2.21),
doplněných o jednu daľśı podmı́nku, totiž že radiálńı proudy muśı být nulové ve vzdálenosti
RD. Berme tedy kruhovou desku, na ńıž se pohybuje okolo středu magnet. Napǐsme pro
jistotu okrajové podmı́nky nového zjednodušeného problému:







∂
∂φ

ψ2 − ∂
∂φ

ψ1 = −σ vx B R cos φ
∂
∂r

ψ2 − ∂
∂r

ψ1 = 0
∂
∂r

ψ2|RD
= 0

(2.69)
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Dá se opět poměrně snadno uhádnout, v jakém tvaru je nutné hledat řešeńı. Aby byla
splněna třet́ı okrajová podmı́nka, muśıme přidat nějaké členy, které rostou s r. Volbou
nulových konstant bychom doćılili pouze triviálńıho nulového řešeńı, což neńı žádoućı.
Přepokládaný tvar potenciál̊u v oblasti Ω1 a Ω2 jsem zvolil následovně:

ψ1(r, φ) = K1 + Ar cos φ + Br sin φ (2.70)

ψ2(r, φ) = K2 +
C

r
cos φ +

D

r
sin φ + Er cos φ + Fr sin φ (2.71)

Dosazeńım těchto rovnic do okrajových podmı́nek dostaneme požadovaná řešeńı pro po-
tenciály. Po jednoduchých, ale celkem zdlouhavých úpravách vycháźı:

ψ1(r, φ) = K1 +
1

2
σvxB0r

(

1 − R2

R2
D

)

sin φ (2.72)

ψ2(r, φ) = K2 −
1

2
R2σvxB0 sin φ

(
1

r
+

r

R2
D

)

(2.73)

aplikaćı gradientu v polárńıch souřadnićıch potom pro proudy v jednotlivých oblastech
dostáváme:

~j1 =

(

0,
1

2
σvxB

(

1 − R2

R2
D

))

(2.74)

~j2 =
1

2
σvxB

((
R

rRD

)2

(R2
D − r2) sin φ,−

(
R

rRD

)2

(R2
D + r2) cos φ

)

(2.75)

Ve vnitřńı oblasti tedy dojde k zeslabeńı proud̊u úměrně druhé mocnině poměru veli-
kosti magnetu a desky. To v našem zjednodušeném př́ıpadě, kdy je magnetické pole pouze
v oblasti Ω1 vede taktéž k zeslabeńı brzdné śıly opět o člen, který je úměrný druhé mocnině
poměru velikosti magnetu a desky. Pole vně pak znázorňuje obr. 2.18. Z obrázku je vidět, že
radiálńı proudy na hranici desky jsou nulové, což je nutná podmı́nka pro správnost řešeńı.
Je třeba zd̊uraznit, že uvedený výpočet je pouze kvantitativńım odhadem vlivu konečné
velikosti desky na velikost a tvar pole v́ı̌rivých proud̊u. Vyšli jsme z velice zjednodušené
představy, kdy je magnet centrován na desce. Při pohybu magnetu v́ıce na kraji kruhové
desky bychom museli použ́ıt značně složitěǰśıch výpočt̊u. Při vykreslováńı obrázku byla
opět zafixována velikost proudových vektor̊u, aby se doćılilo názornosti a přehlednosti.
Pro ujǐstěńı správnosti výpočtu můžeme provést limitu pro RD → ∞. Snadno můžeme
nahlédnout, že limita pro nekonečnou desku je shodná s výsledky, které jsme již odvodili
dř́ıve.

2.3.3. Proudy sekundárńı a vyšš́ıch řád̊u a jejich magnetická pole

Je velice zaj́ımavé prozkoumat, do jaké mı́ry mohou vytvořené v́ı̌rivé proudy ovlivnit
p̊uvodńı magnetické pole. Pokud bude vodivost desky malá, pak zřejmě můžeme př́ıspěvek
od proud̊u zanedbat. Co se však bude d́ıt v př́ıpadě, kdy bude vodivost nebo rychlost velká?
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Obrázek 2.18: Pole proud̊u okolo kruhového magnetu s poloměrem R = 1 pohybuj́ıćıho se
na konečné kruhové desce s poloměrem RD = 2

Můžeme i poté př́ıspěvek od v́ı̌rivých proud̊u k p̊uvodńımu magnetickému poli zanedbat?
Jak jsme si již ukázali na př́ıkladu dokonale vodivé desky, nemůžeme. Zkusme nyńı zjistit,
jak velké je magnetické pole, které je vytvářeno v́ı̌rivými proudy indukovanými v desce
a porovnejme ho z velikost́ı p̊uvodńıho pole. Nejsnadněji to můžeme zjistit následovně.
Použijme jednu z Maxwellových rovnic:

rot ~B = µ0
~j (2.76)

Jelikož známe rotaci proud̊u (2.18), která je společná pro obě oblasti Ω1 a Ω2, bude výhodné
na obě strany výše uvedené rovnice aplikovat rotaci. T́ım dostaneme:

∆ ~B = µ0 σvx cos φ δ(r − R)Bẑ (2.77)

Je vidět, že de facto máme jednu Poissonovu rovnici pro z-tovou složku magnetického pole.
Řešeńı můžeme v analogii s elektrostatikou psát ve tvaru:

Bz = −µ0 σvxB0

4π

∫

V

cos φ δ(r′ − R)

|~r − ~r′| dV (2.78)

kde jsem B přeznačil na B0, aby bylo jasné, že se jedná o pole p̊uvodem od magnetu, ~r a
~r′ jsou po řadě vektor z počátku soustavy k vyšetřovanému bodu a vektor ke zdroji pole,
tedy standartńı značeńı. V δ-funkci se ~r′ objevil z toho d̊uvodu, že zdroje máme pouze na
hranici kruhu (zdroj je rot~j). Pro smysluplné porovnáńı primárńıho magnetického pole
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a pole vytvářeného od v́ı̌rivých proud̊u muśıme výraz tranformovat tak, abychom dostali
nějaký bezrozměrný koeficient porovnávaj́ıćı obě pole. To můžeme jednoduše provést takto:

~r = R~ρ, ~r′ = R~ρ′, dV = R3dW, (2.79)

kde ~ρ, ~ρ′, dW jsou bezrozměrné veličiny. Vlastně jsme provedli určité naškálováńı. Nyńı
můžeme psát:

Bz = −µ0 σvxB0

4π

∫

W

cos φ δ(R(ρ′ − 1))

R|~ρ − ~ρ′|
R3dW (2.80)

Nyńı můžeme využ́ıt známého vztahu pro δ-funkci:

δ(ax) =
1

|a|δ(x) (2.81)

Pro náš př́ıpad poté plat́ı:

δ(R(ρ′ − 1)) =
1

R
δ(ρ′ − 1) (2.82)

Po dosazeńı do (2.80) dostáváme:

Bz = −µ0 σvxB0R

4π

∫

W

cos φ δ(ρ′ − 1)

|~ρ − ~ρ′|
dW (2.83)

Integrál je již bezrozměrný. Zbývá ověřit, jestli je bezrozměrný i výraz:

µ0 σvxR (2.84)

V následuj́ıćıch úvahách budeme vynechávat nejr̊uzněǰśı konstanty, jelikož naš́ım ćılem je
pouze d̊ukaz bezrozměrnosti výše uvedeného výrazu. Plat́ı následuj́ıćı:

F

q
= vx B =

µ0 I vx

R
(2.85)

kde levá rovnost plyne ze vztahu pro Lorentzovu śılu a druhá z Ampérova zákona (vodič s
proudem I). Můžeme tedy psát:

µ0 vx =
R F

q I
(2.86)

pro σ dále z Ohmova zákona plyne:

σ =
I

U R
(2.87)

Pro náš výraz tedy nakonec dostáváme:

µ0 σvxR =
F R

q U
(2.88)

Čitatel i jmenovatel má rozměr energie, takže výraz je skutečně bezrozměrný. Zbývá zjistit
jak velký je přibližně integrál. Předevš́ım si muśıme uvědomit, že δ-funkce vybere při
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integrováńı od nuly do nekonečna pouze ρ′ = 1. Pro vektor z počátku k vyšetřovanému
bodu a vektor z počátku ke zdroji můžeme tedy psát:

~ρ = (ρ cos α, ρ sin α, 0) , ~ρ′ = (cos φ, sin φ, 0) (2.89)

Nesmı́me také zapomenout na Jakobián ρ′, ovšem |ρ′| = 1, takže se nic neprojev́ı. S
využit́ım výše uvedených vztah̊u pro vektory ~ρ a ~ρ′ můžeme integrál psát následovně:

Bz = −µ0 σvxB0Ru

4π

∫ 2π

0

cos φ
√

ρ2 − 2ρ cos(α − φ) + 1
dφ, (2.90)

kde u jsme definovali následovně (tloušt’ka desky měřená v jednotkách R):

u =
d

R
. (2.91)

Zbývá rozhodnout, jakých hodnot může nabývat integrál:

∫ 2π

0

cos φ
√

ρ2 − 2ρ cos(α − φ) + 1
dφ (2.92)

Hodnoty tohoto integrálu pro r̊uzná ρ a α jsou na obr. 2.19 a pro snadněǰśı náhled také
ve formě vrstevnic na obr. 2.20. Je vidět, že velkých hodnot integrál nabývá pouze na
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Obrázek 2.19: Velikost bezrozměrného integrálu

hranici kruhu, kde jsou zdroje, takže se dostáváme do oblasti singularit, avšak i při velmi
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velkém přibĺıžeńı k hranici velikost bezrozměrného integrálu dosahuje maximálńıch hod-
not kolem 10. Ve většině kruhu je pak velikost integrálu relativně bĺızká nule. Vně kruhu
velikost integrálu logicky muśı klesat k nule, kv̊uli př́ıtomnosti ρ ve jmenovateli. Graf nám
bohužel neposkytuje př́ılǐs dobrou představu, do jaké mı́ry indukované proudy ovlivňuj́ı
p̊uvodńı magnetické pole. Výhodné bude seč́ıst velikosti z-tové složky vektoru magnetické
indukce uvnitř kruhu a vydělit počtem d́ılk̊u mř́ıže použité k výpočtu. Tato hodnota se
nebude při zvětšováńı rozlǐseńı př́ılǐs měnit, bude konvergovat k určité hodnotě a dá nám
jasněǰśı představu o velikosti sekundárńıho magnetického pole. V MatLabu jsem provedl
několik výpočt̊u s r̊uzným rozlǐseńım následuj́ıćım zp̊usobem. Pro pole z mř́ıžky, která spa-
dala do oblasti kruhu, jsem spoč́ıtal velikost integrálu a hodnoty integrál̊u (jejich absolutńı
hodnoty) pro všechna pole lež́ıćı v kruhu, sečetl jsem je a následně podělil počtem poĺı.
T́ım jsem obdržel pr̊uměrnou hodnotu velikosti vyšetřovaného integrálu v oblasti kruhu.
Hodnota integrálu při zvyšuj́ıćım se rozlǐseńı konvergovala k č́ıslu 2.15. Budeme tuto hod-
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Obrázek 2.20: Velikost bezrozměrného integrálu-vrstevnice

notu brát jako směrodatnou pro naši analýzu velikosti sekundárńıho magnetického pole.
Dále budeme pracovat s měděnou deskou, jej́ıž vodivost je σ = 6 · 107 Ω−1 m−1, s magne-
tem o poloměru R = 0.01 m. Tloušt’ku desky muśıme brát v násobćıch R, protože jsme
j́ım naškálovali celý všechny délkové rozměry. Většinou pracujeme s deskami s tloušt’kou
maximálně desetiny poloměru magnetu, takže d ≤ 0.1. Dosazeńım všech těchto hodnot
dostáváme následuj́ıćı výraz:

Bz ≤ −4π · 10−7 · 6 · 107 · 0.001 · 2.15

4π
vx B0 = −0.013 vx B0 (2.93)
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(aby nedošlo k nejasnostem - č́ıslo 0.013 má rozměr [m−1s], takže opravdu porovnáváme
na obou stranách velikost veličin s rozměrem magnetického pole) Je vidět, že pro běžné
rychlosti magnetu je sekundárńı magnetické pole velice slabé. Významný vliv na primárńı
magnetické pole budou mı́t proudy ve chv́ıli, kdy sekundárńı pole bude přibližně stejně
veliké jako primárńı. To nastane pro rychlosti v ≈ 80 ms−1. Sekundárńı pole bude zdrojem
pro daľśı proudy, ovšem jestliže sekundárńı magnetické pole zpr̊uměrujeme, jak jsme to
právě udělali, potom pro běžné rychlosti, dejme tomu v ≈ 1 m · s−1 dostáváme setinové
pole, které bude zdrojem proud̊u, které budou vytvářet pole tiśıcinové k p̊uvodńımu. Z
této úvahy plyne, že řešeńı self-konzistetńıho systému rovnic velice rychle konverguje ke
konečnému řešeńı. Závěr analýzy je ten, že pro velké rychlosti rozhodně nebude možné
zanedbat pole od sekundárńıch proud̊u, jak jsme to dosud činili, jelikož sekundárńı magne-
tické pole bude srovnatelné s p̊uvodńım. Jednou z možnost́ı, jak se s problémem vypořádat,
je vyřešit soustavu self-konzistentńıch rovnic aproximativńımi metodami. Druhou možnost
si ukážeme v následuj́ıćı kapitole, kde celý problém řeš́ıme př́ımo pomoćı Maxwellových
rovnic.

Než však kapitolu ukonč́ıme, všimněme si ještě pozorně obr. 2.19 a nezapomeňme, že
před integrálem je ještě znaménko minus, které ho zrcadlově převrát́ı kolem roviny xy. Stále
poč́ıtáme se stejnou situaćı, kdy se magnet pohybuje v záporném směru osy x a magnetická
indukce je pouze v oblasti magnetu a směřuje v záporném směru osy z. Je zřejmé, že
indukované proudy ”poslouchaj́ı” Lenz̊uv zákon, protože v mı́stech, kde magnetická indukce
od pohybuj́ıćıho se magnetu klesá (magnetické pole je orientováno v záporném směru
osy z), tam proudy vytvářej́ı magnetické pole, které se snaž́ı tuto změnu kompenzovat.
Dostáváme ovšem velice zaj́ımavou situaci, protože v desce de facto vznikly magnety, které
maj́ı na protilehlých konćıch kruhového magnetu opačnou polaritu a tedy budou p̊usobit
na magnet silovým momentem. Tento jev však vymiźı při velkých rychlostech, kdy se již
dle našich úvah z kapitoly (2.3.1) věnuj́ıćı se př́ıpadu, kdy vodivost nabývá nekonečných
hodnot, v desce indukuj́ı takové proudy, které vlastně vytvoř́ı zrcadlový obraz magnetu,
který se pohybuje s polu s magnetem nad deskou bez jakéhokoli zpožděńı. Tendence k
otáčeńı magnetu tedy při velkých rychlostech vymiźı.



Kapitola 3

Řešeńı pomoćı Maxwellových rovnic

V kapitole věnuj́ıćı se analýze řešeńı dipólového modelu v př́ıpadě σ → ∞ jsme odvodili
rovnice, z kterých jednoznačně vyplývá, že sekundárńı proudy, potažmo magnetické pole,
které vytvářej́ı, nemůže být při větš́ıch rychlostech magnetu a velkých vodivostech desky
rozhodně zanedbáváno. Dipólový model poč́ıtal pouze s primárńımi v́ı̌rivými proudy, což
při malých rychlostech neńı př́ılǐs velký problém, jelikož sekundárńı proudy maj́ı malou
váhu. Ovšem z hrubé analýzy brzdné śıly pro asymptotické chováńı v malých a velkých
rychlostech plyne, že existuje mez, kdy právě magnetické pole sekundárńıch proud̊u zač́ıná
hrát velmi d̊uležitou roli. V této kapitole se pokuśıme odvodit model, který se s t́ımto
problémem pokuśı vyrovnat a zahrne v sobě nejen primárńı v́ı̌rivé proudy, ale i proudy
sekundárńı a proudy vyšš́ıch řád̊u. K výstabě modelu se nám budou hodit myšlenky z
kapitoly (2.3.1).

Z d̊uvodu názornosti a matematické sch̊udnosti je konkrétńı řešeńı prováděno pro dvou-
rozměrnou desku. Naṕı̌seme-li Ohmův zákon v následuj́ıćım tvaru

I

d1d2

= σE

a chceme-li nějakým zp̊usobem doćılit toho, abychom při výpočtech mohli pracovat s dvou-
rozměrnou deskou, ve které tečou pouze plošné proudy (dejme tomu, že d2 je rozměr od-
pov́ıdaj́ıćı tloušt’ce desky), potom můžeme psát:

I

d1

= (σd2) E

kde levá strana rovnice již vyjadřuje plošné proudy ve 2D desce a na pravé straně je
pozměněná vodivost desky (lǐśıćı se násobkem d2). Plat́ı tedy:

σ2D = σ3D · d2

V této kapitole budeme všude σ chápat jako σ2D. Vyvstává otázka, zda-li z̊ustane rozměr
difúzńıho koeficientu nezměněn. Rozměry vodivosti se změńı z [Ω−1m−1] na [Ω−1]. Ovšem

39
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rozměry z̊ustanou stejné, jelikož po dosazeńı plošných proud̊u I
d1

= (σd2) E do Ampérova
zákona dostáváme:

rot ~B = µ0 (σd2) E

a je tedy vidět, že i µ0 změńı rozměr a rozměr difúzńıho koeficientu tak z̊ustane standardńı
a to [m2s−1].

3.1. Rovnice difúze pro magnetické pole

Rovnice difúze pro magnetické pole je odvozována v tzv. kvazistacionárńım přibĺıžeńı,
kdy je možné zanedbat vliv Maxwellova proudu ∂ ~D/∂t. Odvozeńı meźı, pro které ještě
můžeme daný problém řešit kvazistacionárně, můžeme provést např́ıklad následovně (viz
[2]). Vyjdeme z Maxwellovy rovnice:

rot ~H = ~j +
∂ ~D

∂t
(3.1)

za proud dosad́ıme z Ohmova zákona ~j = σ ~E a pole ~D zaṕı̌seme následuj́ıćım zp̊usobem:

~D = ~D0 e−iω t (3.2)

Po dosazeńı rovnic do (3.1) a použit́ım ~D = ǫ ~E dostáváme:

rot ~H = σ ~E − iω ǫ ~E (3.3)

Maxwell̊uv proud oproti vodivostńımu bude možné zanedbat, pokud bude platit:

ωǫE ≪ σE → σ

ǫω
≫ 1, (3.4)

což je u dobrých vodič̊u splněno ve velice širokém rozmeźı frekvenćı – až do infračervené
oblasti spektra (např. pro měd’ a světlo o vlnové délce 400 nm je σ/ǫω ≈ 9000). Daľśı
podmı́nka se týká Ohmova zákona v diferenciálńım tvaru. Ohmův zákon totiž předpokládá,
že vztah mezi hustotou proudu a elektrickým polem je lokálńıho charakteru, což jinými
slovy znamená, že proud záviśı pouze na hodnotě pole v daném bodě a nikoli na charakteru
pole někde jinde. Fyzikálně to znamená, že středńı volná dráha elektron̊u muśı být malá ve
srovnáńı se vzdálenostmi, na kterých se pole výrazně měńı. V př́ıpadech, které budeme dále
uvažovat, je tato podmı́nka vždy splněna. Budeme tedy pracovat s následuj́ıćım systémem
Maxwellových rovnic:

div ~E = 0 (3.5)

rot ~E = −∂ ~B

∂t
(3.6)

rot ~H = σ ~E (3.7)

div ~B = 0 (3.8)



3.1. ROVNICE DIFÚZE PRO MAGNETICKÉ POLE 41

kde rovnice (3.5) plyne z rovnice (3.7) použit́ım vektorové identity div rot = 0. Rovnici
(3.7) ještě přepǐsme do tvaru:

rot ~B = σ µ ~E (3.9)

Aplikaćı rotace na obě strany této rovnice dostáváme:

−∇2 ~B = σ µ rot ~E (3.10)

a použit́ım rovnice (3.6) dosṕıváme k rovnici difúze pro magnetické pole:

∇2 ~B = σµ
∂ ~B

∂t
(3.11)

Nyńı předpokládejme, že deska je umı́stěna do magnetického pole, které směřuje v kladném
směru osy z a je situováno pouze do vnitřńı části kruhové oblasti, jeho velikost je B0 a vně
oblasti je pole nulové. Tato situace bude odpov́ıdat idealizovanému magnetu nad deskou.
Co by se stalo, kdybychom jsme náhle takovýto idealizovaný magnet nechali zmizet? Zmi-
zelo by s ńım náhle i magnetické pole v desce? Samozřejmě, že ne. Mizeńı pole se bude
ř́ıdit rovnićı difúze, kterou jsme právě odvodili. Obecná metoda řešeńı tohoto problému je
následuj́ıćı (viz [2] str. 201). Hledá se řešeńı rovnice difúze v následuj́ıćım tvaru:

~B = ~Bm(x, y, z) · e−γmt (3.12)

kde γm je konstanta. Rovnice difúze tak přejde do tvaru:

∇2 ~Bm = −σµγm
~Bm (3.13)

pro dané okrajové podmı́nky a konkrétńı tvar vodiče má tato rovnice řešeńı pouze pro
určité hodnoty γm, které jsou vlastńımi hodnotami rovnice. Funkce ~Bm(x, y, z) př́ıslušné

r̊uzným vlastńım hodnotám muśı být ortogonálńı. Počátečńı pole v desce ~B0(x, y, z) pak
můžeme rozložit do následuj́ıćı řady:

~B0(x, y, z) =
∑

m

cm
~Bm(x, y, z) (3.14)

a vývoj pole v čase pak je:

~B(x, y, z) =
∑

m

cm
~Bm(x, y, z) e−γmt (3.15)

V našem idealizovaném př́ıpadě, kdy je pole pouze ve vnitřńı kruhové oblasti, bude situace
samozřejmě poměrně jednoduchá. V následuj́ıćı sekci si ukážeme rozklad našeho idealizo-
vaného pole do vlastńıch funkćı.
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3.2. Řešeńı rovnice difúze pro magnetické pole

Rovnici difúze můžeme řešit separaćı proměnných (viz [9] str. 671). Výše uvedená sub-
stituce (3.12) separuje čas ihned, ale pro názornost si ukažme obvyklý postup při separaci.
Pro jednoduchost zkusme rovnici vyřešit pro př́ıpad, kdy nás budou zaj́ımat proudy pouze v
rovině. V takovém př́ıpadě bude d̊uležitá pouze z-tová složka magnetického pole a obecná
rovnice difúze se tak značně zjednoduš́ı, jelikož ji budeme řešit pouze pro jednu složku.
Dále pro daľśı zjednodušeńı předpokládejme opět magnetické pole pouze uvnitř kruhové
oblasti a nulové vně této oblasti. Rovnice difúze pouze pro z-tovou složku magnetického
pole vypadá následovně:

∇2 B = σ µ
∂B

∂t
(3.16)

kde µ je permeabilita materiálu desky. Označme si κ = 1/σ µ a řešme rovnici difúze
v polárńıch souřadnićıch metodou separace proměnných, tedy B(ρ, φ, t) = F (ρ, φ)T (t).
Zvoĺıme-li separačńı proměnnou jako −k2 (je to nejvhodněǰśı volba vzhledem k źıskanému
výsledku), potom dostáváme následuj́ıćı rovnice:

∇2 F + k2 F = 0,
dT

dt
+ k2κT = 0 (3.17)

Druhou rovnici vyřeš́ıme velice snadno. Výsledek je:

T (t) = Ae−k2κt (3.18)

Prvńı rovnice je známá Helmholtzova rovnice. Přepǐsme si ji do polárńıch souřadnic:

1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂F

∂ρ

)

+
1

ρ2

∂2F

∂φ2
+ k2 F = 0 (3.19)

Znovu můžeme použ́ıt separaci proměnných, tentokrát F (ρ, φ) = P (ρ)Φ(φ) a separačńı
konstantu vezmeme m2. Dostaneme se tak k následuj́ıćım dvěma rovnićım:

d2Φ

dφ2
+ m2 φ = 0,

d2P

dρ2
+

1

ρ

dP

dρ
+

(

k2 − m2

ρ2

)

P = 0 (3.20)

Řešeńı prvńı rovnice je opět velice snadné. Dostáváme:

Φ(φ) = A cos(mφ) + B sin(mφ) (3.21)

Druhá rovnice vypadá na prvńı pohled velice neznámě, ovšem jednoduchou substitućı s =
kρ ji můžeme převést na tvar:

s2d2P

ds2
+ s

dP

ds
+ (s2 − m2)P = 0 (3.22)

což je známá Besselova rovnice. Jej́ım řešeńım tedy dostáváme:

P (ρ) = CJm(kρ) + DYm(kρ), (3.23)
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kde Jm a Ym jsou po řadě Besselova funkce prńıho druhu a Besselova funkce druhého druhu.
Obecné řešeńı rovnice difúze tedy zńı:

B(ρ, φ, t) = [A cos mφ + B sin mφ] [CJm(kρ) + DYm(kρ)]
[

Ee−k2κt
]

, (3.24)

Pro náš konkrétńı př́ıpad magnetického pole, které má konstantńı hodnotu magnetické
indukce B0 v kruhové oblasti o poloměru R a nulovou hodnotu vně této oblasti, se obecné
řešeńı redukuje na následuj́ıćı výraz (jelikož zmiźı závislost pole na úhlu φ z d̊uvodu radiálńı
symetrie a toho dosáhneme pouze volbou m = 0 a nav́ıc muśı být řešeńı konečné v počátku
soustavy souřadnic, takže muśıme položit konstantu D rovnu nule, protože Besselovy funkce
druhého druhu jsou v počátku nekonečné):

B(ρ, t) =

∫
∞

0

C(k) J0(kρ) e−k2κt dk (3.25)

Integrál vyjadřuje, že řešeńı je lineárńı kombinaćı přes všechny možné hodnoty k. Nyńı
nás zaj́ımá, jakým zp̊usobem se bude z-tová složka pole v rovinné desce vyv́ıjet v čase,
pokud naráz vypneme zdroj pole. Na počátku má magnetické pole uvnitř kruhové oblasti
konstantńı velikost B0 dejme tomu v kladném směru osy z. Vně oblasti je nulové. Můžeme
tedy psát:

B(ρ, 0) =

∫
∞

0

C(k) J0(kρ) dk (3.26)

kde B(ρ, 0) = B0 pro ρ ≤ R a B(ρ, 0) = 0 pro ρ > R. Abychom źıskali tvar konstanty
C(k), muśıme obě strany rovnice vynásobit ρ J0(krρ) a integrovat od nuly do nekonečna.
Dostáváme tedy:

∫
∞

0

B(ρ, 0)ρ J0(krρ)dρ =

∫
∞

0

C(k)

[∫
∞

0

J0(kρ) J0(krρ)ρ dρ

]

dk (3.27)

Tento postup jsme zvolili, protože Besselovy funkce jsou ortogonálńı a výraz konstanty C(k)
tak můžeme snadno źıskat (celý postup je jakousi obdobou Fourierovy transformace - v
tomto př́ıpadě se jedná o Hanckelovu transformaci). Pro Besselovy funkce plat́ı následuj́ıćı
relace, kterou uvád́ım bez d̊ukazu:

∫
∞

0

Jν(kρ) Jν(krρ)ρ dρ =
δ(k − kr)

k
(3.28)

Použit́ım této relace dostáváme:
∫

∞

0

B(ρ, 0)ρ J0(krρ)dρ =
C(kr)

kr

(3.29)

Ještě můžeme trochu upravit levou stranu, protože vzhledem ke tvaru funkce B(ρ, 0) stač́ı
integrovat pouze od nuly do R. Dostáváme:

B0

∫ R

0

ρ J0(krρ)dρ =
C(kr)

kr

. (3.30)
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Pro výpočet integrálu na levé straně můžeme použ́ıt následuj́ıćı rekurentńı relace, kterou
opět uvád́ım bez d̊ukazu:

d

dz
[z J1(z)] = z J0(z) (3.31)

v našem př́ıpadě tedy:
1

kr

d

dρ
[krρ J1(krρ)] = kr ρ J0(krρ) (3.32)

a integrál tedy vycháźı:

∫ R

0

J0(krρ)ρ dρ =

[
1

kr

ρ J1(krρ)

]R

0

=
1

kr

R J1(kr R), (3.33)

a konstanta C(kr) je tedy takováto:

C(kr) = B0 R J1(krR) (3.34)

z-tová složka magnetického pole se tedy v rovinné desce vyv́ıj́ı podle následuj́ıćıho vztahu:

B(ρ, t) = B0 R

∫
∞

0

J1(kR) J0(kρ) e−k2κt dk (3.35)

Na obr. 3.1 můžete vidět výsledek poskládáńı pole B(ρ, 0) z vlnových č́ısel k z menš́ıho a
větš́ıho intervalu, pro př́ıpad B0 = 1 a R = 1. Je vidět, že źıskaná rovnice dává skutečně
pole, které jsme chtěli z vlastńıch funkćı poskládat. Na daľśım obr.3.2 pak můžete vidět
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Obrázek 3.1: Rozklad pole do řady Besselových funkćı

časový vývoj počátečńıho pole. Z-tová složka magnetické pole se roztéká do stran.
Nyńı jsme se dostali do fáze, kdy budeme moci využ́ıt některých metod z kapitoly (2.3.1)

věnované analýze př́ıpadu σ → ∞. Jsme v situaci, kdy máme rozklad pole, které je kon-
stantńı v kruhové oblasti a v́ıme co se s polem bude v desce d́ıt, když náhle vypneme zdroj
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Obrázek 3.2: Časový vývoj p̊uvodńıho pole

tohoto pole. V nadcházej́ıćı sekci si ukážeme, jak se dá elegantně těchto několika poznatk̊u
využ́ıt k řešeńı v́ı̌rivých proud̊u v desce se započ́ıtáńım nejen primárńıch, sekundárńıch, ale
dokonce všech proud̊u vyšš́ıch řád̊u. Tento výpočet muśıme provést, chceme-li se dozvědět,
proč a jakým zp̊usobem se měńı brzdná a normálová śıla na magnet.

3.3. Krokový pohyb magnetu

V celé sekci zase budeme pracovat s idealizovaným magnetem, který má konstantńı pole
unvitř kruhové oblasti tentokrát v záporném směru osy z (označme ho pro jednoduchost
(M−), budeme také pracovat s magnetem (M+), který bude mı́t pole orientované opačně),
abychom mohli snadno srovnávat s již vyřešenými př́ıpady, a nulové vně. Co kdybychom si
pohyb magnetu představovali následuj́ıćım zp̊usobem; ve směru, kterým se magnet pohy-
buje, umı́stěme ve vzdálenosti ∆x od sebe do stejného mı́sta (to je možné provést alespoň
myšlenkově, jelikož plat́ı princip superpozice) dva magnety, ale opačně orientované. Situ-
ace se má tedy tak, že před magnetem de facto žádné magnety nejsou. Vı́me o nich jen
my. Jsou to pouze imaginárńı magnety, které jsou zdrojem magnetických poĺı, která se
vzájemně vyruš́ı. Pozice, v ńıž se magnet aktuálně nacháźı, je pak pozićı, kde je magnet
M− zat́ımco magnet M+ neńı př́ıtomen. Celá situace je na obr. 3.3. Jak by mohlo vypadat
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Obrázek 3.3: Takto prob́ıhá krokováńı pohybu magnetu

pole poskládané z takovéto časové posloupnosti magnet̊u? Zřejmě můžeme psát:

BC =

(

B0 R

∫
∞

0

J1(kR) J0(kρ0)e
−k2κt0

)

+

+

(

B0 R

∫
∞

0

J1(kR) J0(kρ1)e
−k2κt0

[

e−k2κ∆t − 1
])

+

+

(

B0 R

∫
∞

0

J1(kR) J0(kρ2)e
−k2κt0

[

e−k2κ2∆t − e−k2κ∆t
])

+ . . .

. . . +

(

B0 R

∫
∞

0

J1(kR) J0(kρN)e−k2κt0

[

e−k2κN∆t − e−k2κ(N−1)∆t
])

+

+

(

−B0 R

∫
∞

0

J1(kR) J0(kρN+1)e
−k2κ(t0+N∆t)

)

(3.36)

kde ρN =
√

(x − N v dt)2 + y2. Nás zaj́ımá situace v čase t0 = 0, takže výraz se zjednoduš́ı.
Posledńı člen jsme přidali z toho d̊uvodu, protože je velice daleko od mı́sta, v kterém pole
v desce vyšetřujeme a tud́ıž nebude mı́t vliv na výsledek, ovšem je d̊uležitý pro symetrii
výše uvedeného výrazu - s jeho pomoćı můžeme výraz přepsat do kompaktněǰśıho tvaru:

BC = B0 R

∞∑

N=0

∫
∞

0

J1(kR) [J0(kρN) − J0(kρN+1)] e
−k2κN∆t dk (3.37)
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Dále plat́ı následuj́ıćı vztah (všechny integrály tohoto typu byly převzaty z [10] a některé
matematické postupy můžete nalézt ve [12]):

∫ 2π

0

cos[δ cos(θ)] cos[γ sin(θ)] dθ = 2π J0(
√

δ2 + γ2) (3.38)

Jeho použit́ım v (3.37) dostáváme:

BC =
B0 R

2π

∞∑

N=0

∫
∞

0

∫ 2π

0

J1(kR)e−k2κN∆t · cos(ky sin θ) ·

· [cos(k(x − (Nv∆t) cos θ)) − cos(k(x − ((N + 1)v∆t) cos θ))] dk dθ

(3.39)

Substitućı α = k cos(θ) a β = k sin(θ) dostáváme:

BC =
B0 R

2π

∞∑

N=0

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

J1(kR)

k
e−k2κN∆t · cos(βy) ·

· [cos(α(x − Nv∆t)) − cos(α(x − (N + 1)v∆t))] dα dβ

(3.40)

To můžeme opět přepsat do kompaktněǰśıho tvaru, pokud budeme brát jako výsledek
reálnou část následuj́ıćıho výrazu:

BC =
B0 R

2π

∞∑

N=0

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

J1(kR)

k
e−k2κN∆t · cos(βy) ·

·eiαx
[
e−iαvNδt − e−iαv(N+1)∆t

]
dα dβ

(3.41)

Ted’ muśıme přej́ıt k lim∆t→0 tohoto výrazu, abychom mı́sto jednotlivých nespojitých krok̊u
dostali spojitý pohyb. Muśıme tedy spoč́ıtat:

lim
∆t→0

∞∑

N=0

e−k2κN∆t ·
[
e−iαvN∆t − e−iαv(N+1)∆t

]
(3.42)

Pro malá ∆t můžeme psát:

e−k2κNdt · e−iαvNdt [1 − (cos(αvdt) − i sin(αvdt))] (3.43)

Když nyńı rozvineme sin a cos a ponecháme pouze členy dt v prvńı mocnině, dostaneme:

e−k2κNdt · e−iαvNdt [1 − (1 − iαvdt)] (3.44)

Nyńı mı́sto sumy přes N můžeme psát následuj́ıćı integrál:

iαv

∫
∞

0

e−k2κt · e−iαvt dt (3.45)
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Rozepsáńım e−iαvt do sin a cos a použit́ım následuj́ıćıch identit:
∫

∞

0

e−ax cos(bx) =
a

a2 + b2
(3.46)

∫
∞

0

e−ax sin(bx) =
b

a2 + b2
, (3.47)

integrál (3.45) vycháźı:

iαv
k2κ − iαv

(αv)2 + (k2κ)2
(3.48)

Pro určeńı celkového pole BC zbývá jediné - spoč́ıtat reálnou část následuj́ıćıho integrálu:

BC =
B0 R

2π

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

J1(kR)

k
eiαx iαv

k2κ − iαv

(αv)2 + (k2κ)2
cos(βy) dα dβ (3.49)

V principu jsme ted’ schopni spoč́ıtat i proudy v desce podle vzorce rotBC = µ~j. Máme

pouze z-tovou složku magnetického pole, proto rotBC =
(

∂BC

∂y
,−∂BC

∂x

)

. Odvozeńı pole

proud̊u a daľśıch vlastnost́ı nového modelu provedeme v následuj́ıćı kapitole.

3.4. Srovnáńı starého a nového modelu

3.4.1. Pole proud̊u pro malé rychlosti (vodivosti)

Pod́ıvejme se nejdř́ıve na pole proud̊u v př́ıpadě, kdy je vodivost poměrně malá (nebo
ekvivalentně je-li rychlost magnetu malá). V takovém př́ıpadě můžeme psát κ ≫ v a
zároveň můžeme psát k2κ ≫ αv, protože př́ıspěvky k výslednému integrálu (reálné části)
v intervalu od nuly do nějakého malého k jsou zanedbatelné, jelikož plat́ı:

lim
k→0

(
J1(kR)

k
eiαx iαv

k2κ − iαv

(αv)2 + (k2κ)2
cos(βy)

)

= 0 (3.50)

Výraz (3.48) v aproximaci k2κ ≫ αv přecháźı na:

iαv

k2κ
(3.51)

a reálná část integrálu (3.49) vycháźı:

BC = −B0 R

2π

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

J1(kR)

k
sin(αx)

αv

k2κ
cos(βy) dα dβ (3.52)

Pro proudy v desce potom dostáváme:

jx =
B0 Rv

2πµκ

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

J1(kR)αβ

k3
sin(αx) sin(βy) dα dβ (3.53)
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jy =
B0 Rv

2πµκ

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

J1(kR)α2

k3
cos(αx) cos(βy) dα dβ (3.54)

přechodem zpátky do polárńıch souřadnic a dosazeńım za κ dostáváme:

jx =
B0 Rvσ

2π

∫
∞

0

∫ 2π

0

J1(kR) ·

· cos(φ) sin(φ) sin(k cos(φ)x) sin(k sin(φ)y) dk dφ (3.55)

jy =
B0 Rvσ

2π

∫
∞

0

∫ 2π

0

J1(kR) ·

· cos2(φ) cos(k cos(φ)x) cos(k sin(φ)y) dk dφ (3.56)

Nyńı použijeme následuj́ıćıch vztah̊u:
∫ 2π

0

cos(φ) sin(φ) sin(k cos(φ)x) sin(k sin(φ)y) dφ =
2πxy

ρ2
J2(kρ) (3.57)

∫ 2π

0

cos2(φ) cos(k cos(φ)x) cos(k sin(φ)y) dφ =

= π J0(kρ) +
π(y2 − x2)

ρ2
J2(kρ) (3.58)

a proudy tedy vycháźı:

jx = B0 Rvσ
xy

ρ2

∫
∞

0

J1(kR)J2(kρ) dk (3.59)

jy =
B0 Rvσ

2

∫
∞

0

J1(kR)

(

J0(kρ) +
y2 − x2

ρ2
J2(kρ)

)

dk (3.60)

Na prvńı pohled je vidět, že ve výsledku je opět něco z dipólového charakteru pole. Pole
proud̊u je zobrazeno na obr. 3.4 (při numerickém výpočtu integrálu jsem integroval pouze
v intervalu od nuly do dvaceti - př́ıspěvek k integrálu je totiž největš́ı kolem jedničky a pro
velké hodnoty jsou př́ıspěvky zanedbatelné, takže takto provedená integrace dává velice
přesné výsledky). Je velice podobné poli, které jsme spoč́ıtali v jednoduchém modelu, což je
logické, jelikož při malých rychlostech nebo ekvivalentně malých vodivostech je magnetické
pole od indukovaných proud̊u velice rychle utlumeno a proto nemá významný pod́ıl na
sekundárńıch proudech a proudech vyšš́ıch řád̊u, které jinak situaci ovlivňuj́ı a to dost
výrazně při velkých vodivostech nebo ekvivalentně velkých rychlostech, jak se za chv́ıli
přesvědč́ıme. Také je zaj́ımavé zkontrolovat, jestli výsledek sed́ı rozměrově, protože na
prvńı pohled by se mohlo zdát, že tomu tak neńı. Ovšem rozměr integrál̊u přes k je [m−1],
jelikož k je vlastně koeficient Fourierovy-Hanckelovy transformace, takže vše je v pořádku.

Vztahy (3.59) a (3.60) se daj́ı ještě zjednodušit použit́ım následuj́ıćı relace:

∫
∞

0

Jν(αx) Jν−1(βx) dx =







βν−1

αν β < α
1
2β

β = α

0 β > α

(3.61)
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Obrázek 3.4: Pole proud̊u kolem magnetu, který se pohybuje v záporném směru osy x

Vztah (3.59) se tak rozpadne na následuj́ıćı tři vztahy podle toho, je-li ρ > R, ρ < R nebo
ρ = R:

jx =







B0 Rvσ xy

ρ2

R
ρ2 ρ > R

0 ρ < R
1
2
B0vσ xy

ρ2 ρ = R
(3.62)

pro pole jy pak obdobným zp̊usobem obdrž́ıme:

jy =







B0 Rvσ
2

y2
−x2

ρ2

R
ρ2 ρ > R

1
2
B0vσ ρ < R

1
2
B0 Rvσ

(
1
2ρ

+ y2
−x2

ρ2

1
2R

)

ρ = R

(3.63)

Řešeńı pro oblast ρ > R můžeme tedy za použit́ı x = ρ cos φ a y = ρ sin φ psát následovně:

~jΩ2
=

(
1

2
B0vσ

R2

ρ2
sin 2φ,−1

2
B0vσ

R2

ρ2
cos 2φ

)

(3.64)

a převedeńım vektorového pole do polárńıch souřadnic použit́ım r̂ = cos φx̂ + sin φŷ a
φ̂ = − sin φx̂ + cos φŷ dostáváme:

~jΩ2
=

(
1

2
B0vσ

R2

ρ2
sin φ,−1

2
B0vσ

R2

ρ2
cos φ

)

, (3.65)
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což je naprosto stejný výsledek jako rovnice (2.28). Pro ρ < R potom snadno dostáváme
(v kartézských souřadnićıch):

~jΩ1
=

(

0,
1

2
σvB0

)

, (3.66)

což je ve shodě s rovnićı (2.27). Nový model je tedy v limitě malých rychlost́ı (vodivost́ı)
v perfektńı shodě se starým modelem. Veškeré úvahy provedené dř́ıve, týkaj́ıćı se brzdné
śıly na magnet, jsou platné i v tomto př́ıpadě. Co nám ř́ıká rovnice (3.49) o poli v́ı̌rivých
proud̊u v př́ıpadě, kdy je rychlost magnetu nebo vodivost desky velmi velká? Již prvńı
pohled dává tušit, že integrál (3.49) neńı pro velké rychlosti závislý na rychlosti, což by
bylo ve shodě s úvahami v kapitole (2.3.1). Proved’me nyńı hlubš́ı rozbor této situace.

3.4.2. Pole proud̊u pro velké rychlosti (vodivosti)

Pro σ → ∞ je následuj́ıćı výraz přibližně roven

iαv
k2κ − iαv

(αv)2 + (k2κ)2
≈ 1 (3.67)

Rovnice (3.49) tedy přecháźı do následuj́ıćıho tvaru:

BC =
B0 R

2π

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

J1(kR)

k
cos(αx) cos(βy) dα dβ (3.68)

a použit́ım
∫ 2π

0

cos[δ cos(θ)] cos[γ sin(θ)] dθ = 2π J0(
√

δ2 + γ2) (3.69)

spojeným s přechodem od kartézkých do polárńıch souřadnic se dostáváme k výrazu:

BC = B0 R

∫
∞

0

J1(kR) J0(kρ) dk (3.70)

Nad deskou je magnet, jehož z-tová složka je orientovaná opačně a jeho pole vypadá takto:

BM = −B0 R

∫
∞

0

J1(kR) J0(kρ) dk (3.71)

Toto je výsledek, který jsme očekávali v kapitole (2.3.1), kdy jsme pouhými úvahami dospěli
k závěru, že pohyb magnetu nad ideálńım vodičem je ve své podstatě ekvivalentńı pohybu
dvojice opačně orientovaných magnet̊u ve volném prostoru. Žádná brzdná śıla tedy nebude
př́ıtomna, budeme pozorovat pouze śılu normálovou (v našem konkrétńım př́ıpadě bude
ovšem normálová śıla nulová, jelikož k normálové śıle by byla zapotřeb́ı také x-ová nebo
y-ová složka magnetického pole). Jak v tomto př́ıpadě vypadá pole proud̊u? Muśı vypadat
takovým zp̊usobem, aby vytvářelo zrcadlový obraz magnetu nad deskou. Pole v desce je
vlastně skoková funkce definovaná následovně:

B(ρ) =

{
B0 ρ < R
0 ρ > R

(3.72)
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Pokud výraz zrotujeme v cylindrických souřadnićıch, potom dostáváme pouze proudy ve
směru φ̂ a výraz pro proudy vypadá následovně:

jφ = δ(ρ − R) · B0

µ
(3.73)

Tady se může na prvńı pohled zdát, že je něco v nepořádku, jelikož jsme dostali nekonečné
proudy. Ovšem ačkoli je plošná hustota proud̊u nekonečná, je samotný proud konečný,
jelikož proudy tečou jen v oblasti nekonečně malé š́ı̌rky. Obdržený výsledek je tedy ro-
zumný. Na obr. 3.5 je zobrazena sekvence sńımk̊u, která ukazuje, jak se bude pole proud̊u
vyv́ıjet pokud budeme zvyšovat vodivost (obrázky jsou pouze orientačńı, protože integrál
je poměrně časově náročné numericky řešit a proto byl obor integrace zkrácen na minimum.
Odchylka od skutečného tvaru pole však neńı velká. Rysy chováńı pole proud̊u jsou jasně
patrné a postupně tvar pole konverguje ke konfiguraci, která je popsána rovnićı (3.73).)
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Obrázek 3.5: Vývoj v́ı̌rivých proud̊u pro vr̊ustaj́ıćı rychlost (a) nejmenš́ı ... (d) největš́ı
(pole jsou pouze orientačńı z d̊uvodu výrazně zkráceného oboru integrace)

3.5. Vzorec pro brzdnou śılu

Jelikož v modelovém př́ıkladě neńı možnost vypoč́ıtat normálovou śılu p̊usob́ıćı na
magnet, pokusme se alespoň o naleznut́ı vyjádřeńı pro brzdnou śılu. Bude nás zaj́ımat
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následuj́ıćı integrál:

Fx =

∫

S

jyBM dS, (3.74)

kde BM je magnetické pole magnetu. Integrujeme nestandartně přes plochu, jelikož celou
dobu řeš́ıme 2D př́ıpad. Třet́ı rozměr je ovšem nepř́ımo zahrnut ve vztahu pro vodivost.
Plat́ı:

jy =
B0R

2πµ

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

αJ1(kR)

k
·

·sin(αx)(αv)2 + cos(αx)αvk2κ

(αv)2 + (k2κ)2
cos(βy) dα dβ (3.75)

Pro śılu potom můžeme psát (pole magnetu je nenulové pouze v kruhové oblasti):

Fx =
B2

0R

2πµ

∫ R

0

∫ 2π

0

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

αJ1(kR)

k
·

·sin(αρ cos(φ))(αv)2 + cos(αρ cos(φ))αvk2κ

(αv)2 + (k2κ)2
cos(βρ sin(φ))ρ dα dβ dρ dφ

(3.76)

Nyńı můžeme prointegrovat přes úhel φ. Použit́ım následuj́ıćıch vztah̊u
∫ 2π

0

sin(αρ cos(φ)) cos(βρ sin(φ)) dφ = 0 (3.77)

∫ 2π

0

cos(αρ cos(φ)) cos(βρ sin(φ)) dφ = 2πJ0(kρ) (3.78)

dostáváme:

Fx =
B2

0R

µ

∫ R

0

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

αJ1(kR)J0(kρ)

k

αvk2κ

(αv)2 + (k2κ)2
ρ dα dβ dρ (3.79)

Nyńı subtituujeme α = k cos θ a β = k sin θ a znovu prointegrujeme přes úhel. Muśıme
zintegrovat následuj́ıćı (dvě Besselovy funkce pro stručnost nezapisuji):

∫ 2π

0

k4vκ cos2(θ)

k2 cos2(θ)v2 + k4κ2
dθ =

2πk2κ
(√

v2 + k2κ2 − kκ
)

v
√

v2 + k2κ2
(3.80)

Celkově tedy dostáváme:

Fx =
2πB2

0R

µ

∫ R

0

∫
∞

0

J1(kR)J0(kρ)ρ
k2κ

(√
v2 + k2κ2 − kκ

)

v
√

v2 + k2κ2
dρ dk (3.81)

Zkontrolujme pro jistotu výsledek alespoň rozměrově. Dvojný integrál je bezrozměrný a
koeficient před ńım můžeme pomoćı vzorce (2.87) (jedná se také o bezrozměrný výraz)
přepsat takto:

2πB2
0R

µ
→ 2πσvxB

2
0R

2, (3.82)
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což má stejné rozměry jako vzorec (2.11) (sice se může zdát, že chyb́ı tloušt’ka desky,
ovšem ta je opět skryta v naš́ı definici 2D-vodivosti desky, σ jsme definovali jako σ3Dd),
kde o rozměru výrazu neńı žádných pochybnost́ı. Zkusme se nyńı pod́ıvat na př́ıpad, kdy
je rychlost magnetu (vodivost desky) malá. Pak můžeme psát:

k2κ
(√

v2 + k2κ2 − kκ
)

v
√

v2 + k2κ2
≈ v

2κ
(3.83)

a výraz pro śılu nabývá tvaru:

Fx = πB2
0Rσv

∫ R

0

∫
∞

0

J1(kR)J0(kρ)ρdρ dk, (3.84)

kde ∫ R

0

∫
∞

0

J1(kR)J0(kρ)ρdρ dk =
R

2
(3.85)

takže výraz pro śılu nabývá konečného tvaru:

Fx =
1

2
πB2

0R
2σv, (3.86)

kde σ je 2D vodivost, tud́ıž dostáváme stejný výsledek jako ve (2.29). Pro velké rychlosti
(nebo sṕı̌se velké vodivosti) můžeme psát:

k2κ
(√

v2 + k2κ2 − kκ
)

v
√

v2 + k2κ2
≈ k2κ

v
(3.87)

a výraz pro śılu přecháźı:

Fx =
2πB2

0R

µσv

∫ R

0

∫
∞

0

J1(kR)J0(kρ)ρk2dρdk (3.88)

a je tedy vidět, že śıla pro velké rychlosti nebo ekvivalentně velké vodivosti klesá přibližně
jako 1

v
nebo 1

σ
, což je v souladu s našimi dř́ıvěǰśımi poznatky.

Samozřejmě bychom nyńı mohli nalézt i výraz pro normálovou śılu, ovšem použitý mo-
del nám to nedovoluje, jelikož nemáme složky magnetického pole, které jsou za normálovou
śılu zodpovědné.

V této kapitole jsme na modelovém př́ıkladě odvodili obecný postup, který umožňuje
nalezeńı brzdné i normálové śıly a zahrnuje v sobě, na rozd́ıl od dipólového modelu i
proudy sekundárńı a vyšš́ıch řád̊u a dává nám tak možnost nahlédnout do chováńı modelu
při rychlostech a vodivostech ve velice širokém spektru hodnot.



Kapitola 4

Experimentálńı část

Ćılem experimentálńı části bylo ověřit některé obecně platné zákonitosti, které vyply-
nuly z teoretického modelu. Většina uvažovaných a řešených př́ıpad̊u byla bohužel velice
zjednodušená a sloužila pouze jako nástroj k demonstrováńı funkčnosti modelu. Pokud
bychom chtěli řešit maxwellovsky pole proud̊u od reálného magnetu (a to i magnetu s ide-
alizovaným dipólovým charakterem pole), potom by se stal použitý matematický aparát
mnohem složitěǰśı už jen přechodem do tř́ı rozměr̊u, nemluvě o komplikovanosti výpočtu
samotného pole proud̊u skládáńım nekonečného počtu krok̊u magnetu. Samozřejmě kom-
plexněǰśı výpočet by dával v́ıce možnost́ı k experimentálńımu ověřeńı teoretického mo-
delu. My jsme ovšem v situaci, kdy máme provedeny výpočty, ve kterých např́ıklad v̊ubec
nezálež́ı na vzdálenosti magnetu od desky, na tloušt’ce desky, model magnetického pole
magnetu je také velmi nerealistický. Závěr toho všeho je, že nemá valný význam bez
daľśıch a komplexněǰśıch výpočt̊u provádět detailńı měřeńı, jelikož v podstatě neńı mnoho
předpověd́ı teorie, které by se dali experimentálně ověřit.

V experimentálńı části jsem se zaměřil hlavně na analýzu změny brzdné a normálové
śıly na magnet při změně rychlosti pohybu magnetu nad deskou. Jedná se totiž o nej-
zaj́ımavěǰśı proměnnou v teorii. Samozřejmě bychom mohli měřit i změnu sil v závislosti
na změně velikosti magnetického pole, ovšem to rozhodně neńı př́ılǐs zaj́ımavé, jelikož ne-
docháźı k takovým , na prvńı pohled možná ”nečekaným”, jev̊um jako při změně rychlosti
nebo ekvivalentně změně vodivosti. Měřeńı pro r̊uzné vodivosti by se v zásadě dalo také
provést, ovšem z d̊uvodu nedostatku desek r̊uzných vodivost́ı, nebyla závislost na vodivosti
experimentálně ověřena. Měřeńı závislosti brzdné a normálové śıly na vzdálenosti magnetu
od desky a na tloušt’ce desky také nemá smysl provádět, jelikož chyb́ı potřebné teoretické
výpočty. Vliv konečné velikosti desky na brzdnou a normálovou śılu také nebyl experi-
mentálně zkoumán, jednak kv̊uli komplikovaným výpočt̊um v př́ıpadě pohybu magnetu po
obvodu vodivého kotouče (teoretický výpočet byl proveden pouze pro př́ıpad, kdy se mag-
net pohybuje ve středu zkoumané desky), jednak kv̊uli nedostatku vodivých desek r̊uzných
velikost́ı.
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4.1. Aparatura použitá při měřeńı

Na obr. 4.1 a obr. 4.2 můžete vidět uspořádáńı experimentu pro měřeńı normálové a
brzdné śıly.

Obrázek 4.1: Rozvržeńı aparatury při měřeńı normálové śıly

Obrázek 4.2: Rozvržeńı aparatury při měřeńı brzdné śıly

Aparatura se skládala z následuj́ıćıch část́ı:

• vodivý kotouč (hlińıkový) (d = 1 mm)

• optické závory pro určeńı úhlové rychlosti disku

• vrtačka roztáčej́ıćı kotouč

• digitálńı siloměr (rozsah 4,9 N nebo 1 N)
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• neodymový magnet (N42 – 1.32 T) (R = 0.75 cm) (m = 10.46 g)

• regulátor umožňuj́ıćı flexibilně měnit otáčky vrtačky

• poč́ıtačový systém ISES sńımaj́ıćı signály od optických závor a siloměru

Byl použit neodymový magnet, protože běžné magnety poskytuj́ı velice slabé magne-
tické pole a měřené efekty by tedy v jejich př́ıpadě nebyly nikterak výrazné.

4.2. Postup při měřeńı a zp̊usob analýzy dat

4.2.1. Postup

Podle typu śıly, který jsme chtěli měřit, jsme aparatu sestavili dle obr. 4.1 nebo obr.
4.2. Pro určité otáčky vrtačky jsme provedli tř́ısekundové měřeńı śıly (postup při zpra-
cováńı takto źıskaných dat je uveden ńıže). Mezi každým měřeńım jsme z d̊uvodu možného
zahř́ıváńı desky prováděli dvouminutové pauzy, kdy byl magnet dostatečně vzdálen od
desky a deska rotovala a t́ım se rychleji ochlazovala o vzduch (kdybychom tyto pauzy
neprováděli, museli bychom vźıt v úvahu změnu vodivosti desky s teplotou a ačkoli byla
změna teploty desky minimálńı, přesto by mohla mı́t určitý zkresluj́ıćı vliv na měřeńı).
Provedli jsme sérii měřeńı pro r̊uzné rychlosti pro dva zkoumané typy sil.

4.2.2. Určeńı úhlové frekvence rotuj́ıćıho disku

Abychom byli schopni nějakým sofistikovaným zp̊usobem zanalyzovat signál od op-
tických detektor̊u, který je periodicky přeřušovaný optickou blokádou, budeme muset na
mı́sto odeč́ıtáńı periody z grafu použ́ıt diskrétńı Fourierovy transformace. Tato metoda
poskytuje velice účinný algoritmus, který nám dovoluje dokonce i ze signálu, ve kterém
na prvńı pohled nejsou patrny žádné známky periodicity, vyč́ıst frekvence (periody), které
jsou zastoupeny s největš́ı vahou. Vezměme si např́ıklad následuj́ıćı signál od optického
systému z jednoho měřeńı (obr.4.3). Drobné výchylky v minimu intenzity jsou zp̊usobeny
použitou optickou blokádou, která byla složena z v́ıce část́ı, které k sobě úplně nedoléhaly
a proto mohl optický systém chvilkově zaznamenat větš́ı intenzitu. K analýze takovýchto
dat je výhodné použ́ıt algoritmus rychlé Fourierovy transformace, který je implementován
v systému MatLab. Vycháźı se z komplexńıho zápisu rozkladu nějaké funkce do Fourierovy
řady:

f(t) =
∞∑

r=−∞

cr(ω)eiωrt (4.1)

Implementovaný algoritmus vezme na vstupu vektor N naměřených dat ~x a jako výstup
dostaneme komplexńı fourierovy koeficienty pro jednotlivé frekvence také ve formě nějakého
vektoru ~X, podle následuj́ıćıho vztahu:

X(k) =
N∑

j=1

x(j)ω
(j−1)(k−1)
N , ωN = e

−2πi
N (4.2)
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Obrázek 4.3: Periodická data naměřená optickým systémem

V komplexńı rovině pak dostáváme následuj́ıćı graf (obr.4.4), z kterého je ovšem obt́ıžné
vyč́ıst nějaké relevantńı informace. Jednotlivé fourierovy koeficienty determinuj́ı v kom-
plexńı rovině vektory. Pokud tedy přǐrkneme koeficient̊um pro určitou frekvenci velikost
jejich vektoru v komplexńı rovině, dostaneme graf, který již bude daleko pr̊uhledněǰśı,
protože de facto bude ukazovat váhu, s jakou jednotlivé fourierovy koeficienty přisṕıvaj́ı
k celkové funkci, které byla rozložena do Fourierovy řady. Samozřejmě můžeme výsledek
zobrazit rovnou pro nejčastěǰśı zastoupeńı periody namı́sto frekvence. Pro naše výchoźı
data poté dostáváme následuj́ıćı graf.(obr. 4.5). V grafu se objevuj́ı i menš́ı maxima pro
jiné periody, ale je vidět, že se jedná o nějaké násobky periody maximálńı, což je poměrně
logické, když si představ́ıme, jakým zp̊usobem se funkce Fourierovou řadou sestavuje. Výše
zmı́něným postupem byla tedy určena úhlová frekvence vodivého disku v př́ıpadě r̊uzných
měřeńı.

4.2.3. Zpracováńı měřeńı brzdné a normálové śıly

Nepř́ıjemnou skutečnost́ı při měřeńı brzdné a normálové śıly byly oscilace śıly, které se
objevovali v d̊usledku nepřesného umı́stěńı osy disku. Bohužel i výchylka pouhé poloviny
milimetru zp̊usobuje významnou změnu v naměřené śıle, jelikož śıla záviśı na kvadrátu
magnetické indukce a u reálných magnet̊u, které maj́ı přibližně dipólový charakter, je
tedy vzdálenost od vodivé desky velmi významným parametrem. Samozřejmě je možné
brát jakousi středńı vzdálenost od desky, která se vypočte jako pr̊uměr z bod̊u největš́ıho
přibĺıžeńı a vzdáleńı od desky a zároveň můžeme také zpr̊uměrovat naměřená data, která
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Obrázek 4.4: Fourierovy koeficienty v komplexńı rovině
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v reálu vypadala tak, jak ukazuje obr.4.6. V principu se dá z grafu śıly źıskat i perioda
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Obrázek 4.6: Závislost śıly na čase pro určitou úhlovou rychlost disku

otáčeńı disku, jak se můžete přesvědčit na obr. 4.7 (byla použita data ze stejného měřeńı, na
kterých byla demonstrována FFT v předchoźı kapitole), ovšem tato metoda může selhávat
v př́ıpadě větš́ıch rotaćı a proto je nutné mı́t nezávislý systém měřeńı periody. Samozřejmě
bylo také nutné kalibrovat použité digitálńı siloměry, jelikož jsme záměrně prodloužili jejich
ramena, abychom doćılili větš́ıho momentu śıly a tedy věťśıho prohnut́ı ramen, které je
následně sńımano optickým systémem v siloměru. Kalibraci jsme provedli jednoduše tak, že
jsme naměřili referenčńı data z několika závaž́ımi na magnetu a t́ım jsme mohli ocejchovat
stupnici pro śılu.

4.3. Výsledky měřeńı

4.3.1. Výsledky měřeńı pro brzdnou śılu

V tabulce 4.1 jsou data relevantńı pro měřeńı brzdné śıly p̊usob́ıćı na magnet po-
hybuj́ıćı se nad hlińıkovou deskou. Výsledky měřeńı jsou pak vyneseny na obr. 4.8.
Grafem jsem proložil polynom třet́ıho stupně. Graf má očekávaný pr̊uběh, ale bohužel
jsme nebyli experimentálně schopni dosáhnout takových rychlost́ı, abychom dosáhli sta-
cionárńıho bodu, natož pak mı́st, kde brzdná śıla zač́ıná opět klesat. Pro malé rychlosti
se dá závislost skutečně považovat za lineárńı. Někdo by mohl namı́tnout, že odklon od
linearity je zp̊usoben zahř́ıváńım rotuj́ıćı desky a s t́ım spojeným poklesem vodivosti, což
by se podle obou našich model̊u mělo projevit poklesem brzdné śıly. Při měřeńı byly ovšem
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Obrázek 4.7: FFT pro závislost śıly na čase

l = 1.5 mm RS = 4.15 cm
F [N] v [ms−1]

0.19 0.61
0.35 1.22
0.58 2.34
0.88 3.65
1.27 5.39
1.37 6.34
1.49 6.95
1.63 7.91
1.78 8.69
1.83 9.38
1.89 9.82
2.00 10.51
2.17 11.82
2.22 12.25

Tabulka 4.1: Naměřená data v konfiguraci pro brzdnou śılu (l znač́ı vzdálenost magnetu
od otáčej́ıćı se desky a RS je vzdálenost středu magnetu od osy otáčeńı desky)
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Obrázek 4.8: Závislost brzdné śıly na rychlosti magnetu nad deskou

prováděny poměrně dlouhé pauzy (dvě minuty s rotuj́ıćım kotoučem bez magnetu) a nav́ıc
byla změna teploty desky v podstatě nepatrná, takže jev zahř́ıváńı může být, za zp̊usobeńı
odklonu od linearity, vyloučen. Žádný daľśı artefakt, který by se mohl na odklonu od li-
nearity projevit nepřipadá v úvahu, takže výsledky měřeńı můžeme brát za směrodatné.

4.3.2. Výsledky měřeńı pro normálovou śılu

V tabulce 4.2 jsou opět uvedena data vztahuj́ıćı se k měřeńı normálové śıly p̊usob́ıćı
na magnet pohybuj́ıćı se nad hlińıkovou deskou. Při měřeńı normálové śıly se objevuje
nepř́ıjemný artefakt. Jak se śıla p̊usob́ıćı na magnet zvyšuje, rameno siloměru se prohýbá a
vzdálenost magnetu od rotuj́ıćı desky tedy nar̊ustá. Následekem toho jsou naměřené hod-
noty normálové śıly nepatrně zkreslené (skutečné hodnoty normálové śıly jsou pro měřené
rychlosti větš́ı). Bohužel, tento artefakt se mi při experimentu nepodařilo odstranit. Pro-
hnut́ı ramene siloměru však pro měřené śıly neńı velké ve srovnáńı se vzdálenost́ı mag-
netu od desky a tak měřeńı nebude t́ımto jevem př́ılǐs ovlivněno. Na obr. 4.9 je vynesena
závislost normálové śıly na rychlosti magnetu. Výsledek je opět v souladu s očekáváńım a
dá se dokonce ř́ıci, že normálová śıla se zvyšuje s kvadrátem rychlosti (kdybychom nějakým
zp̊usobem odstranili artefakt souvisej́ıćı s prohnut́ım ramen, výsledek by byl ještě o něco
př́ıznivěǰśı). Je určitě zaj́ımavé pod́ıvat se na srovnáńı chováńı obou závislost́ı na určitém
intervalu rychlost́ı, což můžete vidět na obr. 4.10. Normálová śıla p̊usob́ıćı na magnet roz-
hodně neńı malá, jelikož je v maximálńı hodnotě rovna FN = 0.55 N a to je skoro pětkrát
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l = 1.5 mm RS = 4.7 cm
F [N] v [ms−1]

0.02 2.46
0.04 3.54
0.16 7.18
0.20 8.17
0.24 9.15
0.29 10.04
0.34 10.72
0.37 11.31
0.40 12.00
0.45 12.69
0.47 13.09
0.50 13.68
0.55 14.46

Tabulka 4.2: Naměřená data v konfiguraci pro normálovou śılu
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y = 0.002*x2 + 0.011*x − 0.022
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Obrázek 4.9: Závislost normálové śıly na rychlosti magnetu nad deskou
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Obrázek 4.10: Srovnáńı závislosti normálové a brzdné śıly na rychlosti

větš́ı śıla, než t́ıhová śıla p̊usob́ıćı na magnet. Magnet by se tedy bez problémů mohl vznášet
nad rotuj́ıćı deskou.

4.4. Závěr měřeńı

Naše měřeńı potvrdila některé z našich teoretických předpověd́ı, ovšem jak již bylo v
úvodu experimentálńı části nast́ıněno, měřeńı se nemohlo srovnávat s teoríı do hloubky.
Náročnost spojená s řešeńım teoretického modelu pro reálné př́ıpady magnet̊u, vedla ke
značnému zjednodušeńı geometrie magnetu a pr̊uběhu magnetického pole j́ım vytvářeného.
Experiment poté umožňoval pouze srovnáńı obecných rys̊u teorie, které muśı z̊ustat platné
pro libovolnou geometrii magnetu. Tyto obecné rysy teorie však byly uspokojivě ověřeny,
což se dá považovat za úspěch modelu. Nepodařilo se nám experimentálně ověřit teorii
pro velké rychlosti magnetu a velké vodivosti desky a to čistě z technických a finančńıch
d̊uvod̊u. Použit́ı reálněǰśıho magnetu v teoretických výpočtech, by samozřejmě poskytlo
nepřeberné množstv́ı daľśıch experimentálně zaj́ımavých proměnných, ovšem matematická
náročnost s t́ım spojená, bohužel nedovolila jeho propoč́ıtáńı.
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Závěr

Vypracovali jsme dva teoretické modely popisuj́ıćı v́ı̌rivé proudy v desce, nad kterou se
pohybuje magnet rychlost́ı v. Prvńı z nich (dipólový) však dával správné předpovědi pouze
pro malé rychlosti (vodivosti), jelikož naprosto zanedbával sekundárńı proudy a proudy
vyšš́ıch řád̊u, které vznikaj́ı zahrnut́ım magnetického pole, které má p̊uvod právě v těchto
proudech, do p̊uvodńıch rovnic. Druhý model, který vycházel z principu krokováńı magnet̊u
a použ́ıval difúzńı rovnici pro zjǐstěńı časového vývoje magnetického pole v desce, již dával
správné informace i pro velké rychlosti a vodivosti. Metodu jsme aplikovali, z d̊uvodu větš́ı
názornosti, pouze na př́ıpad 2D desky a na velice jednoduchý model magnetického pole
magnetu (z d̊uvodu matematické sch̊udnosti), což bohužel v d̊usledku vedlo k tomu, že
jsme neměli možnost teoretický model experimentálně ověřit ve všech jeho předpověd́ıch a
museli jsme se spokojit pouze s experimentálńım ověřeńım obecných rys̊u teorie platných
pro libovolný magnet.

Experimentálně jsme ověřili některé charakteristické rysy teorie, hlavně v oblasti malých
rychlost́ı. Dle předpověd́ı kapitoly (2.3.1) jsme v experimentu obdrželi závislost normálové
śıly přibližně úměrnou v2 a brzdná śıla může být považována za lineárńı pro malé rychlosti,
pro rychlosti větš́ı se pak postupně odkláńı od linearity.

Vylepšený model, vycházej́ıćı z principu krokováńı magnet̊u, dává v limitách malých a
velkých rychlost́ı (vodivost́ı), opět podle předpověd́ı z kapitoly (2.3.1), správné výsledky.
Pro malé rychlosti závislost brzdné śıly úměrnou lineárně v a pro velké rychlosti (vodi-
vosti) klesá brzdná śıla přibližně jako 1/v i 1/σ. Nav́ıc vylepšený model dává v limitě
malých rychlost́ı (vodivost́ı) identické výsledky jako model dipólový, což je logické, jelikož
v př́ıpadě, kdy je vodivost malá, je př́ıspěvek od sekundárńıch proud̊u k p̊uvodńımu mag-
netickému poli skutečně zanedbatelný a proto dává dipólový model v této limitě správné
výsledky. Vylepšený model nám také poskytuje zcela obecný postup řešeńı proud̊u v desce
a lze očekávat, že bude dávat správné předpovědi pro libovolný magnet, a ne pouze pro
idealizovaný, který jsme použili ve výpočtech.
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