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Anotace

Tato diplomová práce se zabývá teoríı homodynńı detekce, což je významná metoda
použ́ıvaná v mnoha moderńıch experimentech kvantové optiky. Práce je obecně konci-
pována jako krátký úvod do problematiky rekonstrukce kvantového stavu elektromagne-
tického pole s d̊urazem na roli vyvážené homodynńı detekce v tomto procesu. Vlastńı
práce se poté pokouš́ı, pro př́ıpad velké amplitudy lokálńıho oscilátoru, v souřadnicové re-
prezentaci dokázat ekvivalenci mezi meřeńım počtu foton̊u na výstupńıch fotodetektorech
a meřeńım kvadratury pole. Prezentovány jsou dva odlǐsné př́ıstupy, které jsou podrobně
analyzovány.



Annotation

This Diploma thesis deals with the Theory of Homodyne Detection, a method that is used
in a variety of modern quantum-optical experiments. The general concept of the work is
to provide the reader with quick overview of the important role of one special subset of
Homodyne Detection – Balanced Homodyne Detection, in the process of reconstruction of
the quantum state of electromagnetic field. The main part of the work then attempts to
prove in x-representation that the photon-number counting at two output photodetectors
is, in the case of a large amplitude of local oscillator, mathematically equivalent to measu-
rement of the field quadrature. Two separate calculations leading to this are provided and
the results are thoroughly analyzed.
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při vzniku této práce.
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3.4 Člen obsahuj́ıćı přidružený Laguerr̊uv polynom . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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Předmluva

Fyzika, kterou známe, je postavena na třech piĺı̌ŕıch - zvědavosti, teorii a experimentu.
Zvědavost je hnaćım motorem našeho snažeńı, teorie nám poskytuje možné vysvětleńı jevu,
jenž podńıtil naši zvědavost a často také tuto zvědavost umocňuje, experiment nám poté
dává možnost ověřit naš́ı teorii a bud’ ji zavrhnout nebo ji dále rozv́ıjet. Při experimentu
provád́ıme měřeńı nejr̊uzněǰśıho charakteru - prověřujeme závislosti veličin, ověřujeme
předpovězené hodnoty fundametálńıch konstant atd.

Do objeveńı kvantové mechaniky nebylo měřeńı žádným problémem. Ano, vyžadovalo
někdy značný d̊uvtip, ale principiálně nestála měřeńı v cestě žádná překážka ukotvená
ve fundametálńıch zákonech př́ırody. To vše se v kvantové mechanice změnilo. Najednou
nebylo možné provádět měřeńı hybnosti a pozice najednou a s libovolnou přesnost́ı, na už
jednou změřeném systému nemělo smysl provádět měřeńı znovu a vyvstalo mnoho daľśıch
otázek, např. o roli pozorovatele (hlavně jakým zp̊usobem ovlivňuje měřeńı, jelikož muśı
být provázán se stavem objektu), o tom jak zobrazit kvantový stav na klasickém měř́ıćım
př́ıstroji nebo o roli mozku v procesu měřeńı (odezva mozku na nějaký podnět totiž v
žádném př́ıpadně neńı jednoznačná a opakovatelnost je jedńım ze základńıch předpoklad̊u
úspěšného měřeńı). Pěkná pojednáńı o měřeńı v kvantové mechanice může čtenář naj́ıt v
[1] a [2].

Tato práce se zabývá obecně měřeńım kvantového stavu světla, zvláště však teoríı
vyvážené homodynńı detekce. V úvodńı kapitole, nazvané Úvod do teorie homodynńı de-
tekce, se letmo seznámı́me s t́ım, jaké je experimentálńı uspořádáńı u homodynńı detekce,
co měř́ı a co je výstupem měřeńı, přičemž zevrubnou teoretickou diskuzi ponecháme do
kapitoly Měřeńı kvadratury. Jelikož jsem se nechtěl zabývat jen teoretickým pojednáńım o
homodynńı detekci, které by nemělo žádnou př́ımou naváznost na aplikace, tak jsem celý
text koncipoval jako jakousi cestu vedoućı k rekonstrukci kvantového stavu světla. Již daľśı
kapitola, nazvaná Kvantová tomografie, se zabývá procesem daľśıho zpracováńı výstupńıch
dat źıskaných při homodynńı detekci. Tento proces, při kterém z jakýchsi řez̊u ve fázovém
prostoru, podobných těm, které se použ́ıvaj́ı v lékařské tomografii (použ́ıvá se dokonce
velice podobná matematika), skládáme celkový obraz kvantového stavu, je fascinuj́ıćı a
určitě si zaslouž́ı hlubš́ı diskuzi. Kapitola Měřeńı kvadratury pak dává teoretický popis
toho, co se děje při vyvážené homodynńı detekci a obsahuje výpočet, který se pokouš́ı v
souřadnicové reprezentaci dokázat, že měřeńı počtu foton̊u na dvou výstupńıch fotodetek-
torech je při velké amplitudě lokálńıho oscilátoru ekvivalentńı měřeńı obecné kvadratury
vstupńıho stavu. Tento výpočet byl proveden již v práci [3] a to ve Fockově reprezentaci
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a poté v Glauber-Sudarshanově P reprezentaci a to dokonce s korekčńım členy pro př́ıpad
menš́ı amplitudy lokálńıho oscilátoru, ovšem doufáme, že náš výpočet pomůže nahlédnout
do problematiky homodynńı detekce zase o něco dále.



Kapitola 1

Úvod do teorie homodynńı detekce

1.1 Co je a k čemu je homodynńı detekce?

Představte si, že Vám někdo dal za úkol změřit kvantový stav světla. Prvńı, co Vás asi
napadne budou otázky typu. Proč bych vlastně něco takového měl dělat? Má to nějaký
smysl? Obrát́ıme-li svou pozornost od ušlechtilých myšlenek o radosti z poznáváńı k čistě
praktickým ćıl̊um, pak muśıme zmı́nit obrovskou škálu nejr̊uzněǰśıch aplikaćı měřeńı kvan-
tového stavu světla. Stále častěji slýcháváme o kvantové kryptografii, kvantové teleportaci,
kvantových poč́ıtač́ıch atd. Ve všech těchto oblastech můžeme data reprezentovat kvan-
tovým stavem světla, algoritmus, který s daty něco provád́ı, můžeme sestavit z aktivńıch
a pasivńıch optických prvk̊u a vyčteńı informace po provedeńı algoritmu se může provést
právě homodynńı detekćı. Homodynńı detekce tedy měř́ı kvantový stav světla.

Co se děje při homodynńı detekci? Experimentálńı uspořádáńı homodynńı detekce je
na obr. 1.1. Obecný stav |ψ〉 dopadá na dělič svazku (budeme značit BS z anglického
beam splitter). V této práci se budeme zabývat vyváženou (balancovanou) homodynńı de-
tekćı (BHD), kdy je BS realizovaný polopropustným zrcadlem s propustnost́ı/odrazivost́ı
50%/50%. Na BS je obecný stav |ψ〉 ”smı́chán” s definovaným stavem tzv. lokálńıho os-

cilátoru (LO). LO je v koherentńım stavu |α〉 s velkou amplitudou a definovanou fáźı φ
měřenou v̊uči signálńımu stavu, přičemž fáze LO a signálńıho stavu muśı být vhodným
zp̊usobem sladěna. Toho se může doćılit např́ıklad tak, že jak LO, tak i signálńı stav
pocházej́ı ze stejného zdroje. Fázi φ LO můžeme v̊uči fázi signálńıho stavu měnit např́ıklad
tak, že stavu LO vlož́ıme do cesty médium, které má jiný index lomu než okolńı médium.
Dále muśı být frekvence LO i signálńıho stavu stejná, z čehož ostatně plyne i název ho-
modynńı detekce. V př́ıpadě, že by frekvence LO byla jiná než frekvence signálńıho stavu,
jednalo by se o heterodynńı detekci. Po promı́cháńı obou stav̊u na BS měř́ıme počty foton̊u
na fotodetektorech.1

1Ve skutečnosti je př́ımé měřeńı počtu foton̊u nelehká záležitost a proto se, sṕı̌se než počty foton̊u, měř́ı
výstupńı proudy na detektorech. V daľśım však budeme rozeb́ırat ideálńı př́ıpad, kdy jsme schopni určit
př́ımo počty foton̊u.

1
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Obrázek 1.1: Experimentálńı uspořádáńı vyvážené homodynńı detekce.

1.2 Co můžeme určit z počtu foton̊u na výstupech?

Co vlastně měřeńım počtu foton̊u na jednotlivých detektorech zjist́ıme? Při prvńım
setkáńı s BHD se tato metoda, ale hlavně jej́ı výsledek, může člověku jevit jako téměř
zázračná věc. Když se snaž́ım lidem, kteř́ı se nezabývaj́ı fyzikou, vysvětlit, co se při homo-
dynńı detekci děje, použ́ıvám následuj́ıćı analogii.

Představte si, že chcete zjistit, jak vypadá objekt, který jste nikdy předt́ım neviděli, aniž
byste použili své smysly. Při homodynńı detekci se postupuje zjednodušeně takto. Nejdř́ıve
se vybere vhodný referenčńı objekt, o kterém v́ıme, jak vypadá a který je mnohem větš́ı
než objekt, který zkoumáme. Poté tyto dva objekty pošleme do zař́ızeńı, které jejich atomy
promı́chá dohromady definovaným zp̊usobem a pošle určitý počet atomů na detektor 1 a
zbytek atomů na detektor 2. Z rozd́ılu počtu atomů na jednotlivých detektorech nakonec
můžeme určit, jaký atom byl na určité pozici v objektu, jehož charakter jsme zkoumali.
Takto překvapivě se pro nezasvěceného homodynńı detekce chová. Z veličiny, která se na
prvńı pohled nejev́ı nijak zaj́ımavě, se dá určit tolik informaćı, až to člověka trochu šokuje.

1.2.1 Homodynńı detekce měř́ı kvadraturu

Pokud v předchoźı analogii zaměńıte neznámý objekt signálńım stavem |ψ〉 a velký
referenčńı objekt stavem LO, promı́cháte stavy na BS a měř́ıte ne počty atomů, ale foton̊u
na detektorech, źıskáte docela dobrou intuitivńı představu, co homodynńı detekce měř́ı
na signálńım stavu. Ovšem název kapitoly může zńıt poněkud vzdáleně člověku, který
se nezabývá kvantovou optikou. Co se skrývá za tajemným slovem kvadratura? Co to
vlastně na signálńım stavu |ψ〉 měř́ıme?
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Každý se určitě už někdy setkal s operátory souřadnice x̂ a hybnosti p̂. Při řešeńı kvan-
tového harmonického oscilátoru se definuj́ı tyto operátory pomoćı kreačńıch a anihilačńıch
operátor̊u. Má to své nesporné výhody. Např́ıklad při řešeńı Heisenbergových pohybových
rovnic

dÂ(H)

dt
=

1

i~

[

Â(H), Ĥ
]

, (1.1)

kde Â(H) je nějaký operátor v Heisenbergově reprezentaci, pro Hamiltonián harmonického
oscilátoru

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 (1.2)

vycháźı následuj́ıćı provázané pohybové rovnice pro x̂ a p̂:

dp̂

dt
= −mω2x̂,

dx̂

dt
=

p̂

m
. (1.3)

Když ovšem definujeme x̂ a p̂ následovně:

x̂ =

√

~

mω

(
â + â†
√

2

)

, p̂ = i
√

~mω

(
â† − â√

2

)

(1.4)

výsledné rovnice pro â, â† již provázané nejsou a dostáváme rovnice mnohem jednodušš́ı:

dâ

dt
= −iωâ,

dâ†

dt
= iωâ†. (1.5)

Pro daľśı práci je nav́ıc výhodné zavést bezrozměrné veličiny X̂ a P̂ :

X̂ =
x̂

√
~

mω

, P̂ =
p̂√

~mω
. (1.6)

Po přeznačeńı velkých X̂ a P̂ na malé x̂ a p̂ můžeme psát:

x̂ =
â + â†
√

2
, p̂ = i

(
â† − â√

2

)

. (1.7)

Co je tedy ona kvadratura? Kvadratury jsou právě operátory x̂ a p̂. Lze ještě definovat
obecnou kvadraturu, která je lineárńı kombinaćı x̂ a p̂ takto

x̂φ = x̂ cos φ + p̂ sin φ =
âe−iφ + â†eiφ

√
2

, (1.8)

kde φ je fáze LO a x̂φ je jakousi natočenou p̊uvodńı kvadraturou x̂. Tuto kvadraturu ho-
modynńı detekce efektivně měř́ı, pokud je amplituda LO dostatečně velká a fáze LO je na-
laděna na φ. Kvadratura x̂φ se může na prvńı pohled jevit jako velice abstraktńı záležitost,
ovšem při kvantováńı elektromagnetického pole dosṕıváme ke stejnému výrazu (odvozeńı
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lze nalézt např. v [12]). Pro jeden mód můžeme polńı operátor napsat zjednodušeně ve
tvaru

Ê(z, t) =
âe−i(φ(z,t)) + â†ei(φ(z,t))

√
2

, (1.9)

z čehož je jasně vidět analogie s rovnićı (1.8).

Názorné vysvětleńı toho, co kvadratura je a jak můžeme využ́ıt výše uvedené ekviva-
lence, muśıme bohužel ponechat až do kapitoly 2.5, kdy již budeme mı́t potřebný teoretický
základ. Následuj́ıćı sekce však také poskytne určitou odpověd’.

1.2.2 Měř́ı kvadraturu? Co to znamená?

V př́ıpadě velké amplitudy LO je měřeńı pravděpodobnosti Pm
n úzce provázáno s

měřeńım hustoty pravděpodobnosti pro obecně natočenou kvadraturu2 P (x, φ) ([3], [4], [5],
[6]). Vysvětleńı tohoto a odpovědi na daľśı otázky, např. proč můžeme k sobě vztáhnout
diskrétńı a spojitou statistiku, uvedeme v sekci 1.3.

Nyńı uvažujme pro názornou demonstraci toho, co vlastně pomoćı homodynńı detekce
měř́ıme, následuj́ıćı jednoduchý př́ıklad. Mějme harmonický oscilátor, který je ekviva-
lentńı jednomu módu elektromagnetického pole. Jestliže LO nalad́ıme na fázi φ = 0, pak
pravděpodobnost Pm

n toho, že na výstupńıch portech naměř́ıme m a n foton̊u je úměrná
hustotě pravděpodobnosti P (x, 0) toho, že harmonický oscilátor nalezneme na pozici x,
přičemž hodnota x je určitým zp̊usobem svázána s hodnotami m, n (bližš́ı informace
opět v 1.3). Jinak řečeno, měř́ıme kvadraturu x̂ harmonického oscilátoru (daného módu
elektromagnetického pole). Stejně tak pokud fázi LO zvoĺıme φ = π/2, pak dostáváme
souvislost mezi pravděpodobnost́ı Pm

n nalezeńı m, n foton̊u na výstupńıch portech a hus-
totou pravděpodobnosti P (x, π/2) = P (p) toho, že systém nalezneme s hybnost́ı p. Tedy
provád́ıme měřeńı kvadratury p̂ harmonického oscilátoru. Při obecné fázi φ LO, pak ho-
modynńı detekce měř́ı zobecněnou kvadraturu x̂φ.

Bav́ıme-li se o pravděpodobnosti, pak je jasné, že muśıme provést velký počet měřeńı m,
n. Proto muśıme mı́t v zásobě dostatečné množstv́ı kopíı signálńıho stavu. Experiment poté
prob́ıhá následovně. Pošleme jednu kopii stavu na BS, kde dojde k interferenci se stavem
LO (pro jednoduchost nalad́ıme LO na fázi φ = 0) a na výstupu měř́ıme pravěpodobnost
Pm

n události m foton̊u na prvńım portu, n foton̊u na druhém portu. Opakováńım tohoto
postupu pro daľśı a daľśı kopie stavu nakonec obdrž́ıme histogram pro Pm

n , který poté
d́ıky úměrnosti Pm

n ∝ P (x, 0) můžeme vztáhnout k histogramu pro událost - harmonický
oscilátor na pozici x (elektromagnetické pole s kvadraturou x). Jak by eventuálně mohl
vypadat výstup z měřeńı, po převedeńı př́ımo měřené pravděpodobnosti Pm

n na nepř́ımo
měřenou pravděpodobnost P (x, 0), můžete vidět na obr. 1.2 pro vakuový stav.

2Výrazem P (x, φ) mysĺıme samozřejmě hustotu pravděpodobnosti pro obecně natočenou kvadraturu
P (xφ). T́ımto zp̊usobem zápisu se vyhneme nejasnostem v pozděǰśıch fáźıch výkladu.
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Obrázek 1.2: Možný výsledek měřeńı homodynńı detekćı pro vakuový stav při fázi LO
φ = 0.

1.2.3 BHD je fázově citlivá metoda

Homodynńı detekce je fázově citlivá metoda měřeńı kvantového stavu světla. To zna-
mená, že zpř́ıstupňuje nejen informaci o intenzitě pole, ale současně i o jeho fázi. Informace
o fázi je zpř́ıstupněna právě d́ıky interferenci signálńıho stavu se stavem LO. Experiment
můžeme provést pro obecné φ LO a mı́sto histogramu P (x, 0), který dostaneme při φ = 0,
obdrž́ıme histogram pro pootočenou kvadraturu P (x, φ). Tato vlastnost je kĺıčová k źıskáńı
úplné informace o kvantovém stavu světla, jak se brzy přesvědč́ıme. Neńı to ovšem tak
př́ımočaré, jak by se na prvńı pohled mohlo zdát. K rekonstrukci kvantového stavu světla
budeme potřebovat několik matematických struktur. Nástin té nejd̊uležitěǰśı z nich je uve-
den v následuj́ıćım odstavci.

V klasické mechanice můžeme uvažovat následuj́ıćı velmi jednoduchý př́ıklad. Mějme
opět jeden harmonický oscilátor. Jeho stav lze reprezentovat bodem ve fázovém prostoru.
Jestliže budeme mı́t velké množstv́ı takovýchto harmonických oscilátor̊u, pak se můžeme
ptát, s jakou pravděpodobnost́ı vytáhneme z této množiny harmonických oscilátor̊u ta-
kový, který se právě nacháźı v bodě x a p fázového prostoru. Pokud bychom fázový prostor
rozškatulkovali do malých oblast́ı, které by měly strany délky dx a dp, a následně každý
námi vytáhnutý harmonický oscilátor správně umı́stili do jeho škatulky, obdrželi bychom
jakousi distribuci harmonických oscilátor̊u ve fázovém prostoru. Vezměme jako př́ıklad
dvourozměrnou Gaussovu distribuci harmonických oscilátor̊u ve fázovém prostoru. Naše
měřeńı by pak mohlo dopadnout tak, jak vid́ıme na obr. 1.3a. Kolem počátku fázového
prostoru je větš́ı hustota bod̊u, takže tam má přihrádka dxdp větš́ı váhu, směrem od cen-
tra hustota bod̊u klesá. Při obrovském počtu harmonických oscilátor̊u bychom mohli dospět
k distribuci, kterou můžete vidět na obr. 1.3b. Označme ji K(x, p). Funkce K(x, p) muśı být
nezáporná v celém fázovém prostoru (protože pravděpodobnost nemůže být záporná) a in-
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Obrázek 1.3: (a) Výsledek měřeńı na souboru harmonických oscilátor̊u s dvourozměrnou
Gaussovou distribućı; (b) Odpov́ıdaj́ıćı pravděpodobnost́ı distribuce K(x, p) v limitńım
př́ıpadě velmi velkého počtu harmonických oscilátor̊u.

tegrál přes celý fázový prostor muśı splňovat normovaćı podmı́nku
∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞ K(x, p) dx dp =

1, jelikož systém v celém fázovém prostoru určitě někde je. Za zmı́nku stoj́ı následuj́ıćı
vlastnosti distribuce:

∫ ∞

−∞
K(x, p) dx = P (x, π/2),

∫ ∞

−∞
K(x, p) dp = P (x, 0). (1.10)

Tedy integraćı přes x, respektive p, dostáváme hustoty pravděpodobnosti P (x, π/2) a
P (x, 0). Existuje v kvantové mechanice pravděpodobnostńı distribuce podobných vlast-
nost́ı? Ano, v kvantové mechanice existuje distribuce podobných vlastnost́ı, která je však
v pravém slova smyslu kvazidistribućı, protože může nabývat i záporných hodnot3 - tzv.
Wignerova kvazidistribučńı funkce. Wignerova kvazidistribuce je spojovaćım mostem
mezi histogramem P (x, φ) a matićı hustoty měřeného stavu ρ̂, tedy matematickým objek-
tem, který v sobě skrývá maximálńı informaci o kvantovém stavu - a to jak čistém, tak i
smı́̌seném. Tady vid́ıme prvńı náznak toho, proč homodynńı detekce hraje tak d̊uležitou
roli v procesu rekonstrukce kvantového stavu světla. V kapitole 2 se bĺıže seznámı́me se
strukturou tohoto spojovaćıho mostu.

3Důvod, proč tomu tak je, vyplývá z relaćı neurčitosti - nemůžeme změřit zároveň s absolutńı přesnost́ı
x i p.
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1.3 Proč homodynńı detekce měř́ı kvadraturu?

Vrat’me se nyńı k objasněńı souvislosti mezi Pm
n a P (x, φ). O homodynńı detekci v

př́ıpadě velké amplitudy LO s fáźı φ už v́ıme následuj́ıćı:

• BHD efektivně měř́ı kvadraturu x̂φ signálńıho stavu

• mnohonásobným opakováńım měřeńı obdrž́ıme histogram pro x̂φ

Stále však nev́ıme, proč BHD při velké amplitudě LO měř́ı kvadraturu x̂φ signálńıho
stavu. Ještě jinak řečeno, nev́ıme jak souviśı př́ımo měřené počty foton̊u na výstupech
s měřeńım kvadratury x̂φ. Tuto mezeru v našem chápáńı se nyńı pokuśıme zacelit (argu-
mentace vycháźı z [7]).

Vstupńı módy budeme reprezentovat polńımi operátory â1, â2, přičemž â1 bude polńı
operátor signálńıho stavu a â2 bude polńı operátor LO. Výstupńı stavy budeme popisovat
polńımi operátory â′

1 a â′
2. Jak souviśı výstupńı polńı operátory se vstupńımi? Abychom

mohli odpovědět na tuto otázku, muśıme vědět, jakým Hamiltoniánem je popsána interakce
na BS. Hamiltonián BS má následuj́ıćı tvar4

Ĥ = iΩ
(

â1â
†
2 − â†

1â2

)

, (1.11)

kde Ω je frekvence charakterizuj́ıćı rychlost přechodu mód̊u přes BS. Tento tvar Hamil-
toniánu plyne z podmı́nek pro E a B na rozhrańı, kde nastává odraz. Povšimněte si, že
Hamiltonián skutečně ”mı́chá” polńı operátory mezi sebou, což je to, co od BS požadujeme.

Vždy, když se zaj́ımáme o časový vývoj operátor̊u pod Hamiltoniánem Ĥ, použ́ıváme
Heisenbergovu reprezentaci a Heisebergovy pohybové rovnice (1.1). Proto můžeme psát

dâ1

dt
= −i

[

â1, Ĥ
]

,
dâ2

dt
= −i

[

â2, Ĥ
]

. (1.12)

Pro polńı operátory plat́ı komutačńı relace
[

âi, â
†
j

]

= δij 1̂, [âi, âj] = 0,
[

â†
i , â

†
j

]

= 0. (1.13)

Rozepǐsme nyńı komutátory v (1.12) s použit́ım (1.13):

−i
[

â1, Ĥ
]

= Ω
[

â1, â1â
†
2 − â†

1â2

]

= Ω
(

â1â1â
†
2 − â1â

†
1â2 − â1â

†
2â1 + â†

1â2â1

)

= Ω
(

−â1â
†
1â2 + â†

1â2â1

)

= −Ωâ2, (1.14)

−i
[

â2, Ĥ
]

= Ω
[

â2, â1â
†
2 − â†

1â2

]

= Ω
(

â2â1â
†
2 − â2â

†
1â2 − â1â

†
2â2 + â†

1â2â2

)

= Ω
(

â2â1â
†
2 − â1â

†
2â2

)

= Ωâ1. (1.15)

4Bereme ~ = 1.
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Dostáváme

dâ1

dt
= −Ωâ2,

dâ2

dt
= Ωâ1 ⇒ d2â1

dt2
= −Ω

dâ2

dt
= −Ω2â1,

d2â2

dt2
= Ω

dâ1

dt
= −Ω2â2.

(1.16)
Tyto rovnice můžeme vyřešit s uvážeńım počátečńıch podmı́nek v t = 0. Obdrž́ıme

â1(t) = â1(0) cos Ωt − â2(0) sin Ωt, â2(t) = â2(0) cos Ωt + â1(0) sin Ωt. (1.17)

Parametr t můžeme chápat jako charakteristiku toho, po jak dlouhou dobu módy interaguj́ı
na BS, což je pro daný BS jistě parametr konstantńı. V př́ıpadě symetrického děliče svazku
(50%/50%) je poté parametr Ωt roven π/4. Transformaci můžeme pomoćı (1.17) psát ve
tvaru matice (

â′
1

â′
2

)

=
1√
2

(
1 −1
1 1

)(
â1

â2

)

, (1.18)

kde jsme â1(t), â2(t) přeznačili na â′
1, â′

2 a â1(0), â2(0) na â1, â2. Samozřejmě také plat́ı
(prosté hermiteovské sdružeńı)

(

â
′†
1

â
′†
2

)

=
1√
2

(
1 −1
1 1

)(
â†

1

â†
2

)

. (1.19)

Nyńı zaved’me operátor rozd́ılu počtu foton̊u na výstupech takto

∆̂ = n̂′
2 − n̂′

1 = â
′†
2 â′

2 − â
′†
1 â′

1. (1.20)

Zapsáno pomoćı polńıch operátor̊u vstupńıch mód̊u

∆̂ = −â†
1â2 − â†

2â1. (1.21)

Jaká je středńı hodnota rozd́ılu počtu foton̊u na výstupu? Předně si muśıme uvědomit,
že jsme již veškerou interakci mód̊u na BS zahrnuli do transformace polńıch operátor̊u,
protože jsme výpočet prováděli v Heisenbergově obraze, takže výstupńı brackety se rovnaj́ı
vstupńım bracket̊um. To je d̊uvod, proč při výpočtu středńı hodnoty 〈∆̂〉 na výstupu
”oblož́ıme” ∆̂ vstupńımi stavy. Stav LO budeme zapisovat jako |−Aeiφ〉, kde amplituda A
je reálná, kladná, přičemž znaménko mı́nus je voleno čistě z konvenčńıch d̊uvod̊u. Signálńı
stav označme jako obvykle |ψ〉. Připomeňme, že â1 př́ısluš́ı k signálńımu stavu |ψ〉 a â2

nálež́ı k LO. Při úpravách také využijeme definuj́ıćı vlastnosti koherentńıho stavu

â|α〉 = α|α〉, 〈α|â† = 〈α|α∗ (1.22)

a toho, že 〈α|α〉 = 1. Pro středńı hodnotu rozd́ılu počtu foton̊u na výstupu můžeme potom
psát

2〈−Aeiφ|1〈ψ|∆̂|ψ〉1| − Aeiφ〉2 = 2〈−Aeiφ|1〈ψ| − â†
1â2 − â†

2â1|ψ〉1| − Aeiφ〉2 (1.23)

= Ae−iφ〈ψ|â1|ψ〉 + Aeiφ〈ψ|â†
1|ψ〉.
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Když se nyńı vrát́ıme ke vztahu (1.8) a budeme zjǐst’ovat středńı hodnotu kvadratury x̂φ

ve stavu |ψ〉, obdrž́ıme

〈ψ|x̂φ|ψ〉 =
e−iφ〈ψ|â|ψ〉 + eiφ〈ψ|â†|ψ〉√

2
. (1.24)

To pro středńı hodnotu rozd́ılu počtu foton̊u na výstupu znamená (již ve zkráceném zápisu)

〈∆̂〉 =
√

2A〈x̂φ〉. (1.25)

Středńı hodnota rozd́ılu počtu foton̊u je tedy úměrná středńı hodnotě obecné kvadratury.
Abychom však mohli ř́ıci, že měřeńı rozd́ılu počtu foton̊u na výstupu je totéž, co měřeńı
kvadratury x̂φ, muśı se shodovat nejen středńı hodnota, ale i celé statistické rozděleńı, tedy
muśı platit

〈∆̂n〉 = 〈(−â†
1â2 − â†

2â1)
n〉. (1.26)

Zkuśıme rozebrat chováńı tohoto výrazu pro A → ∞. Budeme vycházet z článku [4], kde
je analyzován člen

X̂n = 〈α|(â†
1â2 + â†

2â1)
n|α〉. (1.27)

Trik pro jeho rozumné vyjádřeńı spoč́ıvá v použit́ı koherentńıho posunovaćıho operátoru.
Pro koherentńı posunovaćı operátor tvaru

D̂(α) = exp (αâ† − α∗â) (1.28)

plat́ı následuj́ıćı vztahy

D̂†(α)â2D̂(α) = â2 + α, D̂†(α)â†
2D̂(α) = â†

2 + α∗. (1.29)

Pomoćı těchto vztah̊u lze poměrně snadno dokázat, že pro jakoukoli funkci f(â2, â
†
2), kterou

můžeme napsat ve tvaru mocninné řady, plat́ı

D̂†(α)f(â2, â
†
2)D̂(α) = f(â2 + α, â†

2 + α∗). (1.30)

Stač́ı si uvědomit, že posunovaćı operátor je unitárńı a tud́ıž D̂(α)D̂†(α) = 1. Dále mezi
každý člen mocninné řady, vezměme např́ıklad člen âl

2â
†k
2 , můžeme vložit D̂(α)D̂†(α) a

obdrž́ıme

D̂†(α)âl
2â

†k
2 D̂(α) =

l
︷ ︸︸ ︷

D̂†(α)â2D̂(α)D̂†(α) . . . â2D̂(α)

k
︷ ︸︸ ︷

D̂†(α)â†
2D̂(α)D̂†(α) . . . â†

2D̂(α)

= (â2 + α)l(â†
2 + α∗)k. (1.31)

Takto můžeme postupovat pro každý člen mocniného rozvoje a proto plat́ı (1.30). Výraz
(1.27) poté můžeme zapsat také takto:5

〈0|[(â†
1α + â1α

∗) + (â†
1â2 + â†

2â1)]
n|0〉. (1.32)

5Použijeme D̂(α)|0〉 = |α〉 a 〈0|D̂†(α) = 〈α|.
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V binomiálńım rozvoji tohoto výrazu nás přitom v př́ıpadě A → ∞ zaj́ımá pouze člen řádu
O(|α|n), člen řádu O(|α|n−1) je identicky roven nule, protože operátory â2, â†

2 p̊usob́ıćı na
vakuový stav daj́ı nulu, daľśı nenulový člen bude až řádu O(|α|n−2). Pro úplnost a představu
o tom, jak se chovaj́ı daľśı členy, uvád́ıme výsledek tak, jak je uveden v článku [4] i s členem
řádu O(|α|n−2):

X̂n = (â†
1α + â1α

∗)n +
n(n − 1)

2
â†

1(â
†
1α + â1α

∗)n−2â1

+
n(n − 1)(n − 2)

6

[

αâ†
1(â

†
1α + â1α

∗)n−3 + α∗â1(â
†
1α + â1α

∗)n−3
]

+
n(n − 1)(n − 2)(n − 3)

24
|α|2(â†

1α + â1α
∗)n−4 + O(|α|n−4). (1.33)

Vrat’me se nyńı k (1.26). Pro př́ıpad A → ∞ a α = −Aeiφ můžeme s použit́ım výše
uvedeného rozvoje psát6

〈∆̂n〉 ≈ (−1)n〈(â†
1α + â1α

∗)n〉 = 2
n
2 An

〈(

â†
1e

iφ + â1e
−iφ

√
2

)n〉

= 2
n
2 An〈x̂n

φ〉. (1.34)

I daľśı momenty veličin ∆̂ a x̂φ jsou tedy sobě úměrné. Jestliže jsou však všechny momenty

těchto veličin sobě úměrné, pak to znamená, že měřeńı veličiny ∆̂ je současně měřeńım
naškálované kvadratury x̂φ. Proto jestliže měř́ıme ∆̂/

√
2A, pak je to ekvivalentńı měřeńı

kvadratury x̂φ. To, že je statistika veličiny ∆̂ diskrétńı a x̂φ má spojitou statistiku, pak

v př́ıpadě A → ∞ nevad́ı, jelikož statistika veličiny ∆̂/
√

2A může být v takovém př́ıpadě
považována za téměř spojitou vzhledem k tomu, že krok této veličiny, 1/2

√
A, jde v př́ıpadě

A → ∞ k nule.
Právě jsme tedy dokázali, že skutečně plat́ı avizovaná souvislost Pm

n s P (x, φ). Obrat’me
nyńı naš́ı pozornost k procesu rekonstrukce kvantového stavu světla.

6Člen 〈∆̂n〉 je ”obložený” vstupńımi stavy, člen (−1)n〈(â†
1α + â1α

∗)n〉 již pouze signálńım stavem.



Kapitola 2

Kvantová tomografie

V této kapitole bychom rádi představili principy optické homodynńı tomografie, což
je metoda, jenž nám umožňuje přej́ıt od naměřených histogramů pro obecné kvadratury
až k matici hustoty signálńıho stavu ρ̂. Pravděpodobně prvńı návrh využit́ı BHD k re-
konstrukci Wignerovy kvazidistribuce1, potažmo matice hustoty ρ̂, se objevil v roce 1989
(Vogel a Risken [17]). Prvńı experimentálńı provedeńı kvantové tomografie se poté da-
tuje do roku 1993 [16]. Kvantová tomografie źıskala sv̊uj název d́ıky bĺızké podobnosti s
tomografíı v medićıně2. Obě metody jsou totiž založeny na podobných principech, kdy z
nějakého řezu, rekonstruuj́ı tvar a charakteristiky zkoumaného objektu. Použ́ıvaj́ı přitom i
stejný matematický aparát. Možná stoj́ı za zmı́nku, že v době expermentálńı rekonstrukce
Wignerovy kvazidistribuce, byla tomografie v medićıně již po dlouhá léta nepostradatelnou
diagnostickou metodou.

2.1 Wignerova kvazidistribuce

V roce 1932 zavedl Wigner kvantovou kvazidistribuci ve fázovém prostoru [8], která
měla mnoho společného s klasickou pravděpodobnostńı distribućı ve fázovém prostoru. Má
následuj́ıćı tvar

W (x, p) =
1

2π

∫ ∞

−∞
〈x − 1

2
q|ρ̂|x +

1

2
q〉 eiqp dq (2.1)

kde ρ̂ je matice hustoty nějakého obecného stavu a |x + 1
2
q〉, |x − 1

2
q〉 jsou vlastńı stavy

kvadratury x̂ s vlastńımi hodnotami x ± q/2. Tato kvazidistribuce neńı a ani nemůže být
př́ımo měřitelná, protože nemůžeme současně provést měřeńı x a p a určit hodnotu W (x, p),
ale existuje nepř́ımý zp̊usob, jak se k Wignerově kvazidistribuci měřeńım dostat.

1Wignerova kvazidistribuce neńı jedinou kvazidistribućı v kvantové optice. Existuje např́ıklad Q-funkce,
která vznikne konvolućı Wignerovy kvazidistribuce a Gaussovy distribuce nebo P-funkce, která umožňuje
diagonalizaci ρ̂ v reprezentaci koherentńıch stav̊u. V daľśım se však budeme zabývat pouze Wignerovou
kvazidistribućı.

2Název je z latinského tome, což v překladu znamená řez.

11
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Pod́ıvejme se nyńı na nějaké vlastnosti vztahu 2.1. Předevš́ım můžeme snadno dokázat,
že integraćı přes x nebo p dostáváme marginálńı distribuce P (x, π/2) a P (x, 0). S využit́ım
vztahu pro δ-funkci 2πδ(q) =

∫ ∞
−∞ eiqp dp dostáváme

∫ ∞

−∞
W (x, p) dp =

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
〈x − 1

2
q|ρ̂|x +

1

2
q〉 eiqp dq dp = 〈x|ρ̂|x〉, (2.2)

kde 〈x|ρ̂|x〉 je hustota pravděpodobnosti nalezeńı systému na pozici x. Podobně integraćı
přes x dostáváme pomoćı vložeńı jednotkových operátor̊u

∫ ∞

−∞
W (x, p) dx =

1

2π

∫

R
4

〈x − 1

2
q|p′〉〈p′|ρ̂|p′′〉〈p′′|x +

1

2
q〉eiqp dq dp′ dp′′ dx (2.3)

=
1

4π2

∫

R
4

ei(x− 1
2
q)p′〈p′|ρ̂|p′′〉e−i(x+ 1

2
q)p′′eiqp dq dp′ dp′′ dx

=
1

4π2

∫

R
4

eix(p′−p′′)e−
i
2
qp′e−

i
2
qp′′eiqp〈p′|ρ̂|p′′〉 dq dp′ dp′′ dx

=
1

2π

∫

R
3

δ(p′ − p′′)e−
i
2
qp′e−

i
2
qp′′eiqp〈p′|ρ̂|p′′〉 dq dp′ dp′′

=
1

2π

∫

R
2

eiq(p−p′)〈p′|ρ̂|p′〉 dq dp′ = 〈p|ρ̂|p〉,

což je právě hustota pravděpodobnosti P (x, π/2). Integraćı přes p nebo x tedy dostáváme
marginálńı pravděpodobnosti

∫ ∞

−∞
W (x, p) dx = P (x, π/2),

∫ ∞

−∞
W (x, p) dp = P (x, 0). (2.4)

Zároveň můžeme ihned vidět, že je Wignerova kvazidistribuce normovaná
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
W (x, p) dx dp = 1, (2.5)

což plyne z toho, že je matice hustoty ρ̂ normovaná
∫ ∞

−∞
〈x|ρ̂|x〉 dx =

∫ ∞

−∞
〈p|ρ̂|p〉 dp = tr {ρ̂} = 1. (2.6)

Zat́ım se tud́ıž zdá, že má W (x, p) všechny vlastnosti klasické distribuce, ovšem neńı tomu
tak. W (x, p) totiž nemuśı být všude kladná. Za př́ıkladem nemuśıme chodit daleko. Stač́ı,
když vezmeme prvńı excitovaný Fock̊uv stav, jehož matice hustoty je tvaru ρ̂ = |1〉〈1|.
Dosazeńım do vztahu (2.1) dostáváme

W|1〉〈1|(x, p) =
1

2π

∫ ∞

−∞
〈x − 1

2
q|1〉〈1|x +

1

2
q〉 eiqp dq. (2.7)

Normovaný vakuový stav je tvaru 〈x|0〉 = π−1/4 exp(−x2/2). Dále plat́ı
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Obrázek 2.1: Wignerova kvazidistribuce pro prvńı excitovaný Fock̊uv stav |1〉〈1| spolu s
marginálńımi distribucemi, které jsou v tomto př́ıpadě identické.

〈x|1〉 = 〈x|â†|0〉 =
1√
2

(

x − ∂

∂x

)

π− 1
4 e−

x2

2 =
√

2π− 1
4 xe−

x2

2 . (2.8)

Proto můžeme psát

W|1〉〈1|(x, p) = π− 3
2

∫ ∞

−∞

(

x − 1

2
q

)

e−
(x− 1

2 q)
2

2

(

x +
1

2
q

)

e−
(x+1

2 q)
2

2 eiqp dq

=
1

π
e−(x2+p2)

(
2x2 + 2p2 − 1

)
. (2.9)

Marginálńı distribuce P (x, π/2) a P (x, 0) vycháźı následovně:

P (x, π/2) =

∫ ∞

−∞

1

π
e−(x2+p2)

(
2x2 + 2p2 − 1

)
dx =

2√
π

p2e−p2

, (2.10)

P (x, 0) =

∫ ∞

−∞

1

π
e−(x2+p2)

(
2x2 + 2p2 − 1

)
dp =

2√
π

x2e−x2

. (2.11)

Pr̊uběh funkce (2.9) můžete vidět na obr. 2.1 spolu s marginálńımi distribucemi P (x, 0) a
P (x, π/2). W|1〉〈1|(x, p) je skutečně záporná kolem počátku, takže nemůže být reálnou distri-
bućı, přesto marginálńı distribuce P (x, 0) a P (x, π/2) jsou všude kladné. To, že Wignerova
kvazidistribuce může, na rozd́ıl od klasické distribuce, být i záporná, by se dalo obrazně
chápat tak, že ne všechny kvantové stavy maj́ı svou klasickou analogii.
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2.2 Souvislost marginálńı distribuce P (x, φ) s W (x, p)

Už jsme viděli, jak můžeme obdržet marginálńı distribuce P (x, 0) a P (x, π/2) z W (x, p).
My bychom ovšem potřebovali vztah, který by dával do souvislosti histogram P (x, φ) s
W (x, p) pro obecnou fázi LO. Uvažujme následuj́ıćı př́ıklad. Mějme koherentńı stav re-
prezentovaný W (x, p) ve fázovém prostoru. Co je koherentńı stav? Jednou z definuj́ıćıch
vlastnost́ı koherentńıho stavu je Glauberova podmı́nka â|α〉 = α|α〉 nebo ekvivalentně
〈α|â† = 〈α|α∗ (podrobnou diskuzi můžete nalézt v [10]), kde α je komplexńı č́ıslo. V
souřadnicové reprezentaci potom můžeme psát

1√
2

(

x +
∂

∂x

)

〈x|α〉 = α〈x|α〉 → 1√
2

(

x +
∂

∂x

)

ψα(x) = α ψα(x). (2.12)

Vyřešeńım této jednoduché diferenciálńı rovnice separaćı proměnných dosṕıváme k výrazu
pro souřadnicovou reprezentaci koherentńıho stavu ve tvaru

ψα(x) = Ce−x2/2+
√

2αx = C ′e−
1
2
(x−

√
2α)2 . (2.13)

Nyńı muśıme normovat

1 = |C ′|2
∫ ∞

−∞
e−

1
2
(x−

√
2α)2e−

1
2
(x−

√
2α∗)2 dx (2.14)

= |C ′|2e|α|2e−α2+α∗2
2

√
π

︷ ︸︸ ︷∫ ∞

−∞
e
−

“

x−
“

α+α∗
√

2

””2

dx .

Tedy normovaćı konstanta vycháźı

C ′ = π− 1
4 e

1
4
(α−α∗)2 . (2.15)

Nakonec tedy dostáváme

ψα(x) = π− 1
4 e

1
4
(α−α∗)2e−

1
2
(x−

√
2α)2 . (2.16)

Vyjádřeme nyńı středńı hodnoty 〈α|x̂|α〉 a 〈α|p̂|α〉 (stav |α〉 je normovaný):

〈α|x̂|α〉 =

〈

α

∣
∣
∣
∣

â† + â√
2

∣
∣
∣
∣
α

〉

=
1√
2



α

1
︷ ︸︸ ︷

〈α|α〉+α∗
1

︷ ︸︸ ︷

〈α|α〉



 =
√

2ℜ(α), (2.17)

〈α|p̂|α〉 =

〈

α

∣
∣
∣
∣

i(â† − â)√
2

∣
∣
∣
∣
α

〉

=
i√
2



α∗
1

︷ ︸︸ ︷

〈α|α〉−α

1
︷ ︸︸ ︷

〈α|α〉



 =
√

2ℑ(α). (2.18)

Z výše uvedených rovnic plyne následuj́ıćı

α =
〈x̂〉√

2
+ i

〈p̂〉√
2
. (2.19)
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Nyńı (2.16) můžeme psát také takto

ψα(x) = π− 1
4 e−

1
2
〈p̂〉2e−

1
2
(x−〈x̂〉−i〈p̂〉)2 . (2.20)

Použijeme-li vztahu (2.1), dosad́ıme koherentńı stav ρ̂ = |α〉〈α| a použijeme výše uvedené
souřadnicové reprezentace ψα(x), dostáváme

W (x, p) =
π− 3

2

2
e−〈p̂〉2

∫ ∞

−∞
e−

1
2 [x−

1
2
q−〈x̂〉−i〈p̂〉]

2

e−
1
2 [x+ 1

2
q−〈x̂〉+i〈p̂〉]

2

eiqp dq (2.21)

=
π− 3

2

2
e−〈p̂〉2e−(x−〈x̂〉)2e〈p̂〉

2

∫ ∞

−∞
e−

q2

4
−qi〈p̂〉eiqp dq

=
1

π
e−(x−〈x̂〉)2e−(p−〈p̂〉)2 .

Výsledek, který jsme právě obdrželi, zvýrazňuje d̊uležitou vlastnost koherentńıch stav̊u a
to totiž, že na rozd́ıl od Fockových stav̊u odrážej́ı klasické chováńı harmonického oscilátoru,
jak se za chv́ıli přesvědč́ıme. Normálńı řešeńı Schrödingerovy rovnice pro harmonický os-
cilátor dává stacionárńı vlnové funkce tohoto tvaru

un(x, t) =
1

√

2nn!
√

π
e−

x2

2 Hn(x)e−iEnt. (2.22)

Několik hustot pravděpodobnost́ı pro tyto vlnové funkce můžete vidět na obr. 2.2. Co nám

P5@x, tD
P10@x, tD

P20@x, tD

-5 0 5
x

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

PHx,tL

Obrázek 2.2: Hustota pravděpodobnosti pro 5., 10. a 20. Fock̊uv stav.

tento obrázek ř́ıká? Jestliže provedete mnoho měřeńı v daném okamžiku t na kvantovém
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harmonickém oscilátoru v 5., 10. a 20. excitovaném stavu, dostanete pravděpodobnostńı dis-
tribuce, které v̊ubec neodpov́ıdaj́ı stejnému měřeńı na klasickém harmonickém oscilátoru,
kdy dostanete distribuci s ostrým maximem kolem bodu, kde se harmonický oscilátor v čase
t právě nacháźı. Se zvyšováńım energie kvantového harmonického oscilátoru nav́ıc nezmiźı
oscilačńı charakter pravděpodobnostńı distribuce, ačkoli je pravda, že pravděpodobnostńı
distribuce má největš́ı maxima v bodech obratu.

Koherentńı stav však vykazuje chováńı, které je velice bĺızké chováńı klasického os-
cilátoru. Jestliže komplexńı č́ıslo α charakterizuj́ıćı koherentńı stav zaṕı̌seme ve tvaru
|A|e−iωt, kde |A| je amplituda a ω úhlová frekvence harmonického oscilátoru, pak d́ıky
(2.17), (2.18) plat́ı 〈x̂〉 =

√
2|A| cos(ωt) a 〈p̂〉 = −

√
2|A| sin(ωt). Vztah (2.21) pak nabude

tvaru

W (x, p) =
1

π
e−(x−

√
2|A| cos(ωt))2e−(p+

√
2|A| sin(ωt))2 . (2.23)

Z toho je vidět, že Wignerova kvazidistribuce je dvourozměrná Gaussova funkce centro-
vaná kolem bodu (x0, p0) = (

√
2|A| cos(ωt),−

√
2|A| sin(ωt)) ve fázovém prostoru. Tento

bod se pohybuje po kružnici o poloměru
√

2|A| s úhlovou frekvenćı ω. To je ale naprosto
stejné, jako chováńı klasického oscilátoru ve fázovém prostoru, až na to, že v kvantovém
př́ıpadě nemůže být harmonický oscilátor přesně v bodě (x0, p0), ale je okolo tohoto bodu
’rozmazán’ relacemi neurčitosti, což se projev́ı jako dvourozměrná Gaussova funkce kolem
bodu (x0, p0). Vše můžete vidět na obr. 2.3. Marginálńı distribuce P (x, 0) a P (x, π/2)

−8
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W
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,p
)

Obrázek 2.3: Časové momentky Wignerovy kvazidistribuce ve fázovém prostoru pro kohe-
rentńı stav reprezentuj́ıćı harmonický oscilátor s amplitudou

√
2|A| = 6.
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můžeme zjistit jako obvykle a dostaneme:

P (x, 0) =

∫ ∞

−∞
W (x, p) dp =

1√
π

e−(x−
√

2|A| cos(ωt))2 , (2.24)

P (x, π/2) =

∫ ∞

−∞
W (x, p) dx =

1√
π

e−(p+
√

2|A| sin(ωt))2 . (2.25)

Proč toto všechno děláme? Vzpomeňte si, že naš́ım ćılem je naj́ıt vztah dávaj́ıćı do
souvislosti P (x, φ) s W (x, p). Jestliže chceme provést měřeńı P (x, φ) pro obecnou kva-
draturu xφ na koherentńım stavu, můžeme postupovat následovně. Zvolme pozici kohe-
rentńıho stavu popsaného W (x, p) ve fázovém prostoru tak, jak je znázorněno na obr. 2.4.
Marginálńı distribuce P (x, 0) a P (x, π/2) bychom pro stav popsaný W (x, p) źıskali jako

Obrázek 2.4: Marginálńı distribuci P (x, φ) můžeme źıskat zrotováńım W (x, p) o úhel φ po
směru hodinových ručiček a následnou integraćı přes p.

obvykle. Nyńı si zvolme natočené souřadnice x′ a p′ tak, aby osa x′ byla rovnoběžná s
osou xφ, a položme si otázku, jak v tomto př́ıpadě určit marginálńı distribuci P (x, φ) z
W (x, p). Pro tuto situaci nemáme žádný matematický předpis vedoućı k ćıli. Pozornému
oku však jistě neunikne skutečnost, že rotaćı W (x, p) v prostoru po směru hodinových
ručiček můžeme doćılit toho, že pozice W (x, p) v pootočených souřadnićıch a pozice zroto-
vané W (x cos φ− p sin φ, x sin φ + p cos φ) v p̊uvodńıch souřadnićıch jsou identické. O tom,
že Wignerovu kvazidistribuci rotujeme správným směrem, se můžeme přesvědčit na našem
př́ıkladu. Jestliže vezmeme p̊uvodńı nezrotovanou Wignerovu distribuci (2.23) v čase t = 0
a novou zrotovanou Wignerovu distribuci danou následuj́ıćım vztahem (také v t = 0)

W (x cos φ − p sin φ, x sin φ + p cos φ) =
1

π
e−(x cos φ−p sin φ−

√
2|A|)2e−(x sin φ+p cos φ)2 , (2.26)
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pak po několika daľśıch úpravách docháźıme k rovnici

W (x cos φ − p sin φ, x sin φ + p cos φ) =
1

π
e−(x−

√
2|A| cos φ)2e−(p+

√
2|A| sin φ)2 . (2.27)

Z posledńı rovnice je již jasně patrné, jakým směrem rotovala W (x, p). Vše můžete vidět
na obr. 2.5.
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W(xcosφ−psinφ,xsinφ+pcosφ)

Obrázek 2.5: Nezrotovaná W (x, p) a zrotovaná W (x cos φ − p sin φ, x sin φ + p cos φ) pro
úhel φ = π/3 a amplitudu

√
2|A| = 6.

Je tud́ıž jasné, že celou situaci je možné vyřešit t́ım, že budeme integrovat přes p
zrotovanou Wignerovu kvazidistribuci W (x cos φ − p sin φ, x sin φ + p cos φ) v p̊uvodńıch
souřadnićıch. Čili plat́ı

P (x, φ) =

∫ ∞

−∞
W (x cos φ − p sin φ, x sin φ + p cos φ) dp. (2.28)

Právě odvozená rovnice je platná nejen pro náš konkrétńı ilustrativńı př́ıklad. Plat́ı obecně.
Situaci si vždy můžeme představit takovým zp̊usobem, že zrotujeme W (x, p) právě o ta-
kový úhel, který odpov́ıdá úhlu φ obecné kvadratury, a t́ım doćıĺıme analogické situace v
p̊uvodńım nezrotovaném fázovém prostoru. O správnosti výsledku se můžeme přesvědčit
na dvou speciálńıch př́ıpadech, které již dobře známe. Pro úhel φ = 0 okamžitě dostáváme

P (x, 0) =

∫ ∞

−∞
W (x, p) dp. (2.29)
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O něco obt́ıžněǰśı je situace pro úhel φ = π/2. Po dosazeńı totiž obdrž́ıme

P (x, π/2) =

∫ ∞

−∞
W (−p, x) dp. (2.30)

Jestliže se však pod́ıváme na obr. 2.6, tak ihned vid́ıme, že skutečně plat́ı

P (x, π/2) =

∫ ∞

−∞
W (−p, x) dp =

∫ ∞

−∞
W (x, p) dx. (2.31)

x

pW(-p,x)

-p

x

W(x,p)
x

p

Obrázek 2.6: Integrály
∫ ∞
−∞ W (−p, x) dp a

∫ ∞
−∞ W (x, p) dx jsou totožné.

2.3 Souvislost W (x, p) s matićı hustoty stavu ρ̂

Vztah (2.28) je nazýván Radonova trasformace. My budeme potřebovat vztah inverzńı,
jelikož marginálńı distribuce P (x, φ) jsou výstupy měřeńı a my tato měřeńı použijeme k
rekonstrukci Wignerovy kvazidistribuce. Toto ovšem bude téma následuj́ıćı sekce, protože
ještě předt́ım je nutné vysvětlit, odkud se vzal vztah (2.1), který dává do souvislosti Wigne-
rovu kvazidistribuci a matici hustoty signálńıho stavu, což je ćıl našeho snažeńı.

Ačkoli to z předchoźıho postupu neńı zřejmé, vztah (2.28) lze chápat jako definuj́ıćı
vztah Wignerovy kvazidistribuce (Bertrand a Bertrand [11]) a je př́ımým d̊usledkem vlast-
nost́ı, které muśı W (x, p) splňovat, jestliže má být považována za kvantovou distribuci.
Muśı pro ni platit:

• vztahy (2.4)

• při fázovém posuvu o úhel φ dojde k rotaci komponent x a p ve W (x, p) ve fázovém
prostoru a současně dojde k rotaci marginálńıch pravděpodobnost́ı [9].
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Toto vede ke vztahu (2.28), který jsme odvodili na konkrétńım př́ıkladu. Je dobré si
uvědomit, že stejně jako můžeme psát P (x, 0) = 〈x|ρ̂|x〉 nebo P (x, π/2) = 〈p|ρ̂|p〉, můžeme
pro obecnou distribuci psát

P (x, φ) = 〈x|R̂(φ)ρ̂R̂†(φ)|x〉, (2.32)

kde R̂(φ) je unitárńı rotace o úhel φ tvaru

R̂(φ) = e−iφn̂, (2.33)

kde n̂ = â†â je operátor počtu foton̊u.
Zkusme nyńı odvodit vztah (2.1) (odvozeńı vesměs vycháźı z [9]). Zaved’me Fourier̊uv

obraz W ′(u, v) takto

W ′(u, v) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
W (x, p)e−iuxe−ivp dx dp (2.34)

a P ′(x′, φ) následovně

P ′(x′, φ) =

∫ ∞

−∞
P (x, φ)e−ix′x dx. (2.35)

Jestliže dosad́ıme za P (x, φ) ze vzahu (2.28), obdrž́ıme

P ′(x′, φ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
W (x cos φ − p sin φ, x sin φ + p cos φ)e−ix′x dx dp. (2.36)

Nyńı v integrálu provedeme substituci

X = x cos φ − p sin φ, P = x sin φ + p cos φ (2.37)

a dosṕıváme k

P ′(x′, φ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
W (X,P )e−i(x′ cos φ)Xe−i(x′ sin φ)P dX dP. (2.38)

Srovnáńım tohoto výrazu se vztahem (2.34) docháźıme k následuj́ıćı identitě

P ′(x′, φ) = W ′(x′ cos φ, x′ sin φ). (2.39)

To, co jsme nyńı obdrželi, je velice zaj́ımavá rovnice. Pod́ıvejme se na následuj́ıćı př́ıklad,
abychom ji lépe pochopili. Když se snaž́ıme zjistit středńı hodnotu nějaké veličiny x,
provád́ıme to vždy tak, že středujeme x s vahou danou pravděpodobnostńım rozděleńım
veličiny x. Pokud je x diskrétńı veličinou, pak sč́ıtáme přes všechny možné události x
vynásobené jejich pravděpodobnost́ı P (x) a obdrž́ıme 〈x〉. V př́ıpadě spojitého x pak plat́ı

〈x〉 =

∫

x · P (x) dx. (2.40)
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Můžeme také zjistit středńı hodnotu 〈f(x)〉 a to t́ımto zp̊usobem

〈f(x)〉 =

∫

f(x) · P (x) dx. (2.41)

Např́ıklad můžeme kromě již dř́ıve spoč́ıtané středńı hodnoty 〈α|x̂|α〉 spoč́ıtat také 〈α|x̂2|α〉
a t́ım zjistit středńı hodnotu z f(x̂) = x̂2. Takovému výrazu se ř́ıká druhý moment. Obecně
jestliže zjǐst’ujeme středńı hodnotu z f(x̂) = x̂m, tak poč́ıtáme m-tý moment.

Toto byly velice známé př́ıklady. Můžeme však spoč́ıtat středńı hodnotu třeba i z f(x) =
exp (−ix′x)

C(x′) = 〈e−ix′x〉 =

∫

e−ix′xP (x) dx. (2.42)

Funkce C(x′) je nazývána charakteristickou funkćı (bližš́ı informace viz. [12]). Jestliže výše
uvedenou rovnici srovnáme s (2.35), zjist́ıme, že P ′(x′, φ) je charakteristickou funkćı. Dále
muśı být d́ıky platnosti vztahu (2.39) také W ′(x′ cos φ, x′ sin φ) charakteristickou funkćı.
Zároveň je P ′(x′, φ) Fourierovým obrazem P (x, φ). Vztah (2.39) můžeme tedy nakonec
formulovat takto. Fourier̊uv obraz pravděpodobnostńı distribuce P (x, φ) se rovná charak-
teristické funkci W ′(x′ cos φ, x′ sin φ) v polárńıch souřadnićıch.

Dále můžeme zkombinovat rovnici (2.32) s rovnićı (2.35) a dostaneme

P ′(x′, φ) =

∫ ∞

−∞
P (x, φ)e−ix′x dx =

∫ ∞

−∞
〈x|R̂(φ)ρ̂R̂†(φ)|x〉e−ix′x dx. (2.43)

Jestliže si uvědomı́me, že f(x̂)|x〉 = f(x)|x〉, pak můžeme psát

P ′(x′, φ) =

∫ ∞

−∞
〈x|R̂(φ)ρ̂R̂†(φ)e−ix′x̂|x〉 dx = tr

{

R̂(φ)ρ̂R̂†(φ)e−ix′x̂
}

. (2.44)

Matice ve stopě bychom nyńı potřebovali vhodně přeuspořádat. Předně plat́ı

tr {A1A2 . . . An} = tr {A2 . . . AnA1} = tr {A3 . . . AnA1A2} = . . . (2.45)

čili při cyklické permutaci matic je stopa invariantńı. Proto můžeme psát

P ′(x′, φ) = tr
{

R̂(φ)ρ̂R̂†(φ)e−ix′x̂
}

= tr
{

ρ̂R̂†(φ)e−ix′x̂R̂(φ)
}

= tr
{

ρ̂eiφn̂e−ix′x̂e−iφn̂
}

. (2.46)

Snadno se můžeme přesvědčit, že plat́ı následuj́ıćı vztah

[

exp (sÂ)B̂ exp (−sÂ)
]n

= exp (sÂ)B̂

1
︷ ︸︸ ︷

exp (−sÂ) exp (sÂ) B̂ exp (−sÂ) (2.47)

. . . exp (sÂ)B̂ exp (−sÂ) exp (sÂ)B̂ exp (−sÂ)

= exp (sÂ)B̂n exp (−sÂ),
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z čehož plyne, že jakákoli operátorová funkce f(B̂), která může být vyjádřena ve tvaru
mocninné řady, splňuje tuto identitu

exp (sÂ)f(B̂) exp (−sÂ) = f
(

exp (sÂ)B̂ exp (−sÂ)
)

. (2.48)

Tud́ıž dále plat́ı

P ′(x′, φ) = tr
{

ρ̂eiφn̂e−ix′x̂e−iφn̂
}

= tr
{
ρ̂ exp

(
−ix′eiφn̂x̂e−iφn̂

)}
. (2.49)

Nyńı jde o to, jakým zp̊usobem upravit eiφn̂x̂e−iφn̂. Zavedeńım následuj́ıćı funkce

f̂(s) = exp (sÂ)B̂ exp (−sÂ) (2.50)

a jej́ım rozvojem kolem bodu s = 0, můžeme dospět k

f̂(s) = f̂(0) + f̂ ′(0)s + f̂ ′′(0)
s2

2!
+ . . . . (2.51)

Prvńı derivace je tohoto tvaru

df̂(s)

ds
= exp (sÂ)(ÂB̂ − B̂Â) exp (−sÂ) → f̂ ′(0) =

[

Â, B̂
]

. (2.52)

Druhá pak vycháźı následovně

d2f̂(s)

ds2
= exp (sÂ)

(

Â
[

Â, B̂
]

−
[

Â, B̂
]

Â
)

exp (−sÂ) → f̂ ′′(0) =
[

Â,
[

Â, B̂
]]

. (2.53)

Stejným zp̊usobem bychom źıskali všechny derivace vyšš́ıho řádu. Nakonec tud́ıž můžeme
psát

exp (sÂ)B̂ exp (−sÂ) = B̂ +
[

Â, B̂
]

s +
[

Â,
[

Â, B̂
]] s2

2!
+ . . . . (2.54)

Nyńı použijeme x̂ = (â + â†)/
√

2. Pro kreačńı a anihilačńı operátory použit́ım odvozených
vztah̊u dostáváme:

exp (iφâ†â)â exp (−iφâ†â) = â +

−â
︷ ︸︸ ︷

[â†â, â] iφ +

â
︷ ︸︸ ︷

[â†â, [â†â, â]]
(iφ)2

2!
+ . . . (2.55)

= â

(

1 − iφ − φ2

2
. . .

)

= â exp (−iφ),

exp (iφâ†â)â† exp (−iφâ†â) = â† +

â†
︷ ︸︸ ︷

[â†â, â†] iφ +

â†
︷ ︸︸ ︷

[â†â, [â†â, â†]]
(iφ)2

2!
+ . . . (2.56)

= â†
(

1 + iφ − φ2

2
. . .

)

= â† exp (iφ).
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Celkem tedy můžeme psát

exp (iφâ†â)x̂ exp (−iφâ†â) =
1√
2

(
exp (iφâ†â)

(
â + â†) exp (−iφâ†â)

)
= (2.57)

=
1√
2

(
âe−iφ + â†eiφ

)
.

Srovnáńım se vztahem (1.8) dosṕıváme k následuj́ıćımu závěru

exp (iφâ†â)x̂ exp (−iφâ†â) =
1√
2

(
âe−iφ + â†eiφ

)
= x̂ cos φ + p̂ sin φ, (2.58)

takže nakonec obdrž́ıme

P ′(x′, φ) = tr {ρ̂ exp (−ix′(x̂ cos φ + p̂ sin φ))} = W ′(x′ cos φ, x′ sin φ), (2.59)

což po přeznačeńı u = x′ cos φ, v = x′ sin φ dává

W ′(u, v) = tr {ρ̂ exp (−i(x̂u + p̂v)} . (2.60)

Toto je velice zaj́ımavý výsledek, protože kromě tohoto výrazu plat́ı pro W ′(u, v) také
(2.34), který má podobnou strukturu, ale je v něm explicitně obsažena Wignerova kvazi-
distribuce W (x, p). To jasně signalizuje, že W (x, p) bude úzce souviset s matićı hustoty
stavu ρ̂. Abychom odvodili vztah (2.1), invertujeme výraz (2.34)

∫

R
2

W ′(u, v)eiuXeivP du dv =

∫

R
4

W (x, p)e−iu(x−X)e−iv(p−P ) dx dp du dv (2.61)

= 4π2

∫

R
2

W (x, p)δ(x − X)δ(p − P ) dx dp

= 4π2W (X,P ).

Nyńı potřebujeme vyjádřit W ′(u, v). Vypoč́ıtejme proto stopu v rovnici (2.60)

W ′(u, v) =

∫ ∞

−∞
〈x|ρ̂ exp (−iux̂ − ivp̂)|x〉 dx. (2.62)

V daľśıch úpravách budeme muset použ́ıt Campbell-Baker-Hausdorffovu formuli, která
postuluje následuj́ıćı. Mějme dva operátory Â a B̂, které splňuj́ı podmı́nku

[

Â,
[

Â, B̂
]]

=
[

B̂,
[

Â, B̂
]]

= 0, (2.63)

tedy Â, B̂ komutuj́ı s komutátorem
[

Â, B̂
]

. Pak plat́ı

exp (s(Â + B̂)) = exp (sÂ) exp (sB̂) exp (−s2
[

Â, B̂
]

/2) (2.64)

= exp (sB̂) exp (sÂ) exp (s2
[

Â, B̂
]

/2).
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Důkaz můžete nalézt v Dodatku A. My máme situaci, kdy Â = ux̂ a B̂ = vp̂ a s = −i.
Proto dostáváme

exp (−iux̂ − ivp̂) = exp (−iux̂) exp (−ivp̂) exp (iuv/2). (2.65)

A po dosazeńı do (2.62) obdrž́ıme

W ′(u, v) =

∫ ∞

−∞
〈x|ρ̂ exp (iuv/2) exp (−iux̂) exp (−ivp̂)|x〉 dx. (2.66)

Operátor exp (−ivp̂) p̊usob́ı na |x〉 takto3 exp (−ivp̂)|x〉 = |x + v〉 a tedy muśı platit

W ′(u, v) =

∫ ∞

−∞
〈x|ρ̂ exp (iuv/2) exp (−iux̂)|x + v〉 dx (2.67)

=

∫ ∞

−∞
〈x|ρ̂ exp (iuv/2) exp (−iu(x + v))|x + v〉 dx

= exp (−iuv/2)

∫ ∞

−∞
exp (−iux) 〈x|ρ̂|x + v〉 dx.

Nyńı provedeme substituci X = x+v/2 a nakonec přeznač́ıme X zpátky na x a dosṕıváme
k

W ′(u, v) =

∫ ∞

−∞
exp (−iux)

〈

x − v

2
|ρ̂|x +

v

2

〉

dx. (2.68)

Tento výsledek dosad́ıme do vztahu (2.61) a obdrž́ıme

W (x, p) =
1

4π2

∫

R
3

e−iu(x′−x)eivp
〈

x′ − v

2
|ρ̂|x′ +

v

2

〉

dx′ du dv (2.69)

=
1

2π

∫

R
2

δ(x′ − x)eivp
〈

x′ − v

2
|ρ̂|x′ +

v

2

〉

dx′ dv

=
1

2π

∫ ∞

−∞
eivp

〈

x − v

2
|ρ̂|x +

v

2

〉

dv.

Dospěli jsme tedy ke vztahu (2.1). Tato rovnice je velice významná. Je to spojovaćı most
mezi středńımi hodnotami veličin, které jsme schopni v kvantové mechanice měřit, a
zakódovańım stavu ve fázovém prostoru. To ve svém d̊usledku vede až k možnosti re-
konstrukce matice hustoty ρ̂ signálńıho stavu.

Při měřeńı však z marginálńıch distribućı rekonstruujeme Wignerovu kvazidistribuci a
z ńı bychom potřebovali źıskat matici hustoty ρ̂. Potřebujeme tedy inverzńı vztah. Prove-
deńım Fourierovy transformace můžeme jednoduše dospět ke vztahu

∫ ∞

−∞
W (x, p)e−iv′p dp =

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
eip(v−v′)

〈

x − v

2
|ρ̂|x +

v

2

〉

dv dp (2.70)

=

∫ ∞

−∞
δ(v − v′)

〈

x − v

2
|ρ̂|x +

v

2

〉

dv

=

〈

x − v′

2
|ρ̂|x +

v′

2

〉

.

3Podrobněǰśı diskuze viz vztahy (3.12) až (3.22).
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Mnohem výhodněǰśı by však bylo, pokud bychom měli vztah mezi matićı hustoty a Wigne-
rovou kvazidistribućı vyjádřený v libovolné bázi, protože právě odvozený vztah v konkrétńı
bázi nemuśı být vždy nejlepš́ı pro práci. Dokažme proto užitečný vztah. Prozkoumejme
následuj́ıćı integrál

I =
1

2π

∫

R
4

〈

x − u

2
|ρ̂1| x +

u

2

〉 〈

x − v

2
|ρ̂2| x +

v

2

〉

eip(u+v) du dv dx dp (2.71)

=

∫

R
3

δ(u + v)
〈

x − u

2
|ρ̂1|x +

u

2

〉 〈

x − v

2
|ρ̂2|x +

v

2

〉

du dv dx

=

∫

R
2

〈

x +
v

2
|ρ̂1|x − v

2

〉 〈

x − v

2
|ρ̂2|x +

v

2

〉

dv dx.

Použijeme substituci x = (ξ + η)/2, v = η − ξ, pak d́ıky
∫ ∞
−∞ |ξ〉〈ξ| dξ = 1, dostáváme

I =

∫

R
2

〈η |ρ̂1| ξ〉 〈ξ |ρ̂2| η〉 dξ dη = tr {ρ̂1ρ̂2} . (2.72)

Zároveň ale plat́ı

I = 2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Wρ̂1(x, p)Wρ̂2(x, p) dx dp, (2.73)

z čehož plyne

tr {ρ̂1ρ̂2} = 2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Wρ̂1(x, p)Wρ̂2(x, p) dx dp. (2.74)

Jestliže za ρ̂2 zvoĺıme |ξ′〉〈ξ|, pak můžeme psát

tr {ρ̂1|ξ′〉〈ξ|} = 2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Wρ̂1(x, p)W|ξ′〉〈ξ|(x, p) dx dp. (2.75)

Stopa je invariant, tud́ıž ji můžeme vypoč́ıtat v libovolné bázi. Proto za předpokladu
〈ξ|η〉 = δξ

η plat́ı

tr {ρ̂1|ξ′〉〈ξ|} =

∫

η

〈η|ρ̂1|ξ′〉〈ξ|η〉 dη = 〈ξ|ρ̂1|ξ′〉. (2.76)

T́ım jsme dosáhli zcela obecného výsledku

〈ξ|ρ̂|ξ′〉 = 2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Wρ̂(x, p)W|ξ′〉〈ξ|(x, p) dx dp. (2.77)

Ze vztahu je patrné, že znalost W (x, p) nám umožńı źıskat matici hustoty signálńıho stavu
v libovolné bázi. Tud́ıž nám zbývá již posledńı spojovaćı článek týkaj́ıćı se toho, jak źıskat
z marginálńıch distribućı P (x, φ) Wignerovu distribuci W (x, p).
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2.4 Rekonstrukce W (x, p) z P (x, φ) aneb kvantová to-

mografie

Posledńı článek v celém procesu rekonstrukce kvantového stavu světla je př́ıznačně
nazýván kvantovou tomografíı. Dı́ky Heisenbergovým relaćım neurčitosti nemůžeme sice
př́ımo změřit Wignerovu kvazidistribuci, ale co můžeme změřit jsou právě histogramy pro
obecně natočenou kvadraturu P (x, φ) To jsou vlastně jakési ’st́ıny’, které Wignerova kva-

Obrázek 2.7: Zákony kvantové mechaniky nám dovoluj́ı pozorovat pouze ’st́ıny’ Wigne-
rovy kvazidistribuce. Ovšem máme-li dostatečné množstv́ı st́ın̊u z r̊uzných úhl̊u pohledu,
můžeme si dovolit zrekonstruovat objekt, jenž st́ın vrhá. To je podstata kvantové tomo-
grafie.

zidistribuce vytvář́ı na rovinách, které jsou kolmé k rovině xp a zároveň procháźı př́ımkou,
která určuje natočenou kvadraturu ve fázovém prostoru, což můžete vidět na obr. 2.7.

Pro odvozeńı analytického vztahu (opět čerpáme z [9]) je výhodné zač́ıt u (2.61) a
uvědomit si, že Fourier̊uv obraz P (x, φ) je roven Fourierovu obrazu Wignerovy kvazidis-
tribuce (2.39). Proto můžeme v polárńıch souřadnićıch psát

W (x, p) =
1

4π2

∫ ∞

−∞

∫ π

0

W ′(x′ cos φ, x′ sin φ)eix′(x cos φ+p sin φ)|x′| dx′ dφ = (2.78)

=
1

4π2

∫ ∞

−∞

∫ π

0

P ′(x′, φ)eix′(x cos φ+p sin φ)|x′| dx′ dφ.
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Nav́ıc plat́ı (2.35), takže konečně

W (x, p) =
1

4π2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ π

0

P (w, φ)eix′(x cos φ+p sin φ−w)|x′| dx′ dw dφ. (2.79)

Jestliže označ́ıme

K(z) =
1

2

∫ ∞

−∞
|x′|eix′z dx′ (2.80)

můžeme dále psát

W (x, p) =
1

2π2

∫ ∞

−∞

∫ π

0

P (w, φ)K(x cos φ + p sin φ − w) dw dφ. (2.81)

T́ım bychom mohli celý problém uzavř́ıt, ovšem z matematické hlediska je výraz (2.80)
poněkud nešt’astný. Divergence ve fyzice jsou vždy nepř́ıjemnou záležitost́ı. Naštěst́ı je
však možné provést poměrně jednoduše regularizaci tohoto výrazu a dospět k fyzikálně
přijatelnému závěru. Nejdř́ıve výraz (2.80) uprav́ıme

K(z) =
1

2

(∫ ∞

0

eix′zx′ dx′ −
∫ 0

−∞
eix′zx′ dx′

)

= (2.82)

=
1

2i

∂

∂z

(∫ ∞

0

eix′z dx′ −
∫ 0

−∞
eix′z dx′

)

=

=
1

2i

∂

∂z

(∫ ∞

0

eix′z dx′ −
∫ ∞

0

e−ix′z dx′
)

=
∂

∂z
Im

∫ ∞

0

eix′z dx′,

což je vlastně integrál z funkce sinus. Pro regularizaci tohoto integrálu se použ́ıvá známý
trik, i když popravdě matematicky trochu divoký, s přidáńım členu e−ǫx′

(kde ǫ → 0),
který chováńı integrandu v nekonečnu učińı přijatelným. Spoč́ıtejme nyńı tento upravený
integrál

I =

∫ ∞

0

eix′(z+iǫ) dx′ =

[
eix′(z+iǫ)

i(z + iǫ)

]∞

0

= − 1

i(z + iǫ)
. (2.83)

Dále4

K(z) =
∂

∂z
Im

(

− 1

i(z + iǫ)

)

=
∂

∂z
Im

(
i

z + iǫ

)

= (2.84)

=
∂

∂z
Re

(
1

z + iǫ

)

=
∂

∂z

(
z

z2 + ǫ2

)

=
ǫ2 − z2

(z2 + ǫ2)2
.

Správně bychom měli výsledek psát jako

W (x, p) =
1

2π2
lim
ǫ→0

∫ ∞

−∞

∫ π

0

P (w, φ)
ǫ2 − (x cos φ + p sin φ − w)2

((x cos φ + p sin φ − w)2 + ǫ2)2
dw dφ. (2.85)

4Správně bychom měli psát
∫ ∞

0
f(z)eix′z dx′ = limǫ→0

(

−f(z) 1
i(z+iǫ)

)

, kde f(z) je nějaká ’pěkně’ se

chovaj́ıćı funkce, protože teprve poté dostane výraz smysl.
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Regularizace výrazu (2.80) je ovšem ekvivalentńı tomu, že vezmeme pouze Cauchyovu
hlavńı hodnotu z integrálu (2.81), protože t́ım, že vezmeme Cauchyovu hlavńı hodnotu
se vyhneme singularitám, které jsou př́ıčinou divergentńıho chováńı členu (2.80). Nakonec
proto můžeme psát

W (x, p) = − 1

2π2
PV

∫ ∞

−∞

∫ π

0

P (w, φ)

(x cos φ + p sin φ − w)2
dw dφ. (2.86)

Tento vztah je nazýván inverzńı Radonovou transformaćı a je základńı matematickou meto-
dou použ́ıvanou jak v tomografii v medićıně, tak i v kvantové optice. V praxi se samozřejmě
namı́sto integrace použ́ıvá sumace přes naměřené histogramy.

Právě jsme se tedy přesvědčili, že vyvážená homodynńı detekce je skutečně velmi
užitečnou metodou. Stoj́ı na počátku cesty k rekonstrukci kvantového stavu světla.

2.5 Kvadratura a elektrické pole

V sekci 1.2.1 jsem viděli, že obecná kvadratura (1.8) je ekvivalentńı operátoru elek-
trického pole (1.9). Dı́ky analogické struktuře vztah̊u (1.8) a (1.9) můžeme změnou φ v
podstatě měřit časový pr̊uběh elektrického pole. Při zafixovaném z máme totiž v (1.9)
φ(0, t) a φ záviśı na t lineárně. Jestliže tud́ıž známe histogram pro x̂φ, známe i histogram
P (E(t)). Na následuj́ıćıch stránkách uvid́ıte sérii obrázk̊u, které byly vytvořeny tak, že
jsme vždy vyšli ze známé Wignerovy kvazidistribuce pro daný stav, pomoćı vztahu (2.28)
jsme spočetli P (x, φ), zakreslili jsme pr̊uběh P (x, φ) pro r̊uzná φ a nakonec jsme zakreslili,
jakým zp̊usobem by mohlo dopadnout měřeńı elektrického pole. V posledńım kroku jsme
pro každé x̂φ ke generaci náhodných č́ısel použili Gaussovu distribuci s daným rozptylem
a posunut́ım.

Pro vakuový stav je situace jednoduchá. Je to koherentńı stav umı́stěný v počátku.
Wignerova kvazidistribuce je tud́ıž tvaru

W (x, p) =
1

π
e−(x2+p2). (2.87)

Na tomto mı́stě je již mysĺım zřejmé, že marginálńı distribuce se nebude měnit s φ d́ıky
symetrii, ale přesto můžeme dosadit do (2.28) a provést integraci přes p. Výsledek je

P (x, φ) =
1√
π

e−x2

. (2.88)

Na obr. 2.8 můžete vidět pr̊uběh marginálńıch distribućı pro r̊uzná φ a na obr. 2.9 potom
tomu odpov́ıdaj́ı pr̊uběh elektrického pole.

Nyńı rozebereme př́ıpad pro koherentńı stav. Do rovnice (2.28) můžeme dosadit ze
vztahu (2.27) a po integraci přes p dostáváme

P (x, φ) =
1√
π

e−(x−
√

2|A| cos φ)2 . (2.89)
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Obrázek 2.8: Marginálńı distribuce pro r̊uzná φ pro vakuový stav.
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Obrázek 2.9: Pr̊uběh elektrického pole pro vakuový stav.
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Obrázek 2.10: Marginálńı distribuce P (x, φ) pro r̊uzná φ pro koherentńı stav s
√

2|A| = 1.
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Obrázek 2.11: Simulace možného výsledku měřeńı E(t) pro koherentńı stav
√

2|A| = 1.
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Obrázek 2.12: Kvantový šum při větš́ı amplitudě koherentńıho stavu již nehraje takovou
roli a elektrické pole postupně źıskává charakter klasické oscilace.

Tento výsledek můžete vidět na obr. 2.10 a obr. 2.11. Pro ilustraci role kvantového šumu
uvád́ım ještě obr. 2.12 pro koherentńı stavy s

√
2|A| = 10 a

√
2|A| = 100.

Nakonec bychom rádi demonstrovali pr̊uběh elektrického pole u stlačených stav̊u, tj. u
stav̊u, které minimalizuj́ı relace neurčitosti ∆x · ∆p = 1/2. Ve skutečnosti jsme tedy už s
některými stlačenými stavy pracovali, protože např́ıklad koherentńı stavy relace neurčitosti
minimalizuj́ı. U koherentńıch stav̊u jsou ovšem neurčitosti ∆x a ∆p stejné a rovny 1/

√
2.

U stlačených stav̊u, které jsou hodny svého jména, však docháźı k minimalizaci relaćı
neurčitosti tak, že jedna z neurčitost́ı ∆x, ∆p je menš́ı než 1/

√
2, zat́ımco druhá muśı být

větš́ı než 1/
√

2, aby nedocházelo k porušeńı relaćı neurčitosti. Wignerovu kvazidistribuci
pro speciálńı př́ıpad stlačeńı ve směru x nebo p pak můžeme logicky psát ve tvaru

W (x cos φ − p sin φ, x sin φ + p cos φ) =
1

π
e−s2(x cos φ−p sin φ−

√
2|A|)2e−

(x sin φ+p cos φ)2

s2 , (2.90)

kde s je parametr stlačeńı. Pokud je |s| > 1, pak je Wignerova kvazidistribuce stlačená v x
a naopak rozš́ı̌rená v p. Takový stav se pak logicky nazývá amplitudově stlačený. Naopak
pokud |s| < 1, pak je Wignerova kvazidistribuce stlačená v p a protažená v x. Takový stav
se pak nazývá fázově stlačený. Dosazeńım (2.90) do (2.28) dosṕıváme po integraci přes p
k následuj́ıćımu vztahu

P (x, φ) =
1√
π

exp
(

− s2(x−
√

2|A| cos φ)2

cos2 φ+s4 sin2 φ

)

√
cos2 φ+s4 sin2 φ

s2

. (2.91)

Výsledky pro oba stavy jsou zobrazeny na obrázćıch ńıže. Je z nich pěkně vidět, odkud se
vzaly názvy fázově a amplitudově stlačený stav. Mohli bychom samozřejmě vyšetřit ještě
obecně stlačený stav, ale mysĺım, že jako názorná demonstrace toho, jakým zp̊usobem
můžeme vyváženou homodynńı detekćı dospět až k fyzikálně snadno interpretovatelným
veličinám, jsou tyto př́ıklady naprosto dostačuj́ıćı.

Motivováni výsledky této kapitoly, můžeme nyńı naš́ı pozornost obrátit na stěžejńı
výpočet této práce.
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Obrázek 2.13: Koherentńı stav se stlačenou amplitudou, kde koeficient stlačeńı je s = 3 a
plat́ı

√
2|A| = 3.
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Obrázek 2.14: Simulace možného výsledku měřeńı E(t) pro koherentńı stav se stlačenou
amplitudou, kde koeficient stlačeńı je s = 3 a plat́ı

√
2|A| = 3.
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Obrázek 2.15: Koherentńı stav se stlačenou fáźı, kde koeficient stlačeńı je s = 1/3 a plat́ı√
2|A| = 3.

0 2 4 6 8 10 12

-5

0

5

10

t

E
Ht
L

Obrázek 2.16: Simulace možného výsledku měřeńı E(t) pro koherentńı stav se stlačenou
fáźı, kde koeficient stlačeńı je s = 1/3 a plat́ı

√
2|A| = 3.
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Kapitola 3

Měřeńı kvadratury

V této kapitole se již budeme věnovat formálńımu d̊ukazu toho, že pro velké A je měřeńı
počtu foton̊u na výstupńıch fotodetektorech ekvivalentńı měřeńı kvadratury signálńıho
stavu.

Výpočet jsem provedl dvěma zp̊usoby, přičemž každý z nich nám poskytl jiný úhel
pohledu na daný problém. Kapitola začne výpočtem, který nás dovedl k výrazu pro am-
plitudu pravděpodobnosti naměřeńı n a m foton̊u na výstupńıch fotodetektorech ve tvaru
přidružených Laguerrových polynomů, exponenciál a cosinové části. Poté stručně zana-
lyzujeme tento výsledek a budeme pokračovat alternativńım výpočtem, který nás dovedl
k značně odlǐsnému výrazu, který ovšem umožnil typ analýzy, který byl u předchoźıho
př́ıpadu nerealizovatelný. Kapitolu uzavřeme obecnou diskuźı o problémech spjatých s
výpočty a srovnáńım obou př́ıstup̊u.

3.1 Výpočet Mn
m při BHD

Vyjděme ze schématu BHD podle obr. 1.1. Máme signálńı stav |ψ〉, který můžeme
vyjádřit v souřadnicové bázi |x〉 takto

|ψ〉 =

∫ ∞

−∞
ψ(x)|x〉 dx. (3.1)

Stav LO vezmeme pro zjednodušeńı tvaru | − A〉, kde A je reálné, kladné a A → ∞, tedy
LO je v koherentńım stavu s velkou amplitudou. Znaménko mı́nus přidáváme čistě pro
pozděǰśı zjednodušeńı. Na samotný výpočet tato volba nemá žádný vliv. Stav | − A〉 také
vyjádř́ıme v souřadnicové bázi. Použit́ım vztahu (2.16) dostáváme

| − A〉 = π− 1
4

∫ ∞

−∞
e−

1
2
(y+

√
2A)2|y〉 dy. (3.2)

Vstupńı stav ψin můžeme psát tedy takto

ψin = π− 1
4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−

1
2
(y+

√
2A)2 |x〉|y〉 dx dy. (3.3)

35
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Nyńı necháme oba tyto stavy proj́ıt děličem svazku, který je popsaný Hamiltoniánem ĤBS

(1.11). Stavy se na děliči svazku ztransformuj́ı a výstupńı stav ψout můžeme obecně zapsat
takto

ψout = π− 1
4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−

1
2
(y+

√
2A)2ĤBS|x〉|y〉 dx dy. (3.4)

Jakým zp̊usobem se však stavy |x〉 a |y〉 ztransformuj́ı po zap̊usobeńı ĤBS? Již v́ıme,
jak se transformuj́ı polńı operátory â1 a â2. Tuto informaci můžeme využ́ıt k odvozeńı
transformace kvadratur x̂1, x̂2 na děliči svazku. Podle (1.7), (1.18) a (1.19) plat́ı

x̂′
1 =

â′
1 + â

′†
1√

2
=

â1−â2√
2

+
â†
1−â†

2√
2√

2
=

â1+â†
1√

2
− â2+â†

2√
2√

2
=

x̂1 − x̂2√
2

. (3.5)

Podobně

x̂′
2 =

â′
2 + â

′†
2√

2
=

â1+â2√
2

+
â†
1+â†

2√
2√

2
=

â1+â†
1√

2
+

â2+â†
2√

2√
2

=
x̂1 + x̂2√

2
. (3.6)

V maticovém zápisu:
(

x̂′
1

x̂′
2

)

=
1√
2

(
1 −1
1 1

)(
x̂1

x̂2

)

. (3.7)

Právě odvozené transformace vyjadřuj́ı situaci v Heisenbergově obraze. My bychom ale
pro úpravu (3.4) potřebovali sṕı̌se vědět, jakým zp̊usobem se transformuj́ı stavy |x〉 a |y〉
v Schrödingerově obraze. K tomu můžeme použ́ıt velmi jednoduchou úvahu. Předevš́ım
si muśıme uvědomit, že výsledek měřeńı nezáviśı na volbě obrazu. Oba obrazy jsou z
fyzikálńıho hlediska ekvivalentńı. Z toho plyne, že to, co muśı z̊ustávat stejné, at’ už
vývoj systému popisujeme v jednom či druhém obraze, jsou vlastńı hodnoty, které źıskáme
p̊usobeńım operátor̊u na vlastńı stavy.

V našem konkrétńım př́ıpadě máme vstupńı stav tvaru |x〉1|y〉2 a k němu př́ıslušej́ıćı
vstupńı operátory x̂1 a x̂2.

1 V Heisenbergově obraze z̊ustane stav |x〉1|y〉2 po pr̊uchodu
děličem svazku nezměněn. Interakce s děličem svazku je zahrnuta v transformaci x̂1 a x̂2

(3.7). Na výstupu proto můžeme psát

x̂1 − x̂2√
2

|x〉1|y〉2 =
x − y√

2
|x〉1|y〉2

x̂1 + x̂2√
2

|x〉1|y〉2 =
x + y√

2
|x〉1|y〉2. (3.8)

Ke stejnému výsledku muśıme dospět i v Schrödingerově obraze, kde jsou ale naopak x̂1 a
x̂2 stejné jako na vstupu. Abychom obdrželi stejné vlastńı hodnoty na výstupu jako v (3.8)

1Připomeňme, že vše s indexem 1 př́ısluš́ı k signálńımu stavu |ψ〉 a vše označené indexem 2 se týká LO.
Nav́ıc operátor x̂1 p̊usob́ı pouze na stav |x〉1 a podobně x̂2 p̊usob́ı pouze na stav |y〉2.
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muśı platit:

x̂1

∣
∣
∣
∣

x − y√
2

〉

1

∣
∣
∣
∣

x + y√
2

〉

2

=
x − y√

2

∣
∣
∣
∣

x − y√
2

〉

1

∣
∣
∣
∣

x + y√
2

〉

2

,

x̂2

∣
∣
∣
∣

x − y√
2

〉

1

∣
∣
∣
∣

x + y√
2

〉

2

=
x + y√

2

∣
∣
∣
∣

x − y√
2

〉

1

∣
∣
∣
∣

x + y√
2

〉

2

. (3.9)

Z toho je jasně patrné, že pro výstupńı stav ve Schrödingerově obraze plat́ı

ψout = π− 1
4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−

1
2
(y+

√
2A)2

∣
∣
∣
∣

x − y√
2

〉

1

∣
∣
∣
∣

x + y√
2

〉

2

dx dy. (3.10)

Nyńı nás zaj́ımá amplituda pravpěpodobnosti Mn
m události - n foton̊u na portu 1, m

foton̊u na portu 2. Můžeme psát

Mn
m = π− 1

4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−

1
2
(y+

√
2A)2

〈

n

∣
∣
∣
∣

x − y√
2

〉

1

〈

m

∣
∣
∣
∣

x + y√
2

〉

2

dx dy. (3.11)

Pro daľśı postup si muśıme připomenout, jak p̊usob́ı koherentńı posunovaćı operátor,
který je operátorem unitárńım, na brackety. Koherentńı posunovaćı operátor je definovaný
vztahem (1.28). Jestliže zvoĺıme α = z, kde z je reálné č́ıslo, pak můžeme psát

D̂(z) = exp

[

z

(
x̂ − ip̂√

2

)

− z

(
x̂ + ip̂√

2

)]

= exp
(

−iz
√

2p̂
)

= exp

(

(−z
√

2)
∂

∂x

)

. (3.12)

Protože je operátor D̂(z) unitárńı, plat́ı pro něj

D̂†(z) = D̂−1(z) = D̂(−z), (3.13)

kde posledńı rovnost plyne z toho, že inverzńı operace k posunut́ı o z
√

2 je posunut́ı na
druhou stranu, tud́ıž o −z

√
2. Posunovaćı operátor D̂†(z) p̊usob́ıćı na vlnovou funkci ψ(x)

dává

D̂†(z)ψ(x) = exp

(

(z
√

2)
∂

∂x

)

ψ(x) =

(

1 + z
√

2
∂

∂x
+ . . .

)

ψ(x) (3.14)

= ψ(x) + z
√

2ψ′(x) + . . . = ψ(x + z
√

2).

Mohli bychom se tedy mylně domńıvat, že operátor D̂†(z) měńı |x〉 na |x + z
√

2〉, protože
evidentně

〈x + z
√

2|ψ〉 = ψ(x + z
√

2). (3.15)

To by ale byl př́ılǐs uspěchaný závěr. Abychom to dokázali, můžeme provést následuj́ıćı
rozbor. Předevš́ım plat́ı2

D̂†(z)x̂D̂(z) = exp
(

iz
√

2p̂
)

x̂ exp
(

−iz
√

2p̂
)

(3.16)

= x̂ + [p̂, x̂](iz
√

2) = x̂ + z
√

2 = x̂D.

2Použit́ım (2.54) a uvědoměńım si, že daľśı komutátory ve vztahu (2.54) jsou již nulové.
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Nyńı zadefinujme posunutý stav následovně

|u〉 = D̂†(z)|x〉. (3.17)

Snadno můžeme odvodit následuj́ıćı identitu

x̂D|u〉 = D̂†(z)x̂D̂(z)|u〉 = D̂†(z)x̂

1
︷ ︸︸ ︷

D̂(z)D̂†(z) |x〉 = D̂†(z)x|x〉 = x|u〉. (3.18)

Zároveň však plat́ı

x̂D|u〉 = (x̂ + z
√

2)|u〉 = (u + z
√

2)|u〉. (3.19)

Porovnáńım výše uvedených rovnic dostaneme

x|u〉 = (u + z
√

2)|u〉, (3.20)

takže muśı platit u = x − z
√

2. Rovnice (3.17) tud́ıž nabývá konkrétńıho tvaru

D̂†(z)|x〉 = |x − z
√

2〉. (3.21)

Podobně bychom mohli odvodit, že plat́ı

D̂(z)|x〉 = |x + z
√

2〉. (3.22)

Vrat’me se zpátky k našemu výpočtu. S použit́ım výše odvozených vztah̊u můžeme psát
(od ted’ dále vypust́ıme indexy 1 a 2)

Mn
m = π− 1

4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−

1
2
(y+

√
2A)2

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂

(x

2

)
∣
∣
∣
∣

−y√
2

〉〈

m

∣
∣
∣
∣
D̂

(x

2

)
∣
∣
∣
∣

y√
2

〉

dx dy. (3.23)

Jistě také plat́ı

〈

m

∣
∣
∣
∣
D̂

(x

2

)
∣
∣
∣
∣

y√
2

〉

=

〈
y√
2

∣
∣
∣
∣
D̂†

(x

2

)
∣
∣
∣
∣
m

〉∗
=

〈
y√
2

∣
∣
∣
∣
D̂

(

−x

2

)
∣
∣
∣
∣
m

〉∗
, (3.24)

což plyne př́ımo z definice skalárńıho součinu. Proto můžeme psát

Mn
m = π− 1

4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−

1
2
(y+

√
2A)2

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂

(x

2

)
∣
∣
∣
∣

−y√
2

〉 〈
y√
2

∣
∣
∣
∣
D̂

(

−x

2

)
∣
∣
∣
∣
m

〉∗
dx dy.

(3.25)
Pro daľśı postup si budeme muset připomenout některé vlastnosti vlastńıch stav̊u harmo-
nického oscilátoru, které se standartně označuj́ı un(x) = 〈x|n〉. Předevš́ım:

un(x) = (π)−
1
4
(−1)n

√
2nn!

e−
x2

2 ex2 dn

dxn

(

e−x2
)

. (3.26)
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Ovšem výraz

(−1)nex2 dn

dxn

(

e−x2
)

(3.27)

je definuj́ıćım vztahem pro Hermiteovy polynomy, tud́ıž můžeme psát

un(x) = (π)−
1
4

e−
x2

2

√
2nn!

Hn(x). (3.28)

Tento výraz je reálný, proto nemá smysl komplexně sdružovat a dostáváme

Mn
m = π− 1

4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−

1
2
(y+

√
2A)2

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂

(x

2

)
∣
∣
∣
∣

−y√
2

〉 〈
y√
2

∣
∣
∣
∣
D̂

(

−x

2

)
∣
∣
∣
∣
m

〉

dx dy. (3.29)

Dále pro Hermiteovy polynomy plat́ı

Hn(−x) = (−1)nHn(x) (3.30)

a jelikož je zbytek un(x) funkce sudá, můžeme udělat následuj́ıćı závěr (zase s využit́ım
toho, že un(x) je reálná funkce)

un

(
x − y√

2

)

= (−1)nun

(
y − x√

2

)

⇒ (−1)n

〈
y − x√

2

∣
∣
∣
∣
n

〉

= (−1)n

〈

n

∣
∣
∣
∣

y − x√
2

〉

. (3.31)

Tento závěr využijeme k následuj́ıćı úpravě:
〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂

(x

2

)
∣
∣
∣
∣

−y√
2

〉

=

〈

n

∣
∣
∣
∣

x − y√
2

〉

= (−1)n

〈

n

∣
∣
∣
∣

y − x√
2

〉

= (−1)n

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂

(

−x

2

)
∣
∣
∣
∣

y√
2

〉

.

(3.32)
Čili plat́ı

Mn
m = (−1)nπ− 1

4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−

1
2
(y+

√
2A)2

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂

(

−x

2

)
∣
∣
∣
∣

y√
2

〉 〈
y√
2

∣
∣
∣
∣
D̂

(

−x

2

)
∣
∣
∣
∣
m

〉

dx dy.

(3.33)
Zaměřme nyńı naš́ı pozornost na integrál přes y:

∫ ∞

−∞
e−

1
2
(y+

√
2A)2

∣
∣
∣
∣

y√
2

〉〈
y√
2

∣
∣
∣
∣
dy. (3.34)

Substitućı z = y/
√

2 dosṕıváme k výrazu

√
2

∫ ∞

−∞
e−(z+A)2|z〉〈z| dz. (3.35)

Nyńı tento výraz vyjádř́ıme v impulsové reprezentaci. To můžeme technicky provést tak, že
do stávaj́ıćıho výrazu na vhodných mı́stech vlož́ıme dva jednotkové operátory v impulsové
reprezentaci a tud́ıž dostáváme

√
2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(z+A)2|p〉〈p|z〉〈z|p′〉〈p′| dz dp dp′. (3.36)
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Dále plat́ı

〈p|z〉 =
1√
2π

e−ipz, 〈z|p′〉 =
1√
2π

eip′z. (3.37)

Takže integrál můžeme přepsat do tohoto tvaru

1√
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(z+A)2e−ipzeip′z|p〉〈p′| dz dp dp′. (3.38)

Nyńı zavedeme substituci z + A = y a provedeme několik triviálńıch úprav:

I =
1√
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−y2

e−i(p−p′)yei(p−p′)A|p〉〈p′| dy dp dp′ (3.39)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e
−

»

(y+ i
2
(p−p′))

2
+

(p−p′)2
4

–

ei(p−p′)A|p〉〈p′| dy dp dp′.

Daľśı substituce (p, p′) → (p, p − ∆p) (jak se můžete snadno přesvědčit Jakobián transfor-
mace je −1) vede k výrazu

− 1√
2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e
−

»

(y+ i
2
∆p)

2
+∆p2

4

–

ei∆pA|p〉〈p − ∆p| dy dp d∆p. (3.40)

Jako posledńı substituci zvoĺıme p′ = ∆p√
2

a dostáváme

− 1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e
−

»

“

y+ i
√

2
2

p′
”2

–

e−
p′2
2 ei

√
2p′A|p〉〈p −

√
2p′| dy dp dp′. (3.41)

Nyńı použijeme vztah (1.28). Plat́ı

D̂(ip′) = exp

[

ip′
(

x̂ − ip̂√
2

)

+ ip′
(

x̂ + ip̂√
2

)]

= exp
[

ip′
√

2x̂
]

= exp

[

(−p′
√

2)
∂

∂p

]

.

(3.42)
Postupem zcela analogickým tomu, který vedl ke vztahu (3.22) můžeme dospět také ke
vztahu, který nám ř́ıká, jakým zp̊usobem p̊usob́ı koherentńı posunovaćı operátor D̂(ip′) na
impulsový ket. Snadno se můžete přesvědčit, že plat́ı

D̂(ip′)|p〉 = |p +
√

2p′〉. (3.43)

V našich úpravách integrálu pak využijeme

〈p|D̂†(−ip′) = 〈p|D̂(ip′) = 〈p −
√

2p′|. (3.44)

S použit́ım tohoto vztahu můžeme náš integrál přepsat do tvaru

− 1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e
−

»

“

y+ i
√

2
2

p′
”2

–

e−
p′2
2 ei

√
2p′A|p〉〈p|D̂(ip′) dy dp dp′. (3.45)
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M PŘI BHD 41

Integrál přes p je roven jedné a dále můžeme zavést substituci y = z−i
√

2
2

p′. Integrál přejde
do následuj́ıćıho tvaru:

− 1

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−z2

e−
p′2
2 ei

√
2p′AD̂(ip′) dz dp′. (3.46)

Na tomto mı́stě můžeme provést integraci přes z a dostáváme velmi zjednodušený vztah

− 1√
π

∫ ∞

−∞
e−

p′2
2 ei

√
2p′AD̂(ip′) dp′. (3.47)

Vrat’me se nyńı k p̊uvodńımu integrálu (3.34). Dosazeńım výše uvedeného výsledku a
přeznačeńım p′ → p můžeme psát

Mn
m = (−1)n+1π− 3

4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−

p2

2
+iA

√
2p

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂

(

−x

2

)

D̂ (ip) D̂
(

−x

2

)
∣
∣
∣
∣
m

〉

dx dp.

(3.48)
S využit́ım vztahu (1.28) a použit́ım CBH formule (viz Dodatek A) můžeme snadno
dokázat, že plat́ı

D̂(v)D̂(v′) = evâ†−v∗âev′â†−v
′∗â = e(v+v′)â†−(v∗+v

′∗)âe(vv
′∗−v∗v′)/2 (3.49)

= D̂(v + v′)e(vv
′∗−v∗v′)/2.

A dále můžeme dokázat:

D̂(v + v′)D̂(v) = D̂(α)D̂(β) = D̂(α + β)e(αβ∗−α∗β)/2 (3.50)

= D̂(v′ + 2v)e((v+v′)v∗−(v∗+v
′∗)v)/2 = D̂(v′ + 2v)e(v′v∗−v

′∗v)/2.

Celkem tedy můžeme psát

D̂(v)D̂(v′)D̂(v) = D̂(v′ + 2v). (3.51)

Nakonec dosṕıváme ke kompaktńımu výrazu

Mn
m = (−1)n+1π− 3

4

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−

p2

2
+iA

√
2p

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂ (−x + ip)

∣
∣
∣
∣
m

〉

dx dp. (3.52)

Výraz

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂ (−x + ip)

∣
∣
∣
∣
m

〉

může být za podmı́nky3 n ≥ m upraven na (bližš́ı podrobnosti

lze nalézt např́ıklad v [14])

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂ (−x + ip)

∣
∣
∣
∣
m

〉

=

√

m!

n!
e−

1
2
(x2+p2)(−x + ip)n−mLn−m

m (x2 + p2), (3.53)

3Existuje i výraz pro př́ıpad m ≥ n, ale pro zjednodušeńı následuj́ıćıch úvah bude lepš́ı uvažovat pouze
speciálńı př́ıpad n ≥ m, protože výsledky pro oba př́ıpady jsou analogické.
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kde Ln−m
m (x2 + p2) jsou přidružené Laguerrovy polynomy. Celkově tedy dostáváme

Mn
m = (−1)n+1π− 3

4

√

m!

n!

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−p2+iA

√
2pe−

1
2
x2 × (3.54)

× (−x + ip)n−mLn−m
m (x2 + p2) dx dp,

což můžeme dále upravit na

Mn
m = (−1)n+1π− 3

4

√

m!

n!

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ψ(x)e−p2−x2

2 ei(A
√

2p+(n−m) arctan (− p
x)) × (3.55)

× (x2 + p2)
n−m

2 Ln−m
m (x2 + p2) dx dp

Dále můžeme rozepsat výraz

ei(A
√

2p+(n−m) arctan (− p
x)) = cos

(

A
√

2p + (n − m) arctan
(

−p

x

))

(3.56)

+ i sin
(

A
√

2p + (n − m) arctan
(

−p

x

))

.

Vyjma tohoto členu, je zbytek integrandu sudá funkce v p. Proto můžeme okamžitě kon-
statovat, že při integraci od −∞ do ∞ přes p bude lichá část integrandu, tj. ta obsahuj́ıćı
sinus, nulová a z̊ustane nám pouze sudá část integrandu. Nakonec tedy můžeme psát

Mn
m = (−1)n+1π− 3

4

√

m!

n!

∫

R
2

ψ(x)e−p2−x2

2 cos
(

A
√

2p − (n − m) arctan
p

x

)

×(3.57)

× (x2 + p2)
n−m

2 Ln−m
m (x2 + p2) dx dp.

Ačkoli se tento výraz nezdá př́ılǐs př́ıstupný analýze, přesto je možné z něj extraho-
vat několik zaj́ımavých informaćı. V analýze budeme vycházet z výsledk̊u zveřejněných v
článku [3]. V tomto článku bylo odvozeno, že pro velkou amplitudu LO měř́ı BHD kvad-
raturu x = n−m√

2A
. To znamená, že integrál4

In
m(x) =

√

m!

n!

∫ ∞

−∞
e−p2−x2

2 cos
(

A
√

2p − (n − m) arctan
p

x

)

×

×
(
x2 + p2

)n−m
2 Ln−m

m (x2 + p2) dp (3.58)

by měl dávat velice významný př́ıspěvek pro x bĺızké výše zmı́něné hodnotě, kdežto pro
jiná x by měl být př́ıspěvek tohoto integrálu velice malý. To jinými slovy znamená, že v
limitě A → ∞ očekáváme

In
m(x) ≈ δ

(

x − n − m√
2A

)

. (3.59)

To by nám zajistilo po integraci přes x vybráńı ψ
(

n−m√
2A

)

. Pod́ıvejme se nyńı, co nám ř́ıkaj́ı

grafy těchto poměrně složitých funkćı.

4Záměrně neṕı̌seme v In
m(x) člen (−1)n+1, kv̊uli větš́ı přehlednosti graf̊u, které budou následovat.
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3.2 Analýza integrálu In
m(x)

V této a v několika po ńı následuj́ıćıch sekćıch se pokuśıme kombinaćı kvalitativńıch a
kvantitativńıch analýz lépe pochopit chováńı integrálu In

m(x). Začneme analýzou chováńı
integrálu pro r̊uzná x pro nějaké konkrétńı hodnoty m, n a A. Pro srozumitelný popis
situace bude vhodné rozdělit si integrand

√

m!

n!
cos

(

A
√

2p − (n − m) arctan
p

x

)

· e−p2−x2

2 (x2 + p2)
n−m

2 Ln−m
m (x2 + p2) (3.60)

v (3.58) na dvě části. Prvńı bude ’cosinová’ část, tj. výraz:

cos
(

A
√

2p − (n − m) arctan
p

x

)

. (3.61)

Druhá část bude poté tvořena přidruženým Laguerrovým polynomem a zbylými členy, tj.
budeme pracovat s výrazem

√

m!

n!
e−p2−x2

2 (x2 + p2)
n−m

2 Ln−m
m (x2 + p2). (3.62)

Budeme také použ́ıvat aproximaci A ≈
√

m + n, která plat́ı z následuj́ıćıch d̊uvod̊u. Cel-
kový počet foton̊u na výstupech je pro A → ∞ velice bĺızký počtu foton̊u v LO, protože
ten dodává dominantńı část foton̊u ve srovnáńı se signálńım stavem. Jaký je středńı počet
foton̊u ve stavu LO můžeme snadno zjistit. Plat́ı (již dř́ıve jsme zvolili |α〉 = | − A〉)

〈α|â†â|α〉 = |α|2 = A2. (3.63)

Někdo by mohl namı́tnout, že pravděpodobnostńı rozděleńı má určitou středńı kvadratickou
odchylku, ale snadno se můžeme přesvědčit, že plat́ı (∆n)2 = A2, a tud́ıž můžeme pro
př́ıpad A → ∞ bez obav psát A ≈

√
m + n, jelikož relativńı š́ı̌rka Poissonovského rozděleńı

se ze zvětšuj́ıćım se A zmenšuje.
Následuj́ıćı grafy budou znázorňovat pr̊uběhy výraz̊u (3.60), (3.61) a (3.62). Okrovou

barvou bude vykreslena část (3.61). Fialovou barvou bude vykrelena část (3.62). Plně bude
poté vykreslena plocha pod funkćı (3.60), která je rozhoduj́ıćı pro konečnou váhu s jakou
budeme brát ψ(x) pro dané zafixované x.

Na obr. 3.1 můžete vidět chováńı výše uvedených výraz̊u pro hodnoty n = 350, m = 270
a A ≈

√
m + n při zafixované hodnotě x = −2. Pro dané počty foton̊u na výstupńıch

fotodetektorech, předpov́ıdá článek [3] měřeńı kvadratury x ≈ 2.27. Jak je vidět, pr̊uběh
integrandu má rychle osciluj́ıćı charakter, tud́ıž po provedeńı integrace přes p pro dané
x = −2 nemůžeme očekávat situaci, kdy by bylo ψ(−2) bráno s př́ılǐs velkou vahou. Naopak
se zdá, že oscilace jsou natolik ”divoké”, že v podstatě násob́ıme ψ(−2) nulou.

Situace se př́ılǐs nezměńı ani pro daľśı x, která jsou ”dostatečně” daleko od předpov́ıdané
hodnoty, jak můžete vidět na obr. 3.2, který znázorňuje situaci pro x = 6 a nezměněné
koeficienty m, n a A. Oscilace sice již neńı tak divoká, což je dáno změnou znaménka ve
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výrazu (3.61), kde se změna v p v prvńım členu (obsahuj́ıćım A) částečně kompenzuje se
změnou p v členu druhém (s arkustangens), ale i přesto je možné soudit, že po integraci
tohoto výrazu neobdrž́ıme žádný významný výsledek.

Vše se ovšem radikálně změńı, pokud zafixujeme x ’poměrně’ bĺızko předpov́ıdané hod-
notě, tj. x ≈ 2.27. Tuto situaci můžete vidět na obr. 3.3. Oba dva členy v integrandu
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Obrázek 3.1: Pro x = −2 má integrand rychle osciluj́ıćı charakter, tud́ıž po integraci
dostáváme téměř nulu.

začnou pro danou hodnotu x jakoby kooperovat. Člen (3.62) vytvoř́ı široký peak v mı́stě,
kde se (3.61) stává v podstatě konstantńı. Skoro bychom mohli konstatovat, že jak člen
(3.62), tak i člen (3.61) jsou ve fázi a vzájemně se ”chytře” ovlivňuj́ı takovým zp̊usobem,
že výsledná plocha pod (3.60) je skutečně významná, zejména provedeme-li konfrontaci s
grafy pro jiná x. Nav́ıc část (3.62) nabývá mnohem větš́ıch maximálńıch hodnot, než v
předchoźıch př́ıpadech.

Zaj́ımavá situace nastává pro x ≈ −2.27. V této zrcadlové situaci je sice člen (3.62)
stejný jako v př́ıpadě x = 2.27 (d́ıky sudosti (3.62) v̊uči x), ale člen (3.61) vykazuje divoké
oscilace. Je to dáno t́ım, že funkce arkustangens je lichá a tud́ıž se změna znaménka u x
přenese na změnu znaménka v argumentu cosinu, což vede mı́sto zeslabeńı oscilaćı naopak
k jejich ześıleńı. Celá situace je ilustrována na obr. 3.4.

Část (3.61) má také velice zaj́ımavé chováńı. Pro x = (n − m)/
√

2(n + m) totiž okolo
počátku dojde k vymizeńı oscilaćı a (3.61) se stává v podstatě konstantńı. Důvod pro tento
pr̊uběh je snadné vysvětlit. Stač́ı si uvědomit, že v př́ıpadě p/x ≪ 1 plat́ı arctan(p/x) ≈ p/x
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Obrázek 3.2: Pro x = 6 integrand neosciluje tak rychle jako na obr. 3.1, ale přesto po
integraci nedostáváme pro dané x žádný významný př́ıspěvek.
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Obrázek 3.3: Pro x = 2.27 se integrand chová velice ’př́ıznivě’. Zdá se, že po integraci
dostaneme opravdu významný př́ıspěvek pro danou volbu x.
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Obrázek 3.4: Pro x = −2.27 se d́ıky změně znaménka v argumentu (3.61) neopakuje situace
pro př́ıpad x = 2.27.

a tud́ıž můžeme psát

cos

(

p

[

A
√

2 − (n − m)
1

x

])

, (3.64)

z čehož je jasně vidět, že pro x = (n−m)/
√

2(n + m) dostaneme cos(p·0), což je konstantńı
funkce. To, že je v cosinové části obsažený arkustangens vede k nelineárńımu chováńı, které
se projev́ı prostě t́ım, že ’konstantńı’ úsek v (3.61) je omezený na malé okoĺı kolem počátku.

Předešlé úvahy by mohly svádět k vysloveńı závěru, že je vymizeńı oscilaćı v (3.61)
zodpovědné za to, že po integraci dostaneme jediný významný př́ıspěvek pro x = (n −
m)/

√

2(n + m), zat́ımco př́ıspěvek pro jiná x bude naprosto zanedbatelný. Je pravda, že

pro x r̊uzná od (n − m)/
√

2(n + m) budou oscilace velice rychlé. Nav́ıc při A → ∞ stač́ı

již drobná odchylka od (n−m)/
√

2(n + m) k tomu, aby se rychlé oscilace objevily. Ovšem
bylo by poněkud unáhlené činit takovéto závěry, jelikož část (3.62) zjevně osciluje v okoĺı
inkriminovaného x ’podobně’ rychle jako cosinová část. Oscilace v (3.61) by musely být
mnohem rychleǰśı než v (3.62), abychom mohli ř́ıci, že oscilace v (3.61) vedou k tomu, že
je integrand po integraci nulový. Celkový výsledek, zdá se, určuje sṕı̌se než individuálńı
chováńı jedné nebo druhé části v integrandu, společné chováńı obou př́ıtomných část́ı.

Celý integrál vykazuje také určitý typ škálováńı. Nehledě na to, jaké m a n zvoĺıme,
integrand se okolo inkriminovaného mı́sta, tj. pro x = (n−m)/

√

2(n + m) chová vždy velice
podobně. To znamená, že (3.61) a (3.62) se ’sejdou’ takovým zp̊usobem, že zmaximalizuj́ı
plochu pod grafem. Toto chováńı můžete vidět na obr. 3.5, kde je pro zaj́ımavost srovnáno
chováńı integrandu přibližně okolo bodu x = (n − m)/

√

2(n + m) pro tři r̊uzné počty
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foton̊u.
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Obrázek 3.5: Grafy pro r̊uzné hodnoty m, n a A, ovšem dávaj́ıćı stejnou hodnotou x =
(n − m)/

√

2(n + m). Grafy jsou okolo inkriminovaného x velice podobné.

Ačkoli nám tedy výraz (3.57) dává jakousi nápovědu ohledně mı́sta, kde můžeme
očekávat ostré maximum po zintegrováńı integrandu a tato nápověda přesně koresponduje
se závěry [3], přesto neńı možné ř́ıci, že bychom tuto skutečnost dokázali pro A → ∞. Uve-
dené výsledky sice vizuálně potvrzuj́ı dř́ıve odhalené skutečnosti týkaj́ıćı se vyvážené ho-
modynńı detekce, avšak postrádaj́ı matematickou rigoróznost. V následuj́ıćım se pokuśıme
o trochu matematičtěǰśı analýzu situace, i když složitá a komplexńı povaha integrandu nám
naš́ı pozici výrazně komplikuje.

3.3 Je pro A → ∞ měřeńı lokalizovaněǰśı?

Otázka nyńı zńı, jestli se peak funkce In
m(x) pro inkriminované x zužuje se zvětšuj́ıćım se

A. Provedeńı numerické analýzy tohoto problému rozebereme později. V této fázi bychom
chtěli zužováńı peaku názorně ilustrovat analyticky pro obecné A.

Analyzovat integrand jako celek neńı př́ılǐs efektivńı př́ıstup. Ovšem d́ıky podobnému
naškálováńı jednotlivých část́ı integrandu při změně parametr̊u se zdá, že by nám infor-
maci o změně š́ı̌rky peaku mohla poskytnout i samotná cosinová část. Nav́ıc můžeme pro
zjednodušeńı zanedbat i arkustangens, protože nás nyńı bude zaj́ımat pouze to, jak rychle
dojde ke změně v cosinové části od ’konstantnosti’ k rychlým oscilaćım. Zaj́ımá nás tedy,
jaký je př́ır̊ustek ke g(x)

g(x) = A
√

2 − n − m

x
(3.65)
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v závislosti na změně x. Plat́ı

dg(x) =
n − m

x2
dx. (3.66)

Zdá se tedy, že pro zafixované x je změna dg(x) př́ımo úměrná členu n − m. Jak rychle
se měńı tento člen? Protože plat́ı x = (n − m)/

√
2A, pak pro zafixované x se člen n − m

zřejmě měńı úměrně A.

Celou diskuzi můžeme tedy uzavř́ıt tvrzeńım, že změna dg(x) při změně dx je př́ımo
úměrná nár̊ustu amplitudy lokálńıho oscilátoru. To se ve výsledku projev́ı tak, že pro dané
x a nar̊ustaj́ıćı A se při vychýleńı o nějaké dx objev́ı větš́ı oscilace u člen̊u s větš́ım A. Toto
chováńı můžete vidět na obr. 3.6 Je jasně vidět, že oscilace jsou pro posunut́ı o dx = 0.5
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Obrázek 3.6: Porovnáńı pr̊uběhu oscilaćı pro x + dx ≈ 2.27 + 0.5 pro nar̊ustaj́ıćı počty
foton̊u.

rychleǰśı pro větš́ı A. Př́ıtomnost těchto oscilaćı, již pro malé vychýleńı z inkriminovaného
mı́sta, je indikaćı toho, že peak funkce In

m(x) bude pro rostoućı A užš́ı.

3.4 Člen obsahuj́ıćı přidružený Laguerr̊uv polynom

V tomto odd́ıle obrát́ıme svoji pozornost na chováńı výrazu (3.62), protože jeho analýza
nám poodkryje d̊uvody, proč a kde tento člen nabývá velkých hodnot kolem počátku, což
v součinnosti s cosinovým členem dává významný př́ıspěvek k In

m(x) pouze pro určitá x.

Předevš́ım, podle (3.53), můžeme výraz (3.62) přepsat takto:

e−
p2

2

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂

(√

x2 + p2
)

∣
∣
∣
∣
m

〉

= e−
p2

2

√

m!

n!
e−

1
2
(x2+p2)(x2 + p2)

n−m
2 Ln−m

m (x2 + p2). (3.67)
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Gaussovskou obálku e−
p2

2 prozat́ım ponecháme stranou a budeme zkoumat člen

z(p, x) =

〈

n

∣
∣
∣
∣
D̂

(√

x2 + p2
)

∣
∣
∣
∣
m

〉

=

√

m!

n!
e−

1
2
(x2+p2)(x2 + p2)

n−m
2 Ln−m

m (x2 + p2). (3.68)

Vid́ıme, že člen (3.68) je v podstatě amplitudou pravděpodobnosti přechodu mezi posu-
nutým Fockovým stavem |m〉 a stavem |n〉. Vzpomeňme si nyńı na vzorec (2.74). Jestliže
bychom vzali dva čisté stavy ρ̂1 = |ψ1〉〈ψ1| a ρ̂2 = |ψ2〉〈ψ2|, pak můžeme psát

|〈ψ1|ψ2〉|2 = 2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
W1(x, p)W2(x, p) dx dp, (3.69)

z čehož plyne, že amplituda pravděpodobnosti přechodu mezi dvěma stavy záviśı na Wigne-
rových kvazidistribućıch jednotlivých stav̊u. Tohoto jevu můžeme s výhodou využ́ıt v
nadcházej́ıćı analýze.

Pro źıskáńı představy o chováńı členu (3.68) uvád́ıme obr. 3.7, který znázorňuje pr̊uběh
(3.68) pro několik r̊uzných x opět pro př́ıpad m = 270 a n = 350. Situace je opravdu

-4 -2 2 4
p

-0.10
-0.05

0.05
0.10
0.15

zHp,0L

-4 -2 2 4
p

-0.10
-0.05

0.05
0.10
0.15

zHp,1.8L

-4 -2 2 4
p

-0.10
-0.05

0.05
0.10
0.15

zHp,2.27L

-4 -2 2 4
p

-0.10

-0.05

0.05

0.10

zHp,2.7L

Obrázek 3.7: Výraz (3.68) pro r̊uzná x pro př́ıpad m = 270, n = 350.

zaj́ımavá. Pro x = 0 nastávaj́ı ostrá maxima pro p ≈ ±2.27. O tom, že tento výsledek
neńı rozhodně pouhou št’astnou shodou náhod, se můžete přesvědčit na obr. 3.8, kde je
simulace pro m = 350, n = 480 resp. m = 480, n = 520 foton̊u. Pro takovéto počty foton̊u
bychom měli měřit kvadraturu x ≈ 3.19 resp. x ≈ 0.89, což téměř přesně souhlaśı s obr.
3.8, ale v proměnné p (proč tomu tak je se dozv́ıme za chv́ıli). Nav́ıc můžete na obr. 3.7
vidět, že se zvětšováńım x ve výrazu (3.68) docháźı k přibližováńı maxim k počátku a pro



50 KAPITOLA 3. MĚŘENÍ KVADRATURY
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Obrázek 3.8: Výraz (3.68) pro m = 350, n = 480 dávaj́ıćı ostré maximum pro p ≈ ±3.19
a m = 480, n = 520 s ostrým maximem kolem bodu p ≈ ±0.89.

inkriminované x se dvě maxima ’sraźı’ a vytvoř́ı kolem počátku široké maximum, které
je, jak již jsme dř́ıve avizovali, šikovně sladěné s chováńım členu (3.61) a jejich společné
chováńı je zodpovědné za významný př́ıspěvek výrazu (3.60) zintegrovaného podle p pro
inkriminované x. S daľśım zvětšováńım x se tato dvě maxima jakoby vzájemně zruš́ı a
následuje kolize v pořad́ı druhých, tentokráte již nižš́ıch, maxim a tak to pokračuje stále
dál a dál.

Pro pochopeńı celé situace muśıme vědět, jakým zp̊usobem se chová Wignerova kvazi-
distribuce Wn(x, p) pro Fockovy stavy |n〉. Dı́ky symetrii můžeme úplnou informaci o po-
době Wn(x, p) źıskat řezem rovinou kolmou na rovinu xp a procházej́ıćı počátkem. Na obr.
3.9 můžete vidět W16(x, 0) a W32(x, 0). Jak je vidět, kromě úzkého centrálńıho peaku, maj́ı
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Obrázek 3.9: Řez W16(x, 0) a W32(x, 0).

jak W16(x, 0) tak i W32(x, 0) daľśı, tentokráte široká, maxima v x ≈ ±
√

2n. Tato maxima
jsou celkem logická. Když poč́ıtáme hustoty pravděpodobnosti v nějakém Fockově stavu,
pak právě popsaná mı́sta jsou v bĺızkém okoĺı klasické maximálńı výchylky oscilátoru s
danou energíı. Protože Hamiltonián harmonického oscilátoru pro velká n (zanedbáme 1/2)
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můžeme psát ve tvaru

H ≈ n ≈ x2 + p2

2
, (3.70)

tak pro maximálńı výchylku dostáváme právě x ≈ ±
√

2n. Hustoty pravděpodobnosti
P16(x) a P32(x) můžete vidět na obr. 3.10. Jasně jsou vidět společné vlastnosti obr. 3.10 a
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Obrázek 3.10: Hustoty pravděpodobnosti pro P16(x) a P32(x).

obr. 3.9, ale také jejich rozd́ılnosti. Největš́ı rozd́ıl spoč́ıvá v př́ıtomnosti úzkého centrálńıho
maxima u obr. 3.9, který neńı na obr. 3.10 př́ıtomný. Toto centrálńı maximum nám trochu
kaźı následuj́ıćı úvahu, protože nám neumožňuje jednoznačně a bez pochybnost́ı prohlásit,
že výraz (3.69), je pro dvě neposunuté Wignerovy kvazidistribuce r̊uzných Fockových
stav̊u zanedbatelný a že výrazný př́ıspěvek dostaneme pouze pokud Wignerovy kvazidis-
tribuce určitým zp̊usobem posuneme. Ale i přes tuto nepř́ıjemnost je př́ınosné diskutovat
následuj́ıćı úvahu.

Zdá se, že pro n ≫ 1, bude, vyjma centrálńıho maxima Wignerovy kvazidistribuce,
d̊uležité již jen široké maximum ve vzdálenosti x ≈ ±

√
2n. V takovém př́ıpadě bude výraz

(3.69) dávat výrazné př́ıspěvky pouze pokud se budou tato dvě široká maxima vzájemně
překrývat. Existuj́ı dvě možné konfigurace, při kterých toto nastává. Můžete je vidět na
obr. 3.11. Z obrázk̊u je mysĺım zřejmé, že vnitřńı dotyk širokých maxim bude dávat větš́ı
př́ıspěvky, než dotyk vněǰśı. Ovšem posunut́ı o x =

√
2n−

√
2m neńı to samé jako posunut́ı

o x = (n−m)/
√

2(n + m), takže kde je problém? Prvńı věćı, kterou si muśıme uvědomit,
je zp̊usob, jakým se posunut́ı o nějaké x realizuje v členu (3.68). Již dř́ıve jsme se totiž
přesvědčili (3.22), že posunovaćı operátor, do které vstupuje argument x realizuje posunut́ı
o
√

2x. Tud́ıž reálně muśıme v členu (3.68) za x dosadit x ≈ √
n−√

m, abychom Wignerovu
kvazidistribuci posunuli o ∆x ≈

√
2n−

√
2m. Nav́ıc pro n,m ≫ 1 a pro velkou amplitudu
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Obrázek 3.11: Zdá se, že při vnitřńım dotyku, tj. při posunut́ı o
√

2n−
√

2m, bude překryv
širokých maxim větš́ı, než při vněǰśım dotyku širokých maxim.

lokálńıho oscilátoru plat́ı

n ≈ A2

2
+ ǫ, m ≈ A2

2
+ δ, (3.71)

kde ǫ, δ ≪ A2. Tento výraz je platný d́ıky vztahu (3.63) a d́ıky tomu, že dělič svazku
(50/50) rozděĺı fotony přibližně p̊ul na p̊ul jen s malými rozd́ıly. S použit́ım (3.71) můžeme
psát

x ≈
√

n −
√

m ≈
(√

A2

2
+ ǫ −

√

A2

2
+ δ

)

=
A√
2

(√

1 +
2ǫ

A2
−

√

1 +
2δ

A2

)

≈

≈ A√
2

([

1 +
ǫ

A2

]

−
[

1 +
δ

A2

])

=
ǫ − δ√

2A
≈ n − m√

2A
≈ n − m

√

2(m + n)
, (3.72)

což skutečně odpov́ıdá našemu předpokladu. Dı́ky záměnnosti x a p ve vztahu (3.68)
tato úvaha zároveň vysvětluje chováńı na obr. 3.7, protože numericky zjǐstěná maxima
ve vzdálenostech p = 2.27, p = 3.19 a p = 0.89 přesně odpov́ıdaj́ı potřebnému posunut́ı
Wignerovy kvazidistribuce, tentokráte ve směru p. Zároveň také naše úvaha vysvětluje i
d̊uvod ’sražeńı’ dvou maxim po posunut́ı o inkriminované x. Jediná vada na kráse spoč́ıvá
bohužel právě v př́ıtomnosti úzkého, přesto však velice významného peaku, kolem středu
Wignerovy kvazidistribuce, jehož chováńı, př́ıpadně možnost zanedbáńı, se nám bohužel
nepodařilo vysvětlit.
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3.5 Alternativńı výpočet

V předcházej́ıćım textu jsme diskutovali výpočet, jehož hlavńı krok spoč́ıval v částečném
přechodu od souřadnicové báze k impulsové bázi. To nás dovedlo k výrazu, ze kterého bylo
možné vyč́ıst některé charakteristické rysy vyvážené homodynńı detekce, konkrétně to, že
skutečně ze všech možných hodnot ψ(x) vyb́ırá s mnohem větš́ı vahou ty, které se bĺıž́ı
hodnotě, jež byla určena v článku [3].

Existuje ovšem i alternativńı př́ıstup k řešeńı, jehož úplné dořešeńı je sice také velice
komplikované, ovšem umožňuje nám daľśı vhled do celé problematiky. Ideálńı je zač́ıt u
rovnice (3.11) a použ́ıt vztah pro funkce harmonického oscilátoru (2.22). Pak můžeme psát
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Po několika jednoduchých algebraických úpravách můžeme amplitudu pravděpodobnosti
vyjádřit ve tvaru
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Nyńı použijeme substituci y +
√

2
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S použit́ım vztahu
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uvedeného v [15] můžeme dále psát
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kde (−1)l se ve výrazu objevilo d́ıky vztahu (3.30). Podobně pro druhý člen:
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Po vyjádřeńı Hermiteových polynomů obsahuj́ıch dvě proměnné pomoćı sumy součin̊u
Hermiteových polynomů dostáváme
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Nyńı můžeme využ́ıt podmı́nku ortogonality pro Hermiteovy polynomy a provést integraci
přes z ∫ ∞
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což vede k následuj́ıćımu vztahu
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Dále bychom mohli postupovat zcela obecně, ovšem pro zjednodušeńı zápisu zvoĺıme pevně
n ≥ m, což nám umožńı provést sumaci přes Kroneckerovo delta a obdrž́ıme
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Tento výraz je již př́ıstupný numerické analýze. Očekáváme, že ψ(x) by měla být násobená
funkćı, která má velice úzký peak, který se dále zužuje, když zvětšujeme amplitudu LO.
Pod́ıvejme se proto, jaký pr̊uběh má funkce daná výrazem
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(3.84)
což je až na znaménka a konstanty opět funkce In

m(x), pouze v odlǐsném matematickém
vyjádřeńı.

V analýze můžeme opět použ́ıt aproximaci A ≈
√

m + n. Vykresĺıme grafy (3.84) pro
několik hodnot amplitudy LO, přičemž m, n budeme volit přibližně takovým zp̊usobem,
abychom vyhověli vztahu A ≈

√
m + n a zároveň vztahu x = (n − m)/

√

2(n + m), což je
x, pro které by měla být váha ψ(x) velká [3]. Jinými slovy pro zvětšuj́ıćı se A požadujeme,
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Obrázek 3.12: Š́ı̌rka peaku funkce (3.84) se pro rostoućı A evidentně zužuje, což je zde
zobrazeno pro zafixované x a vhodně se měńıćı m a n.

aby peak tvořený funkćı (3.84) byl centrovaný stále na inkriminovaném x, protože jedině
poté můžeme snadno provést porovnáńı š́ı̌rky peaku pro r̊uzné velikosti amplitudy LO.

Z obr. 3.12 je jasně vidět, že š́ı̌rka peaku funkce (3.84) se skutečně snižuje s rostoućı
velikost́ı A, což potvrzuje naše předchoźı úvahy. Obr. 3.12 byl vytvořen pouze pro tyto
tři hodnoty, jelikož celý proces je výpočetně velice náročný. Přesto můžeme vysledovat
velice zaj́ımavé chováńı kolem centrálńıho peaku. Předevš́ım je na obou stranách peaku
jakási ’propadlina’, která neńı zcela symetrická. Celý peak poté opět vykazuje jakýsi nástin
škálováńı, které je bohužel nešikovně ukryto v parametrech m, n a A a tud́ıž je velice těžké
naj́ıt podstatu škálováńı analyticky.

3.6 Rozlǐseńı homodynńı detekce

V předchoźı sekci jsme viděli, že funkce In
m(x) má konečnou š́ı̌rku, označme si ji ǫ, která

nějakým zp̊usobem záviśı na A, tud́ıž můžeme psát ǫ(A).

Pokusme se nyńı nást́ınit, jakým zp̊usobem se měńı š́ı̌rka peaku v závisloti na A. Š́ı̌rku
funkce (3.84) budeme chápat tak, jak je znázorněno na obr. 3.13. Provedli jsme měřeńı
š́ı̌rky funkce (3.84) pro několik hodnot m+n, konkrétně 40, 100, 300 a 500 foton̊u. Výsledky
můžete vidět na obr. 3.14. Zdá se, že hledaná závislost by mohla mı́t tvar ǫ(A) ≈ A−0.6.
Pokusme se nyńı tyto výsledky podepř́ıt fyzikálńı argumentaćı.
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Obrázek 3.13: Definice š́ı̌rky ǫ(A) funkce (3.84).
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Obrázek 3.14: Š́ı̌rka ǫ(A) funkce (3.84) byla źıskána pro př́ıpady m + n = 40; 100; 300; 500
foton̊u a zafixované x. Zdá se, že by mohla platit závislost ǫ(A) ≈ A−0.6.
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Skutečnost, že má funkce (3.84) š́ı̌rku ǫ(A), se projev́ı t́ım, že při dané š́ı̌rce nebudeme
schopni rozlǐsit detaily ve vlnové funkci ψ(x) menš́ı než řádově ǫ(A). Tyto detaily se širokým
peakem jednoduše vyhlad́ı. Z toho plyne, že při určité amplitudě LO má BHD konečné
rozlǐseńı. Signálńı stavy, které maj́ı ve vlnové funkci ψ(x) detaily menš́ı než řádově ǫ(A),
nebudeme schopni při dané amplitudě A dobře změřit. Naopak signálńı stavy, které takové
detaily ve vlnové funkci ψ(x) nemaj́ı, budeme schopni změřit dobře. To ale znamená, že
muśıme poupravit naše chápáńı ohledně toho, kdy BHD měř́ı dobře signálńı stav. Podmı́nka
A → ∞ je sice pravdivá, ale do značné mı́ry velice hrubá. Zdá se, že postačuj́ıćı podmı́nkou
pro dobré změřeńı stavu je pouze to, aby š́ı̌rka peaku ǫ(A) byla mnohem menš́ı než detaily
na vlnové funkci ψ(x). Jedině poté budeme schopni signálńı stav dobře změřit. V článku [3]
byla přitom také odvozena přesněǰśı podmı́nka toho, kdy BHD měř́ı efektivně kvadraturu
signálńıho stavu. Postačuj́ıćı podmı́nka je

A ≫ 〈n̂〉, (3.85)

kde 〈n̂〉 je středńı počet foton̊u v signálńım stavu. Nab́ıźı se otázka, jestli naše podmı́nka
ř́ıkaj́ıćı, že š́ı̌rka ǫ(A) muśı být při dobrém měřeńı mnohem menš́ı než detaily ve vlnové
funkci signálńıho stavu, neńı náhodou pouze jinak formulovaná podmı́nka (3.85). Kdyby
tomu tak skutečně bylo, dávalo by to hlubš́ı smysl vztahu (3.85). Také by to napomohlo
jeho názorněǰśımu chápáńı. Proto uvažujme následuj́ıćı jednoduchou úvahu.

Jestliže má vlnová funkce detaily řádu ǫ(A), pak má nenulovou pravděpodobnost mı́t
hybnost řádu 1/ǫ(A). Platnost tohoto tvrzeńı plyne z následuj́ıćıho. V př́ıpadě, kdy máme
detaily ǫ(A) v nějaké funkci, pak ve fourierově obraze této funkce muśı být nějaký př́ıspěvek
kolem 1/ǫ(A), protože právě tento př́ıspěvek má vlnovou délku odpov́ıdaj́ıćı detail̊um řádu
ǫ(A) v p̊uvodńı funkci. To ale znamená, že máme nenulovou pravděpodobnost mı́t energii
1/2ǫ2(A), což plyne ze vztahu (3.70). Nav́ıc ze vztahu (3.70) plyne, že máme nenulovou
pravděpodobnost mı́t ve stavu 1/2ǫ2(A) foton̊u. Tento stav nebudeme schopni př́ılǐs dobře
změřit pokud

A ≈ 〈n̂〉. (3.86)

Jestliže nyńı dosad́ıme za 〈n̂〉 = 1/2ǫ2(A), vid́ıme, že přibližně plat́ı

ǫ(A) ≈ 1√
2A

, (3.87)

což téměř přesně souhlaśı s t́ım, co jsme již zjistili, tj. ǫ(A) ≈ A−0.6.
Na tomto mı́stě je nutné podotknout, že výše uvedený odhad má jeden nedostatek.

Předně, podmı́nka (3.85), je formulována pro středńı počet foton̊u v signálńım stavu,
zat́ımco náš výpočet zahrnoval pouze ty fotony, které přisṕıvaj́ı k určitým detail̊um. Fo-
tony zodpovědné za hrubš́ı detaily jsme do našeho výpočtu nezahrnuli. To ale nic neměńı
na skutečnosti, že A muśı být mnohem větš́ı než 1/2ǫ2(A), abychom detaily řádu ǫ(A)
odhalili. Foton̊u ve stavu popsaném vlnovou funkćı ψ(x), která má detaily řádu ǫ(A), totiž
určitě nebude méně než 1/2ǫ2(A). Zdá se tedy, že naše podmı́nka a podmı́nka (3.85) jsou
skutečně velmi těsně provázány.
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3.7 Srovnáńı obou př́ıstup̊u

Proved’me nyńı stručnou rekapitulaci a srovnáńı obou př́ıstup̊u.

Prvńı př́ıstup nám poskytl několik vhled̊u a částečných odpověd́ı na otázku pro jaká x
budeme muset ψ(x) brát s velkou vahou. Na několika mı́stech se ukázalo, že to bude právě
x = (n − m)/

√

2(n + m), což naprosto souhlaśı s dř́ıvěǰśımi poznatky o vyvážené homo-
dynńı detekci. Dokonce se nám podařilo, i když ne zcela rigorózńım zp̊usobem, dokázat,
že pro rostoućı A se bude peak (3.58) zužovat.
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Obrázek 3.15: Data byla źıskána z výrazu (3.58) pro několik x a poté proložena splinem.
Pro srovnáńı je uveden odpov́ıdaj́ıćı graf z obr. 3.12. Můžeme jasně vidět stejný pr̊uběh
obou výraz̊u.

Druhý př́ıstup nás pak dovedl poměrně brzy k výrazu, jehož numerické zpracováńı
jednoznačně ukázalo vliv rostoućıho A na š́ı̌rku peaku, který je zodpovědný za výběr ψ((n−
m)/

√

2(n + m)) a dokonce jsme byli schopni určit, jakým zp̊usobem záviśı š́ı̌rka funkce
(3.84) na amplitudě LO.

Také jsme d́ıky dvěma r̊uzným př́ıstup̊um k problému dospěli k zaj́ımavému matema-
tickému vztahu (až na znaménka), který se nám nepodařilo nikde nalézt. Výraz (3.58) se
muśı rovnat výrazu (3.84). Že tomu tak skutečně je, se můžete přesvědčit na obr. 3.15.

Ovšem aproximaci těchto výraz̊u pro A → ∞ se nám nepodařilo ani v jednom př́ıpadě
realizovat. O problémech s t́ımto spojených bude pojednávat následuj́ıćı sekce.
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3.8 Aproximace = komplikace

Na tomto mı́stě bych rád zodpověděl otázku, která možná vyvstala na mysli pozornému
čtenáři. Předevš́ım jsme hned zpočátku konstatovali, že výpočty nás na prvńım mı́stě
zaj́ımaj́ı pro velkou amplitudu LO, tedy pro př́ıpad A → ∞. Jak je tedy možné, že jsme
téměř nikde nepoužili žádnou aproximaci? Odpověd’ je jednoduchá. Nepodařilo se nám
přij́ıt na žádnou aproximaci, která by nám poskytla zjednodušeńı výpočt̊u a zároveň za-
chovala informaci o měřeńı kvadratury. Jakkoli byla aproximace jemná a na prvńı pohled
pevně podepřená matematickou argumentaćı, vždy se nakonec ukázalo, že jej́ı provedeńı
vede ke ztrátě hledané informace.

Situace ohledně aproximaćı je obt́ıžná hned z několika d̊uvod̊u. Předevš́ım se zdá být
celý integrál charakterizuj́ıćı amplitudu pravděpodobnosti Mn

m neuvěřitelným zp̊usobem
přesně ’naladěn’ a jakýkoli zásah do jeho matematické struktury ve všech př́ıpadech nevy-
hnutelně vedl k jeho ’rozladěńı’ a ztrátě informace. Za druhé jsou samotné výrazy velice
komplikované struktury s rychle osciluj́ıćım pr̊uběhem a nakonec je třeba brát v úvahu
také fakt, že při nějakém limitńım př́ıpadu pro velké A muśı být velké také m a n, což
zp̊usobuje nemalé problémy.

1 2 3 4
x
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6.´1036

8.´1036

fHxL

H500L- m=214, n=286

H300L- m=122, n=178

H100L- m=34, n=66

Obrázek 3.16: Po aproximaci Hn(x) ≈ 2nxn ztráćı funkce (3.84) své charakteristické
chováńı - tj. peak se nezužuje při rostoućım A, střed peaku je posunutý na jiné mı́sto
atd.

Př́ıkladem může být vzorec (3.84). Na prvńı pohled by se mohlo zdát, že Hermite-

ovy polynomy posunuté do nekonečna, ve spojeńı s př́ıtomonost́ı členu e−
x2

2 budou dávat
zaj́ımavý př́ıspěvek pouze v okoĺı počátku, kde je ale možné Hermiteovy polynomy posu-
nuté o vzdálenost A ≈ ±∞ velmi dobře aproximovat pouze členem nejvyšš́ıho stupně, tj.
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Hn(x) ≈ 2nxn. To by ovšem byl př́ılǐs ukvapený krok. Tato aproximace je platná pro posu-
nuté Hermiteovy polynomy ńızkého řádu, avšak pro Hermiteovy polynomy řádu n nebo m
a za předpokladu, že opět přibližně plat́ı A ≈

√
m + n, se oscilace Hermiteových polynomů

dostanou až k počátku, což implikuje př́ıtomost daľśıch, nižš́ıch člen̊u v polynomiálńım
rozvoji. Při použit́ı takovéto aproximace na funkci (3.84) bychom již nedostali pro větš́ı A
užš́ı peak. Nav́ıc je střed peaku v jiném bodě než x = (n − m)/

√

2(n + m). Numerickou
simulaci provedenou pro r̊uzné hodnoty m a n pro takovýto př́ıpad můžete vidět na obr.
3.16.



Kapitola 4

Závěr

Byl proveden výpočet amplitudy pravděpodobnosti Mn
m naměřeńı m a n foton̊u na

výstupńıch fotodetektorech při vyvážené homodynńı detekci v souřadnicové reprezentaci
a to dvěma odlǐsnými zp̊usoby. Oba výpočty byly v souřadnicové reprezentaci provedeny
v̊ubec poprvé. Původńım ćılem práce bylo t́ımto výpočtem dokázat, že při A → ∞ plat́ı
Mn

m ∝ ψ(n − m/
√

2(m + n)). Ukázalo se ovšem, že souřadnicová reprezentace neńı pro
tento úkol právě neǰst’astněǰśı volbou, jelikož výrazy, ke kterým jsme po zdlouhavých a
komplikovaných výpočtech dospěli, nebyly vhodné pro daľśı analytické úpravy a veškeré
aproximace, které jsme aplikovali se nakonec ukázaly jako př́ılǐs hrubé. Konečné výrazy, ke
kterým jsme došli, jsou tak bez jakýchkoli aproximaćı.

Závěry obou výpočt̊u byly podrobně diskutovány pro r̊uzná A a na mnoha nume-
rických simulaćıch bylo nast́ıněno chováńı obou výsledk̊u. Z analýz např́ıklad vyplynulo,
že pro velká A skutečně docháźı efektivně k měřeńı kvadratury x = (n − m/

√

2(m + n)).
Také jsme několika zp̊usoby nahlédli do mechanismu matematického procesu, d́ıky kterému
docháźı k výběru právě této hodnoty x a odkryli jsme nové skutečnosti týkaj́ıćı se tvaru
a daľśıch charakteristik funkce, která výběr x provád́ı. Odvodili jsme např́ıklad, jakým
zp̊usobem záviśı š́ı̌rka této výběrové funkce na amplitudě LO a zároveň jsme nast́ınili
d̊usledky konečné š́ı̌rky této funkce pro rozlǐseńı homodynńı detekce. Také jsme bližš́ım
zp̊usobem specifikovali podmı́nku toho, kdy dojde k dobrému měřeńı signálńıho stavu
vyváženou homodynńı detekćı. Ukazálo se, že podmı́nka A → ∞ je př́ılǐs obecná a hrubá
a tud́ıž je možné formulovat podmı́nku dobrého měřeńı jemněji a přesněji. Provedli jsme
srovnáńı a detailńı diskuzi naš́ı podmı́nky s podmı́nkou uvedenou v článku [3].

Výpočty v souřadnicové reprezentaci potvrdily skutečnosti, které byly o vyvážené ho-
modynńı detekci známy, ale nav́ıc nám poskytly i nové výsledky. Hlavńı př́ınos výpočt̊u
v souřadnicové reprezentaci spoč́ıvá předevš́ım v objasněńı problematiky rozlǐseńı homo-
dynńı detekce, a to narozd́ıl od jiných reprezentaćı, přirozeným a př́ımým zp̊usobem.
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Odvozeńı Campbell-Baker-Hausdorff

formule

Mějme dva operátory Â a B̂, které splňuj́ı podmı́nku

[

Â,
[

Â, B̂
]]

=
[

B̂,
[

Â, B̂
]]

= 0, (1)

tedy Â, B̂ komutuj́ı s komutátorem
[

Â, B̂
]

, pak plat́ı

exp (x(Â + B̂)) = exp (xÂ) exp (xB̂) exp (−x2
[

Â, B̂
]

/2) (2)

= exp (xB̂) exp (xÂ) exp (x2
[

Â, B̂
]

/2).

Předpokládejme nejdř́ıve výsledek výrazu exp (xÂ) exp (xB̂) ve tvaru nějaké obecné funkce

exp (xÂ) exp (xB̂) = Ĉ(x) (3)

a zderivujme tento výraz podle x:

dĈ(x)

dx
= Â exp (xÂ) exp (xB̂) + exp (xÂ)B̂ exp (xB̂) (4)

=
(

Â + exp (xÂ)B̂ exp (−xÂ)
)

Ĉ(x).

Nyńı použijeme rovnici (2.54) a dostáváme

dĈ(x)

dx
=

(

Â + B̂ +
[

Â, B̂
]

x
)

Ĉ(x). (5)

Samozřejmě také plat́ı

dĈ(x)

dx
= exp (xÂ)Â exp (xB̂) + exp (xÂ) exp (xB̂)B̂ (6)

= Ĉ(x)
(

Â + exp (xÂ)B̂ exp (−xÂ)
)

= Ĉ(x)
(

Â + B̂ +
[

Â, B̂
]

x
)

.
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Čili Ĉ(x) komutuje s výrazem v závorkách (a nav́ıc Â i B̂ komutuj́ı s
[

Â, B̂
]

) a tud́ıž

můžeme diferenciálńı rovnici zintegrovat a po několika drobných úpravách a s uvážeńım
počátečńı podmı́nky Ĉ(0) = 1 dostáváme

Ĉ(x) = exp
(

(Â + B̂)x +
[

Â, B̂
]

/2x2
)

= exp
(

(Â + B̂)x
)

exp
(

x2
[

Â, B̂
]

/2
)

. (7)

Skutečně tedy plat́ı

exp (x(Â + B̂)) = exp (xÂ) exp (xB̂) exp (−x2
[

Â, B̂
]

/2). (8)

V př́ıpadě exp (xB̂) exp (xÂ) = Ĉ(x) pak máme

dĈ(x)

dx
= B̂ exp (xB̂) exp (xÂ) + exp (xB̂)Â exp (xÂ) (9)

=
(

B̂ + exp (xB̂)Â exp (−xB̂)
)

Ĉ(x)

=
(

Â + B̂ +
[

B̂, Â
]

x
)

Ĉ(x)

=
(

Â + B̂ −
[

Â, B̂
]

x
)

Ĉ(x).

Zintegrováńım dosṕıváme ke vztahu

Ĉ(x) = exp
(

(Â + B̂)x −
[

Â, B̂
]

/2x2
)

= exp
(

(Â + B̂)x
)

exp
(

−x2
[

Â, B̂
]

/2
)

. (10)

A proto konečně

exp (x(Â + B̂)) = exp (xB̂) exp (xÂ) exp (x2
[

Â, B̂
]

/2). (11)
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