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Anotace

Tato diplomova prace se zabyva teorii homodynni detekce, coz je vyznamna metoda
pouzivand v mnoha modernich experimentech kvantové optiky. Prace je obecné konci-
povana jako kratky tuvod do problematiky rekonstrukce kvantového stavu elektromagne-
tického pole s durazem na roli vyvazené homodynni detekce v tomto procesu. Vlastni
prace se poté pokousi, pro pripad velké amplitudy lokalniho oscilatoru, v souradnicové re-
prezentaci dokazat ekvivalenci mezi mefenim poctu fotonu na vystupnich fotodetektorech
a mefenim kvadratury pole. Prezentovany jsou dva odlisné piistupy, které jsou podrobné
analyzovany.



Annotation

This Diploma thesis deals with the Theory of Homodyne Detection, a method that is used
in a variety of modern quantum-optical experiments. The general concept of the work is
to provide the reader with quick overview of the important role of one special subset of
Homodyne Detection — Balanced Homodyne Detection, in the process of reconstruction of
the quantum state of electromagnetic field. The main part of the work then attempts to
prove in x-representation that the photon-number counting at two output photodetectors
is, in the case of a large amplitude of local oscillator, mathematically equivalent to measu-
rement of the field quadrature. Two separate calculations leading to this are provided and
the results are thoroughly analyzed.
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Predmluva

Fyzika, kterou zname, je postavena na ttech pilitich - zvédavosti, teorii a experimentu.
Zvédavost je hnacim motorem naseho snazeni, teorie ndm poskytuje mozné vysvétleni jevu,
jenz podnitil nasi zvédavost a casto také tuto zvédavost umocnuje, experiment nam poté
d4dva moznost ovéfit nasi teorii a bud ji zavrhnout nebo ji déle rozvijet. Pfi experimentu
provadime méteni nejruznéjsiho charakteru - provérujeme zavislosti velicin, ovérujeme
predpovézené hodnoty fundametalnich konstant atd.

Do objeveni kvantové mechaniky nebylo méteni zadnym problémem. Ano, vyzadovalo
nékdy znacny duvtip, ale principidlné nestdla méreni v cesté zadna prekazka ukotvena
ve fundametdalnich zdkonech prirody. To vse se v kvantové mechanice zménilo. Najednou
nebylo mozné provadét méreni hybnosti a pozice najednou a s libovolnou presnosti, na uz
jednou zméreném systému nemeélo smysl provadét méreni znovu a vyvstalo mnoho dalsich
otazek, napt. o roli pozorovatele (hlavné jakym zpusobem ovliviiuje méteni, jelikoz musi
byt provazén se stavem objektu), o tom jak zobrazit kvantovy stav na klasickém méficim
pristroji nebo o roli mozku v procesu méfeni (odezva mozku na néjaky podnét totiz v
zadném pripadné neni jednoznacnd a opakovatelnost je jednim ze zdkladnich predpokladu
uspésného meéreni). Péknad pojednani o méreni v kvantové mechanice muze ¢tenar najit v
1] a [2].

Tato prace se zabyva obecné mérenim kvantového stavu svétla, zvlasté vsak teorii
vyvazené homodynni detekce. V tivodni kapitole, nazvané Uvod do teorie homodynni de-
tekce, se letmo seznamime s tim, jaké je experimentalni usporadani u homodynni detekce,
co méii a co je vystupem méreni, piicemz zevrubnou teoretickou diskuzi ponechame do
kapitoly Méreni kvadratury. Jelikoz jsem se nechtél zabyvat jen teoretickym pojednanim o
homodynni detekci, které by nemélo zadnou pfimou navaznost na aplikace, tak jsem cely
text koncipoval jako jakousi cestu vedouci k rekonstrukci kvantového stavu svétla. Jiz dalsi
kapitola, nazvana Kvantova tomografie, se zabyva procesem dalsiho zpracovani vystupnich
dat ziskanych pti homodynni detekci. Tento proces, pri kterém z jakychsi fezu ve fazovém
prostoru, podobnych tém, které se pouzivaji v lékaiské tomografii (pouziva se dokonce
velice podobna matematika), skldddme celkovy obraz kvantového stavu, je fascinujici a
urcité si zaslouzi hlubsi diskuzi. Kapitola Méreni kvadratury pak dava teoreticky popis
toho, co se déje pri vyvazené homodynni detekci a obsahuje vypocet, ktery se pokousi v
soutadnicové reprezentaci dokazat, ze méreni poctu fotonu na dvou vystupnich fotodetek-
torech je pti velké amplitudé lokalniho oscilatoru ekvivalentni méreni obecné kvadratury
vstupniho stavu. Tento vypocet byl proveden jiz v préci [3] a to ve Fockové reprezentaci
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a poté v Glauber-Sudarshanové P reprezentaci a to dokonce s korekénim ¢leny pro pripad
mensi amplitudy lokalniho oscildtoru, ovsem doufame, ze nas vypocet pomuze nahlédnout
do problematiky homodynni detekce zase o néco dale.



Kapitola 1

Uvod do teorie homodynni detekce

1.1 Co je a k éemu je homodynni detekce?

Predstavte si, ze Vam nékdo dal za kol zmérit kvantovy stav svétla. Prvni, co Vas asi
napadne budou otazky typu. Pro¢ bych vlastné néco takového mél délat? Ma to néjaky
smysl? Obratime-li svou pozornost od uslechtilych myslenek o radosti z poznavani k cistée
praktickym cilim, pak musime zminit obrovskou skalu nejruznéjsich aplikaci méreni kvan-
tového stavu svétla. Stale ¢astéji slychavame o kvantové kryptografii, kvantové teleportaci,
kvantovych pocitacich atd. Ve vSech téchto oblastech muzeme data reprezentovat kvan-
tovym stavem svétla, algoritmus, ktery s daty néco provadi, muzeme sestavit z aktivnich
a pasivnich optickych prvku a vycteni informace po provedeni algoritmu se muze provést
pravé homodynni detekci. Homodynni detekce tedy meéri kvantovy stav svétla.

Co se déje pri homodynni detekci? Experimentalni usporddani homodynni detekce je
na obr. 1.1. Obecny stav |¢)) dopadd na déli¢ svazku (budeme znacit BS z anglického
beam splitter). V této praci se budeme zabyvat vyvézenou (balancovanou) homodynni de-
tekei (BHD), kdy je BS realizovany polopropustnym zrcadlem s propustnosti/odrazivosti
50%/50%. Na BS je obecny stav [¢)) "smichan” s definovanym stavem tzv. lokalniho os-
cilatoru (LO). LO je v koherentnim stavu |a) s velkou amplitudou a definovanou fazi ¢
méfenou vuci signalnimu stavu, pricemz faze LO a signalniho stavu musi byt vhodnym
zpusobem sladéna. Toho se muze docilit napiiklad tak, ze jak LO, tak i signalni stav
pochézeji ze stejného zdroje. Fazi ¢ LO muzeme vuci fazi signalniho stavu meénit napiiklad
tak, ze stavu LO vlozime do cesty médium, které mé jiny index lomu nez okolni médium.
Déle musi byt frekvence LO i signalniho stavu stejnd, z ¢ehoz ostatné plyne i nazev ho-
modynni detekce. V piipadé, ze by frekvence LO byla jina nez frekvence signdlniho stavu,
jednalo by se o heterodynni detekci. Po promichani obou stavi na BS mérime pocty fotonu
na fotodetektorech.!

Ve skutecnosti je piimé méfeni poétu fotont nelehkd zélezitost a proto se, spise nez poéty fotont, méif
vystupni proudy na detektorech. V dalsim vSak budeme rozebirat idealni piipad, kdy jsme schopni urcit
piimo pocty fotonu.
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Obrazek 1.1: Experimentalni usporadani vyvazené homodynni detekce.

1.2 Co muzeme urcit z poctu fotonu na vystupech?

Co vlastné mérenim poctu fotont na jednotlivych detektorech zjistime? Pti prvnim
setkani s BHD se tato metoda, ale hlavné jeji vysledek, muze ¢lovéku jevit jako témeér
zazratna véc. Kdyz se snazim lidem, kteti se nezabyvaji fyzikou, vysvétlit, co se pii homo-
dynni detekci déje, pouzivam nésledujici analogii.

Predstavte si, ze chcete zjistit, jak vypada objekt, ktery jste nikdy predtim nevidéli, aniz
byste pouzili své smysly. Pti homodynni detekci se postupuje zjednodusené takto. Nejdrive
se vybere vhodny referencni objekt, o kterém vime, jak vypada a ktery je mnohem vétsi
nez objekt, ktery zkoumame. Poté tyto dva objekty posleme do zatizeni, které jejich atomy
promiché dohromady definovanym zpusobem a posle urcity pocet atomu na detektor 1 a
zbytek atomu na detektor 2. Z rozdilu poc¢tu atomu na jednotlivych detektorech nakonec
muzeme urcit, jaky atom byl na urcité pozici v objektu, jehoz charakter jsme zkoumali.
Takto ptekvapivé se pro nezasvéceného homodynni detekce chova. Z veliciny, kterd se na
prvni pohled nejevi nijak zajimave, se da urcit tolik informaci, az to ¢lovéka trochu sokuje.

1.2.1 Homodynni detekce méri kvadraturu

Pokud v predchozi analogii zameénite neznamy objekt signalnim stavem |¢)) a velky
referencni objekt stavem LO, promichate stavy na BS a mérite ne pocty atomu, ale fotonu
na detektorech, ziskate docela dobrou intuitivni pfedstavu, co homodynni detekce méri
na signalnim stavu. OvSem nazev kapitoly muze znit ponékud vzdalené clovéku, ktery
se nezabyva kvantovou optikou. Co se skryva za tajemnym slovem kvadratura? Co to
vlastné na signalnim stavu |¢)) méfime?



1.2. CO MUZEME URCIT Z POCTU FOTONU NA VYSTUPECH? 3

Kazdy se urcité uz nékdy setkal s operatory souradnice Z a hybnosti p. Pti feSeni kvan-
tového harmonického oscilatoru se definuji tyto operatory pomoci kreacnich a anihila¢nich
operatoru. Ma to své nesporné vyhody. Napiiklad pii feseni Heisenbergovych pohybovych
rovinic

dAHE) 1
_ LA
dt ihp"Hy (1.1)

kde AH) je néjaky operator v Heisenbergové reprezentaci, pro Hamiltonian harmonického
oscilatoru

A2
2 p L 5.0

H=—+_-mwz 1.2
2m 2 (1.2)

vychazi nasledujici provazané pohybové rovnice pro & a p:

dp .. di P
— = —mw-z, —_—=—. 1.3
dt dt  m (13)

Kdyz ovsem definujeme Z a p nasledovneé:

h (a+al &T—d)
T=1\— , h = 1V hmw 1.4
mw( ¢§) Y ( V2 (14)

vysledné rovnice pro @, a' jiz provazané nejsou a dostdvame rovnice mnohem jednodussi:

da da’
a@a . ada’ .ot 1
o iwa, o = wa. (1.5)

Pro dalsi préaci je navic vyhodné zavést bezrozmérné veliciny X a P:

s

: p-_—2
I hmw

mw

X = (1.6)

Po preznaceni velkych X a P na malé & a p muzeme psat:

o+ al ﬁ—a)
=270 s (220, 1.7
NG p(\/i .7

Co je tedy ona kvadratura? Kvadratury jsou pravé operatory = a p. Lze jesté definovat
obecnou kvadraturu, ktera je linearni kombinaci z a p takto

ae” 4+ afe’
V2o

kde ¢ je faze LO a 2, je jakousi natoc¢enou puvodni kvadraturou . Tuto kvadraturu ho-
modynni detekce efektivné méri, pokud je amplituda LO dostatecné velkd a faze LO je na-
ladéna na ¢. Kvadratura Z, se muze na prvni pohled jevit jako velice abstraktni zélezitost,
ovsem pii kvantovani elektromagnetického pole dospivame ke stejnému vyrazu (odvozeni

Ty =T cos¢+psing = (1.8)
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1ze nalézt napi. v [12]). Pro jeden méd muzeme polni operdtor napsat zjednodusené ve
tvaru
de—i@i’(%t)) + dTeZ(d)(zvt))

7 :

E(z,t) = (1.9)

z ¢ehoz je jasné vidét analogie s rovnici (1.8).

Néazorné vysvétleni toho, co kvadratura je a jak muzeme vyuzit vySe uvedené ekviva-
lence, musime bohuzel ponechat az do kapitoly 2.5, kdy jiz budeme mit potiebny teoreticky
zéklad. Nasledujici sekce vsak také poskytne urcitou odpovéd.

1.2.2 Meéri kvadraturu? Co to znamena?

V pripadé velké amplitudy LO je méfeni pravdépodobnosti P tizce provazano s
méfenim hustoty pravdépodobnosti pro obecné natocenou kvadraturu? P(z, ¢) ([3], [4], [5],
[6]). Vysvétleni tohoto a odpovédi na dalsi otazky, napf. pro¢ muzeme k sobé vztahnout
diskrétni a spojitou statistiku, uvedeme v sekei 1.3.

Nyni uvazujme pro nazornou demonstraci toho, co vlastné pomoci homodynni detekce
meéiime, nasledujici jednoduchy piiklad. Méjme harmonicky oscilator, ktery je ekviva-
lentni jednomu moédu elektromagnetického pole. Jestlize LO naladime na fazi ¢ = 0, pak
pravdépodobnost P™ toho, ze na vystupnich portech naméiime m a n fotonu je imérna
hustoté pravdépodobnosti P(z,0) toho, ze harmonicky oscilator nalezneme na pozici z,
pricemz hodnota z je ur¢itym zpusobem svézana s hodnotami m, n (blizsi informace
opét v 1.3). Jinak feceno, méiime kvadraturu Z harmonického oscilatoru (daného maédu
elektromagnetického pole). Stejné tak pokud fazi LO zvolime ¢ = 7/2, pak dostdvame
souvislost mezi pravdépodobnosti P* nalezeni m, n fotonu na vystupnich portech a hus-
totou pravdépodobnosti P(z,7/2) = P(p) toho, ze systém nalezneme s hybnosti p. Tedy
provadime méteni kvadratury p harmonického oscilatoru. Pti obecné fazi ¢ LO, pak ho-
modynni detekce méiif zobecnénou kvadraturu 2.

Bavime-li se o pravdépodobnosti, pak je jasné, ze musime provést velky pocet méteni m,
n. Proto musime mit v zasobé dostatecné mnozstvi kopii signalniho stavu. Experiment poté
probiha nésledovné. Posleme jednu kopii stavu na BS, kde dojde k interferenci se stavem
LO (pro jednoduchost naladime LO na fazi ¢ = 0) a na vystupu méiime pravépodobnost
P udalosti m fotonu na prvnim portu, n fotonu na druhém portu. Opakovanim tohoto
postupu pro dalsi a dalsi kopie stavu nakonec obdrzime histogram pro P, ktery poté
diky dmérnosti P" o« P(x,0) muzeme vztdhnout k histogramu pro uddlost - harmonicky
oscildtor na pozici z (elektromagnetické pole s kvadraturou z). Jak by eventudlné mohl
vypadat vystup z méfeni, po prevedeni piimo méfené pravdépodobnosti P na nepiimo
méfenou pravdépodobnost P(x,0), muzete vidét na obr. 1.2 pro vakuovy stav.

2Vyrazem P(z,¢) myslime samoziejmé hustotu pravdépodobnosti pro obecné natocenou kvadraturu
P(z4). Timto zpusobem zédpisu se vyhneme nejasnostem v pozdéjsich fazich vykladu.
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Obrazek 1.2: Mozny vysledek méteni homodynni detekei pro vakuovy stav pii fazi LO
¢ =0.

1.2.3 BHD je fazové citlivid metoda

Homodynni detekce je fazoveé citliva metoda métreni kvantového stavu svétla. To zna-
mend, ze zpristupnuje nejen informaci o intenzité pole, ale soucasné i o jeho fazi. Informace
o fazi je zptistupnéna prave diky interferenci signdlniho stavu se stavem LO. Experiment
muzeme provést pro obecné ¢ LO a misto histogramu P(z,0), ktery dostaneme pii ¢ = 0,
obdrzime histogram pro pootocenou kvadraturu P(z, ¢). Tato vlastnost je klicova k ziskén{
uplné informace o kvantovém stavu svétla, jak se brzy presvédéime. Neni to ovsem tak
primocaré, jak by se na prvni pohled mohlo zdéat. K rekonstrukeci kvantového stavu svétla
den v nasledujicim odstavci.

V klasické mechanice muzeme uvazovat nasledujici velmi jednoduchy piiklad. Méjme
opét jeden harmonicky oscilator. Jeho stav lze reprezentovat bodem ve fazovém prostoru.
Jestlize budeme mit velké mnozstvi takovychto harmonickych oscilatoru, pak se muzeme
ptat, s jakou pravdépodobnosti vytahneme z této mnoziny harmonickych oscilatoru ta-
kovy, ktery se pravé nachézi v bodé x a p fazového prostoru. Pokud bychom fazovy prostor
rozSkatulkovali do malych oblasti, které by mély strany délky dx a dp, a nésledné kazdy
nami vytahnuty harmonicky oscilator spravné umistili do jeho skatulky, obdrzeli bychom
jakousi distribuci harmonickych oscilatoru ve fazovém prostoru. Vezméme jako piiklad
dvourozmérnou Gaussovu distribuci harmonickych oscilatoru ve fazovém prostoru. Nase
méreni by pak mohlo dopadnout tak, jak vidime na obr. 1.3a. Kolem pocatku fazového
prostoru je vétsi hustota bodu, takze tam ma prihradka dzdp vétsi vahu, smérem od cen-
tra hustota bodu klesa. Pti obrovském poc¢tu harmonickych oscilatoru bychom mohli dospét
k distribuci, kterou muzete vidét na obr. 1.3b. Oznac¢me ji K (x, p). Funkce K (x, p) musi byt
nezéaporna v celém fazovém prostoru (protoze pravdépodobnost nemuze byt zéporna) a in-
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b)

Obrazek 1.3: (a) Vysledek méfeni na souboru harmonickych oscildtoru s dvourozmérnou
Gaussovou distribuci; (b) Odpovidajici pravdépodobnosti distribuce K(z,p) v limitnim
pripadé velmi velkého po¢tu harmonickych oscilatoru.

tegrél ptes cely fazovy prostor musi spliiovat normovaci podminku ffooo / _OOOO K(z,p)dxdp =
1, jelikoz systém v celém fazovém prostoru urcité nékde je. Za zminku stoji nasledujici
vlastnosti distribuce:

/_oo K(z,p)dz = Pz, 7/2), /_Oo K(x,p)dp = P(x,0). (1.10)

Tedy integraci pres x, respektive p, dostdvame hustoty pravdépodobmosti P(z,7/2) a
P(z,0). Existuje v kvantové mechanice pravdépodobnostni distribuce podobnych vlast-
nosti? Ano, v kvantové mechanice existuje distribuce podobnych vlastnosti, ktera je vsak
v pravém slova smyslu kvazidistribuci, protoze muze nabyvat i zdpornych hodnot? - tzv.
Wignerova kvazidistribu¢ni funkce. Wignerova kvazidistribuce je spojovacim mostem
mezi histogramem P(x, ¢) a matici hustoty méreného stavu p, tedy matematickym objek-
tem, ktery v sobé skryva maximalni informaci o kvantovém stavu - a to jak ¢istém, tak i
smiseném. Tady vidime prvni néznak toho, pro¢ homodynni detekce hraje tak dulezitou
roli v procesu rekonstrukce kvantového stavu svétla. V kapitole 2 se blize seznamime se
strukturou tohoto spojovaciho mostu.

3Dtivod, proé¢ tomu tak je, vyplyva z relaci neuréitosti - nemiizeme zméfit zdroven s absolutni piesnosti
Tip.
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1.3 Pro¢ homodynni detekce méri kvadraturu?

Vratme se nyn{ k objasnéni souvislosti mezi P™ a P(x,¢). O homodynni detekci v
pripadé velké amplitudy LO s fazi ¢ uz vime nésledujici:

o BHD efektivné méif kvadraturu &, signalniho stavu
e mnohondsobnym opakovanim méfeni obdrzime histogram pro Z,

Stéle vSak nevime, pro¢ BHD pii velké amplitudé LO méif kvadraturu Z, signalniho
stavu. Jesté jinak feceno, nevime jak souvisi pifimo meétfené pocty fotonu na vystupech
s méfenim kvadratury Z4. Tuto mezeru v nasem chapéani se nyni pokusime zacelit (argu-
mentace vychazi z [7]).

Vstupni médy budeme reprezentovat polnimi operatory aq, as, pricemz a; bude polni
operator signalniho stavu a as bude polni operator LO. Vystupni stavy budeme popisovat
polnimi operatory a) a aj. Jak souvisi vystupni polni operatory se vstupnimi? Abychom
mohli odpovédét na tuto otazku, musime védét, jakym Hamiltonidnem je popsana interakce
na BS. Hamiltonidn BS m4 ndsledujici tvar?

H =0 (ala; - a§a2> , (1.11)

kde Q je frekvence charakterizujici rychlost prechodu médu pres BS. Tento tvar Hamil-
tonianu plyne z podminek pro E a B na rozhrani, kde nastava odraz. PovSimnéte si, ze
Hamiltonidan skutec¢né ”micha” polni operatory mezi sebou, coz je to, co od BS pozadujeme.
Vzdy, kdyz se zajimame o ¢asovy vyvoj operatoru pod Hamiltonianem H, pouzivéme
Heisenbergovu reprezentaci a Heisebergovy pohybové rovnice (1.1). Proto muzeme psat

da T. -~ da N
d_tl =—i [al,H} , d_152 =—i |:(1/2,Hi| ) (1.12)

Pro polni operatory plati komutacni relace
g 1]+ 1y Y] Y i . .

Rozepisme nyni komutédtory v (1.12) s pouzitim (1.13):

i [al, H} ~- 0 [al, Grdh — aiaz} —Q (alala; — analas — draban + a}agal)

- Q (—m{ag + a}e@al) = Qs (1.14)
i [az, H} ~- 0 [az, Grd} — aiaz} —Q (agala; _ Gpalay — Grabag + amgaz)

= Q (aQala; - alagaz) — Qa,. (1.15)

4Bereme hi = 1.
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Dostavame
day Cday 42, iy . %, da L
dag o, daa N __%% _ _q — %M 02,
at @ "y T 4t dt “ e at =
(1.16)

Tyto rovnice muzeme vyfesit s uvazenim pocatecnich podminek v ¢ = 0. Obdrzime
a1(t) = ay(0) cos Qt — ay(0) sin 2, as(t) = a2(0) cos Qt + a1 (0) sin 2. (1.17)

Parametr ¢ muzeme chapat jako charakteristiku toho, po jak dlouhou dobu médy interaguji
na BS, coz je pro dany BS jisté parametr konstantni. V pripadé symetrického délice svazku
(50%/50%) je poté parametr Qt roven 7 /4. Transformaci muzeme pomoci (1.17) psét ve

tvaru matice / .
N = — N , 1.18
(2)-w0 ) 0) 115

kde jsme ay(t), ao(t) preznacili na @}, a4 a a1(0), a2(0) na ay, ao. Samoziejmé také plati
(prosté hermiteovské sdruzeni)

()50 1))

Nyni zaved me operator rozdilu poc¢tu fotonii na vystupech takto
A=q)—d) =aja, —a; . (1.20)
Zapsano pomoci polnich operatoru vstupnich médu
A= —ala, —alay. (1.21)

Jaka je sttedni hodnota rozdilu poctu fotonu na vystupu? Predné si musime uvédomit,
ze jsme jiz veskerou interakci médu na BS zahrnuli do transformace polnich operatoru,
protoze jsme vypocet provadéli v Heisenbergové obraze, takze vystupni brackety se rovnaji
vstupnim bracketum. To je duvod, pro¢ pii vypoctu stfedni hodnoty (A> na vystupu
”oblozime” A vstupnimi stavy. Stav LO budeme zapisovat jako | — Ae'®), kde amplituda A
je redlna, kladna, pricemz znaménko minus je voleno ¢isté z konvencénich duvodu. Signalni
stav oznacme jako obvykle |¢)). Ptipomenme, Ze a; prislusi k signdlnimu stavu [¢)) a as
nalezi k LO. Pri upravach také vyuzijeme definujici vlastnosti koherentniho stavu

ala) = ala), (ala’ = (a]a* (1.22)

a toho, ze (a|a) = 1. Pro stfedni hodnotu rozdilu poctu fotonu na vystupu muzeme potom
psat
—Ae| (| AJ)1] — Ae®)y = H(—Ae®| (Y] — dlay — ada — Ae'®), (1.23
2{—Ae"|1([Alh)] €'’)2 2= A1 (Y] — ayaz — ayan[yh)] %) (1.23)
= AcT(planl) + A (plal|).
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Kdyz se nyn{ vratime ke vztahu (1.8) a budeme zjistovat stiedni hodnotu kvadratury 4
ve stavu |1), obdrzime

_ e lal) + ¢ platly)
¥ |

To pro sttedni hodnotu rozdilu poctu fotonu na vystupu znamena (jiz ve zkraceném zapisu)

(A = V2A(2,). (1.25)

(V]24]) (1.24)

Sttedni hodnota rozdilu poctu fotonu je tedy timérna stifedni hodnoté obecné kvadratury.
Abychom vsak mohli fici, ze méreni rozdilu poctu fotonu na vystupu je totéz, co méreni
kvadratury Z,, musi se shodovat nejen stiedni hodnota, ale i celé statistické rozdéleni, tedy
musi platit

(A") = ((—alay — abay)"). (1.26)

Zkusime rozebrat chovani tohoto vyrazu pro A — oo. Budeme vychézet z clanku [4], kde
je analyzovan clen

X, = (of(alay + aday)"|o). (1.27)

Trik pro jeho rozumné vyjadieni spociva v pouziti koherentniho posunovaciho operatoru.
Pro koherentni posunovaci operator tvaru

~

D(a) = exp (aa' — a*a) (1.28)
plati nasledujici vztahy
DY (a)asD(a) = s + a, Di(a)alD(a) = al + o (1.29)

Pomoci téchto vztahu lze pomérné snadno dokézat, ze pro jakoukoli funkei f(as, a;), kterou
muzeme napsat ve tvaru mocninné rady, plati

~

DY) f(ag,a})D(a) = flan + o, a} + ). (1.30)

Staci si uvédomit, ze posunovaci operdtor je unitarni a tudiz D(a)Df(a) = 1. Déle mezi
kazdy ¢len mocninné fady, vezméme napiiklad ¢len alal, mazeme vlozit D(«)D'(a) a

obdrzime

I !
Di(a)abal*D(o) = DY (a)asD(a)Di(a) ... aD(e) Dt (a)alD(a) Dt (a) ... alD(e)
= (ag+ )@ + a*)". (1.31)

Takto muzeme postupovat pro kazdy ¢len mocniného rozvoje a proto plati (1.30). Vyraz
(1.27) poté muzeme zapsat také takto:

(O[[(aler + aye) + (alay + aday)]"(0). (1.32)

SPouzijeme D(a)|0) = |a) a (0|DT(a) = (a].



10 KAPITOLA 1. UVOD DO TEORIE HOMODYNNI DETEKCE

V binomialnim rozvoji tohoto vyrazu nas pritom v pripadé A — oo zajima pouze ¢len fadu
O(|a|™), élen tadu O(|a|™) je identicky roven nule, protoze operatory as, a) pusobici na
vakuovy stav daji nulu, dalsi nenulovy ¢len bude az tadu O(|a|"~2). Pro tplnost a predstavu
o tom, jak se chovaji dalsi ¢leny, uvadime vysledek tak, jak je uveden v ¢lanku [4] i s clenem
fadu O(|a|™2):

%, = (o +maty + Dl oy aatya,
R 1(2(” =2 nal(ala + ara®)™ + a*a (@l + dra*)"—
T G 1)("2; 20 =3) 0 12(ala + ara*) + O(|a]"). (1.33)
Vrafme se nyni k (1.26). Pro piipad A — 0o a a = —Ae’® muzeme s pouzitim vyse

uvedeného rozvoje psit’
. . stoio o o—ig\ .
(A" ~ (~1)™((ala + ar0)") = 25 A" < (M) > — 25 ALY, (1.34)

I dalsi momenty veli¢in Aa T4 jsou tedy sobé imeérné. Jestlize jsou vSak vSechny momenty
téchto velicin sobé imérné, pak to znamend, ze méreni veli¢iny A je soucasné mérenim
naskalované kvadratury Z,. Proto jestlize méfime A /V/2A, pak je to ekvivalentni méfen{
kvadratury 4. To, Ze je statistika veliciny A diskrétni a T, ma spojitou statistiku, pak
v pifpadé A — oo nevadi, jelikoz statistika veliciny A /V/2A mitze byt v takovém pifpadé
povazovana za témér spojitou vzhledem k tomu, ze krok této velic¢iny, 1/2 VA, jde v pifpadé
A — o0 k nule.

Pravé jsme tedy dokazali, ze skutecné plati avizovana souvislost P s P(z, ¢). Obratme
nyni nasi pozornost k procesu rekonstrukce kvantového stavu svétla.

6Clen (A™) je "oblozeny” vstupnimi stavy, élen (—1)"((ala + a1a*)") jiz pouze signalnim stavem.



Kapitola 2

Kvantova tomografie

V této kapitole bychom radi ptredstavili principy optické homodynni tomografie, coz
je metoda, jenz nam umoznuje prejit od namérenych histogramu pro obecné kvadratury
az k matici hustoty signalniho stavu p. Pravdépodobné prvni navrh vyuziti BHD k re-
konstrukei Wignerovy kvazidistribuce!, potazmo matice hustoty p, se objevil v roce 1989
(Vogel a Risken [17]). Prvni experimentalni provedeni kvantové tomografie se poté da-
tuje do roku 1993 [16]. Kvantovéd tomografie ziskala svij nazev diky blizké podobnosti s
tomografii v mediciné®. Obé metody jsou totiz zaloZeny na podobnych principech, kdy z
néjakého fezu, rekonstruuji tvar a charakteristiky zkoumaného objektu. Pouzivaji pritom i
stejny matematicky aparat. Mozna stoji za zminku, ze v dobé expermentalni rekonstrukce
Wignerovy kvazidistribuce, byla tomografie v mediciné jiz po dlouha léta nepostradatelnou
diagnostickou metodou.

2.1 Wignerova kvazidistribuce

V roce 1932 zavedl Wigner kvantovou kvazidistribuci ve fazovém prostoru [8], kterd
meéla mnoho spoleéného s klasickou pravdépodobnostni distribuci ve fazovém prostoru. Ma
nasledujici tvar

Wiep) = o [ (o= galdle+ 50 €™ dg (21)

’ o )2 2
kde p je matice hustoty néjakého obecného stavu a |z + %q), |z — %q> jsou vlastni stavy
kvadratury & s vlastnimi hodnotami x £ ¢/2. Tato kvazidistribuce neni a ani nemuze byt

piimo méfitelnd, protoze nemuzeme soucasné provést méreni z a p a urcit hodnotu Wz, p),
ale existuje nepiimy zpusob, jak se k Wignerové kvazidistribuci méfenim dostat.

"Wignerova kvazidistribuce nenf jedinou kvazidistribuef v kvantové optice. Existuje napiiklad Q-funkce,
ktera vznikne konvoluci Wignerovy kvazidistribuce a Gaussovy distribuce nebo P-funkce, kterd umoziuje
diagonalizaci p v reprezentaci koherentnich stavi. V dalsim se vSak budeme zabyvat pouze Wignerovou
kvazidistribuci.

2Nézev je z latinského tome, coz v piekladu znamend rez.

11
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Podivejme se nyni na néjaké vlastnosti vztahu 2.1. Predevsim muzeme snadno dokazat,
ze integraci pfes x nebo p dostavame marginalni distribuce P(x,7/2) a P(x,0). S vyuzitim
vztahu pro d-funkci 276 (q) = [ "% dp dostavame

/ W, p)d / / (o= Salle+ 50 e dgdp = (alple),  (22)

kde (x|p|z) je hustota pravdépodobnosti nalezeni systému na pozici x. Podobné integraci
pres x dostavame pomoci vlozeni jednotkovych operatoru

o 1 1 1.
[ Wende = oo [ o= )@ 0+ o) dadi dpde - (23)
—00 T R4 2 2
1 . ,
= 5 [ SO plp e TR e dg dy dp” de
T R4
1 - / i [3 / [3 7
= m ) ez’ =p") g=5ap’ =3P elqp(p’|;3|p”> dg dp/ dp” dx
R
1 i / i
= 5 | 0 —p")ez? e 2" e (/| plp") dg dp’ dp”
T R3
1 o .
= o |, e Wol) dgdp’ = {plolp),
T R2

coz je prave hustota pravdépodobnosti P(x,w/2). Integraci pfes p nebo x tedy dostdvame
marginalni pravdépodobnosti

/_OO W(z,p)dx = P(x,7/2), /_OO W(z,p)dp = P(z,0). (2.4)

Zéaroven muzeme ihned vidét, ze je Wignerova kvazidistribuce normovand

[ [ wenam-1 o5

coz plyne z toho, ze je matice hustoty p normovand

[e.e] [ee]
| talile)de = [ wlolp) ap = e ) = 1. (26)
Zatim se tudiz zda, ze ma W (x, p) vechny vlastnosti klasické distribuce, oviem neni tomu
tak. W (x,p) totiz nemusi byt viude kladna. Za piikladem nemusime chodit daleko. Staci,
kdyz vezmeme prvni excitovany Fockuv stav, jehoz matice hustoty je tvaru p = [1)(1].
Dosazenim do vztahu (2.1) dostdvame

1

Wiy (z,p) = o

@ jamtle+ Japem ag 27)

Normovany vakuovy stav je tvaru (z|0) = 7—'/* exp(—2?/2). Déle plati
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0.5~ 0.1
0.4 P(x,102) 0.05
0.3 0
0.2
-0.05
a 0.1+
X -0.1
= 0=
-0.1- -0.15
-0.24 -0.2
~0.37 -0.25
-0.3

Obrazek 2.1: Wignerova kvazidistribuce pro prvni excitovany Fockuv stav |1)(1] spolu s
marginalnimi distribucemi, které jsou v tomto ptripadé identické.

1 a 1 z2 1 z2
= (zla"0) = — (2 — = |77 7 = “ige T
(x|1) = (z]a"|0) 7 (x ax) T e V2nTize T, (2.8)

Proto muzeme psat

(NI

Wiy (x,p) = 7

oo 1 (ac—lq)2 1 (x+1q) )
/ T — =q e 2+ =q R dq
. 2 2
1

= —e @) (22° +2p° — 1). (2.9)
™

Margindlni distribuce P(z,7/2) a P(z,0) vychazi nasledovneé:

° 2
P(z,m/2) = / ~ e~ @7 (2$2 +2p% — 1) dax = Ter_pQ, (2.10)
oo T T

P(x,0) = /_OO %6_(12—“72) (227 +2p° — 1) dp = % e (2.11)
Prubéh funkce (2.9) muzete vidét na obr. 2.1 spolu s marginalnimi distribucemi P(z,0) a
P(z,m/2). Wiiya (2, p) je skutecné zaporna kolem pocatku, takze nemuze byt redlnou distri-
buci, pfesto margindlni distribuce P(x,0) a P(x,7/2) jsou viude kladné. To, ze Wignerova
kvazidistribuce muze, na rozdil od klasické distribuce, byt i zaporna, by se dalo obrazné
chapat tak, ze ne vSechny kvantové stavy maji svou klasickou analogii.
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2.2  Souvislost marginalni distribuce P(x,¢) s W (z,p)

Uz jsme videéli, jak muzeme obdrzet margindlni distribuce P(x,0) a P(z,7/2) z W (x, p).
My bychom ovsem potiebovali vztah, ktery by daval do souvislosti histogram P(z, ¢) s
W (x,p) pro obecnou fazi LO. Uvazujme nasledujici piiklad. Méjme koherentni stav re-
prezentovany W (z,p) ve fazovém prostoru. Co je koherentni stav? Jednou z definujicich
vlastnosti koherentniho stavu je Glauberova podminka ala) = «a|a) nebo ekvivalentné
(ala’ = (ala* (podrobnou diskuzi muzete nalézt v [10]), kde o je komplexni &fslo. V
souradnicové reprezentaci potom muzeme psat

1 0 1 0
— v+ — | (r|lo) = afx|ar) = — a2+ — o) = at, (). 2.12
55 (o4 ) Gl =atele) ~ 5 (o4 5 Jvale) —avale)r @12
Vyftesenim této jednoduché diferencialni rovnice separaci proménnych dospivame k vyrazu
pro soufadnicovou reprezentaci koherentniho stavu ve tvaru

ha(x) = Ce@/2HV20r — Clem3(e=V20)? (2.13)
Nyni musime normovat
1 = [C'] / R e T (2.14)
h i
ot 5 [~ () as,

Tedy normovaci konstanta vychazi

C' = pieileo)’ (2.15)
Nakonec tedy dostavame

Yo(x) = raei(@ma) gmg(e-v30)?, (2.16)

Vyjadieme nyni stiedni hodnoty (o|Z|a) a (a|p|a) (stav |a) je normovany):

1 1
(a]z|a) = <a m—j; a> = % am—i—a*m = V2R(a), (2.17)
A i@t —a) i = =

(a|pla) = <a 5 a> = 72 o {ala) —alala) | =vV23(a).  (2.18)

Z vyse uvedenych rovnic plyne nasledujici

+ 2% (2.19)

SIE
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Nyni (2.16) muzeme psat také takto
Yolz) = T 1o 30 g5 (a—(@)=i(p)* (2.20)

Pouzijeme-li vztahu (2.1), dosadime koherentni stav p = |a)(«a| a pouzijeme vySe uvedené
souradnicové reprezentace ¢, (z), dostavame

_3 00
W(z,p) = 72267@2 / e 3lr=3a- @)= -3 le+ @+ i g (2.21)
_% - o0 2
_ ”2 o ()2 o~ (2= ()2 (5 / e~ 5 —aith) i
1

_ L@ o)
T

Vysledek, ktery jsme pravé obdrzeli, zvyraznuje dulezitou vlastnost koherentnich stavi a
to totiz, ze na rozdil od Fockovych stavu odrazeji klasické chovani harmonického oscilatoru,
jak se za chvili presvédéime. Normalni feseni Schrodingerovy rovnice pro harmonicky os-
cilator dava stacionarni vlnové funkce tohoto tvaru

1 22

—————c 2 H,(2)e . (2.22)
vV 2rnl\/m

Nékolik hustot pravdépodobnosti pro tyto vinové funkce muzete vidét na obr. 2.2. Co nam

up(z,t) =

P(x.t)

0.30 - Ps[x, t]
[ Piolx, t]
025

020

015

0.10

0.05

Obrazek 2.2: Hustota pravdépodobnosti pro 5., 10. a 20. Fockuv stav.

tento obréazek ika? Jestlize provedete mnoho méteni v daném okamziku ¢ na kvantovém
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harmonickém oscilatoru v 5., 10. a 20. excitovaném stavu, dostanete pravdépodobnostni dis-
tribuce, které vibec neodpovidaji stejnému méreni na klasickém harmonickém oscilatoru,
kdy dostanete distribuci s ostrym maximem kolem bodu, kde se harmonicky oscilator v ¢ase
t pravé nachazi. Se zvysovanim energie kvantového harmonického oscilatoru navic nezmizi
oscilacni charakter pravdépodobnostni distribuce, ackoli je pravda, ze pravdépodobnostni
distribuce ma nejvétsi maxima v bodech obratu.

Koherentni stav vSak vykazuje chovani, které je velice blizké chovani klasického os-
cilatoru. Jestlize komplexni ¢islo o charakterizujici koherentni stav zapiSeme ve tvaru
|Ale=™! kde |A| je amplituda a w tdhlové frekvence harmonického oscildtoru, pak diky
(2.17), (2.18) plati (&) = /2| A| cos(wt) a (p) = —v/2|A|sin(wt). Vztah (2.21) pak nabude
tvaru

Wz, p) = %e<xﬁ|A|cos<wt>>26<p+ﬁ|Asin<wt>>2_ (2.23)

Z toho je vidét, ze Wignerova kvazidistribuce je dvourozmérna Gaussova funkce centro-
vana kolem bodu (zg,po) = (V2| A| cos(wt), —v/2|A|sin(wt)) ve fazovém prostoru. Tento
bod se pohybuje po kruznici o poloméru \/§|A\ s thlovou frekvenci w. To je ale naprosto
stejné, jako chovani klasického oscilatoru ve fazovém prostoru, az na to, ze v kvantovém
piipadé nemuze byt harmonicky oscilator presné v bodé (zg, py), ale je okolo tohoto bodu
‘rozmazan’ relacemi neurcitosti, coz se projevi jako dvourozmérna Gaussova funkce kolem
bodu (xg,pp). VSe muzete vidét na obr. 2.3. Marginélni distribuce P(x,0) a P(z,7/2)

W(x,p)

=
SES
oS
OO
B e e e
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e

=
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===
oS ?

=
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“‘“\\\‘“‘-:.
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Obrézek 2.3: Casové momentky Wignerovy kvazidistribuce ve fazovém prostoru pro kohe-
rentn{ stav reprezentujici harmonicky oscilator s amplitudou v/2|A| = 6.
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muzeme zjistit jako obvykle a dostaneme:

o 1
P(ZL’, O) = / W(l’,p) dp - ﬁe_($_\/§A|COS(Wt))27 (2.24)
P(x,7/2) = / W(x,p)dx = ﬁe_(erﬁ'A'Sl“(“’t))Q. (2.25)

Pro¢ toto vSechno délame? Vzpomerite si, ze nasim cilem je najit vztah davajici do
souvislosti P(z,¢) s W(x,p). Jestlize chceme provést méreni P(z,¢) pro obecnou kva-
draturu z, na koherentnim stavu, muzeme postupovat nasledovné. Zvolme pozici kohe-
rentniho stavu popsaného W (x, p) ve fazovém prostoru tak, jak je zndzornéno na obr. 2.4.
Marginalni distribuce P(x,0) a P(z,7/2) bychom pro stav popsany W (z,p) ziskali jako

* A
W(x, p) Xy =X

4

P

W (xcosdp — psind,xsind + pcosd)

\4

Obrazek 2.4: Marginalni distribuci P(z, ¢) muzeme ziskat zrotovanim W (x, p) o thel ¢ po
sméru hodinovych ruc¢icek a néaslednou integraci pres p.

obvykle. Nyni si zvolme natocené souradnice x’ a p’ tak, aby osa z’ byla rovnobézna s
0sou Z,, a polozme si otazku, jak v tomto piipadé urcit margindlni distribuci P(z,¢) z
W (z,p). Pro tuto situaci nemame zadny matematicky predpis vedouci k cili. Pozornému
oku vsak jisté neunikne skutecnost, ze rotaci W (x,p) v prostoru po sméru hodinovych
rucicek muzeme docilit toho, ze pozice W (x, p) v pootoc¢enych soutfadnicich a pozice zroto-
vané W (x cos ¢ — psin ¢, x sin ¢ + p cos ¢) v puvodnich souradnicich jsou identické. O tom,
ze Wignerovu kvazidistribuci rotujeme spravnym smérem, se muzeme presvédéit na nasem
prikladu. Jestlize vezmeme puvodni nezrotovanou Wignerovu distribuci (2.23) v case t = 0
a novou zrotovanou Wignerovu distribuci danou nésledujicim vztahem (také v ¢ = 0)

1 . .
W (2 cos ¢ — psin ¢, zsin ¢ + pcos @) = —e~ (@cosé—psin 9= V2IA])? o~ (wsin ¢-+pcos 2 (2.26)
T
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pak po nékolika dalsich ipravach dochazime k rovnici
1 .
W (z cos ¢ — psin ¢, xsin ¢ + pcos ¢) = — e~ (@ V2|4l cos§)? o~ (p+V2IA| sin 9)* (2.27)
T

Z posledni rovnice je jiz jasné patrné, jakym smérem rotovala W (z,p). Ve muzete vidét
na obr. 2.5.

04, : ' ~ W(x;p)

=

e = 2\
TS =

e e e e S e

e e e oo

s e o T o T W8 o e e W e

0.2

-
=

Seteunr

e S S S S R S Sy
= =S

R s ey

=

S = eSS
oo

e

Obrazek 2.5: Nezrotovand W (z,p) a zrotovand W (x cos¢ — psin ¢, xsin ¢ + pcos @) pro
tthel ¢ = 7/3 a amplitudu v/2|A| = 6.

Je tudiz jasné, ze celou situaci je mozné vyteSit tim, ze budeme integrovat pies p
zrotovanou Wignerovu kvazidistribuci W (x cos¢ — psin ¢, zsin¢ + pcos¢) v puvodnich
soufadnicich. Cili plati

P(x,¢) = /OO W (xcos¢ — psin ¢, zsin ¢ + pcos @) dp. (2.28)

Praveé odvozena rovnice je platna nejen pro nas konkrétni ilustrativni piiklad. Plati obecné.
Situaci si vzdy muzeme predstavit takovym zpusobem, ze zrotujeme W (z,p) pravé o ta-
kovy thel, ktery odpovida thlu ¢ obecné kvadratury, a tim docilime analogické situace v
puvodnim nezrotovaném fazovém prostoru. O spravnosti vysledku se muzeme presvédcit
na dvou specialnich ptipadech, které jiz dobfe zname. Pro thel ¢ = 0 okamzité dostavame

P(z,0) = /_ " W p) dp. (2.29)
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O néco obtizngjsi je situace pro thel ¢ = 7/2. Po dosazeni totiz obdrzime

P(z,7/2) :/ W(—p,x)dp. (2.30)
Jestlize se vSak podivame na obr. 2.6, tak ihned vidime, ze skutecné plati
P(z,m/2) = / W(—p,x)dp = / W(z,p)dx. (2.31)
A
W(-p.x) P

Q W(x,p)

\4

Obrazek 2.6: Integraly ffooo W(—p,z)dp a ffooo W (zx,p)dzx jsou totozné.

2.3 Souvislost W (x,p) s matici hustoty stavu p

Vztah (2.28) je nazyvén Radonova trasformace. My budeme potiebovat vztah inverzni,
jelikoz marginélni distribuce P(x,¢) jsou vystupy méfeni a my tato méfeni pouzijeme k
rekonstrukeci Wignerovy kvazidistribuce. Toto ovSem bude téma nasledujici sekce, protoze
jesté predtim je nutné vysvétlit, odkud se vzal vztah (2.1), ktery davé do souvislosti Wigne-
rovu kvazidistribuci a matici hustoty signalniho stavu, coz je cil naseho snazeni.

Ackoli to z predchoziho postupu neni ziejmé, vztah (2.28) lze chépat jako definujici
vztah Wignerovy kvazidistribuce (Bertrand a Bertrand [11]) a je pfimym dusledkem vlast-
nosti, které musi W (x,p) spliovat, jestlize ma byt povazovana za kvantovou distribuci.
Musi pro ni platit:

e vztahy (2.4)

e pii fazovém posuvu o thel ¢ dojde k rotaci komponent z a p ve W (x,p) ve fazovém
prostoru a soucasné dojde k rotaci margindlnich pravdépodobnosti [9].
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Toto vede ke vztahu (2.28), ktery jsme odvodili na konkrétnim piikladu. Je dobré si
uvédomit, ze stejné jako muzeme psat P(z,0) = (z|p|x) nebo P(x,7/2) = (p|p|p), muzeme
pro obecnou distribuci psat

P(z,¢) = (z|R(¢)pRI(¢)|z), (2.32)

kde R(¢) je unitérni rotace o tihel ¢ tvaru

~

R(¢) = e ", (2.33)

kde . = a'a je operdtor poctu fotonii.
Zkusme nyn{ odvodit vztah (2.1) (odvozeni vesmés vychdzi z [9]). Zaved me Fourieruv
obraz W'(u,v) takto

W (u,v) :/ / W (x,p)e” ™ e P dz dp (2.34)
a P'(2', ¢) nasledovné
P2, ¢) = / P(z,¢)e” ™ dx. (2.35)

Jestlize dosadime za P(x, ¢) ze vzahu (2.28), obdrzime

P'(2,¢) = / / W (z cos ¢ — psin ¢, xsin ¢ + pcos ¢)e @' dz dp. (2.36)

Nyni v integralu provedeme substituci
X = xcos¢ — psin ¢, P = zsin¢ + pcos ¢ (2.37)

a dospivame k
P, ¢) = / / W (X, P)e it cosd)X o—ila'sin@)P q x q p (2.38)

Srovnanim tohoto vyrazu se vztahem (2.34) dochazime k nasledujici identité
P'(z', ) = W'(2' cos ¢, 2’ sin ¢). (2.39)

To, co jsme nyni obdrzeli, je velice zajimava rovnice. Podivejme se na nasledujici priklad,
abychom ji lépe pochopili. Kdyz se snazime zjistit stfedni hodnotu néjaké veliciny =,
provadime to vzdy tak, ze stfedujeme x s vahou danou pravdépodobnostnim rozdélenim
veliciny x. Pokud je x diskrétni velicinou, pak s¢itame ptres vSechny mozné udalosti x
vynasobené jejich pravdépodobnosti P(z) a obdrzime (x). V piipadé spojitého x pak plati

(x) = /:L‘ - P(x)dx. (2.40)
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Muzeme také zjistit stfedni hodnotu (f(x)) a to timto zpusobem

(f(2) = / f(2) - P(z) da. (2.41)

Napifklad muzeme kromé jiz difve spocitané stiedni hodnoty (a|#|a) spocitat také {(a|2?|a)
a tim zjistit stiedn{ hodnotu z f(#) = 2%. Takovému vyrazu se ifkd druhy moment. Obecné
jestlize zjistujeme stiedni hodnotu z f(#) = 2™, tak poc¢itdme m-ty moment.

Toto byly velice znamé piiklady. Muzeme vsak spocitat sttedni hodnotu tiebaiz f(z) =
exp (—iz'z)

Ca) = (%) = [ Pla)d (2.42)

Funkce C'(2') je nazyvana charakteristickou funkci (blizsi informace viz. [12]). Jestlize vyse
uvedenou rovnici srovname s (2.35), zjistime, ze P'(2’, ¢) je charakteristickou funkei. Déle
musi byt diky platnosti vztahu (2.39) také W’(x'cos ¢, 2’ sin ¢) charakteristickou funkei.
Zaroven je P'(a2',¢) Fourierovym obrazem P(z,¢). Vztah (2.39) muzeme tedy nakonec
formulovat takto. Fourieruv obraz pravdépodobnostni distribuce P(z, ¢) se rovna charak-
teristické funkci W’ (2’ cos ¢, ' sin ¢) v polarnich soufadnicich.

Déle muzeme zkombinovat rovnici (2.32) s rovnici (2.35) a dostaneme

P = [ P do= [ GR@MR @ dr (243

—00 —00

Jestlize si uvédomime, ze f(2)|z) = f(x)|z), pak muzeme psét

P, ¢) = / " el RO)R () ) dr = 1 {Ro)pR!(@)e 7} (2.44)

oo

Matice ve stopé bychom nyni potfebovali vhodné preusporddat. Predné plati
tr{A1Ay.. . A} =tr{As.. . A A1} =tr{A4s... A, A1 A} = ... (2.45)
¢ili pri cyklické permutaci matic je stopa invariantni. Proto muzeme psat
P(a,0) = w{R@)pR(9)e ™} =t {pRI(9)e " R() }
= ftr {ﬁei‘bﬁe_m%e_i‘m} : (2.46)
Snadno se muzeme presvedcit, ze plati nasledujici vztah

1

exp (sA)Bexp (—SA)] - exp (sA)Bexp (—sA) exp (sA) Bexp (—sA)  (2.47)

_..exp (sA)Bexp (—sA) exp (sA)Bexp (—sA)
= exp (SA)B" exp (—3121),
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z ¢ehoz plyne, ze jakékoli operatorova funkce f(B), kterd muze byt vyjadiena ve tvaru
mocninné fady, spliuje tuto identitu

~

exp (sA) f(B) exp (—sA) = f <exp (sA)B exp (—SA)) . (2.48)
Tudiz déle plati
P'(2',9) = tr {ﬁewﬁe_”/ie_wﬁ} = tr {pexp (—iz'e""ze ")} . (2.49)
Nyn{ jde o to, jakym zptisobem upravit e"Ze~"*". Zavedenim nésledujici funkce

f(s) = exp (sA)Bexp (—sA) (2.50)

a jejim rozvojem kolem bodu s = 0, muzeme dospét k

2

£(s) = £(0) + f/(0)s + f”(())% o (2.51)
Prvni derivace je tohoto tvaru
df;f) = exp (sA)(AB — BA)exp (—sA) — f(0) = [A, B] . (2.52)

Druha pak vychazi nasledovné

A~

d2cLl]i(28) = exp (sA) (fl [121, B} - [fl, B} A) exp (—s

Stejnym zpusobem bychom ziskali vSechny derivace vyssiho fadu. Nakonec tudiz muzeme
psat

Ay fro) = A, [A,B]| . (259)

2

exp (sA)Bexp (—sA) = B+ [A,B] [A [A BH 5 +. (2.54)

Nynf pouzijeme & = (a -+ a')/+/2. Pro kreacénf a anihilaéni operatory pouzitim odvozenych
vztahu dostavame:

a

. /\-I-/\ ~ . /\'|'/\ /_/—\ (Z¢)
exp (ipa'a)aexp (—igata) = a+ [a'a cz] i+ [a'a, [a'a, a]] ~— TR (2.55)

_ (1_Z¢__ )z&exp(—i¢)a

at at
satay et PP b T, T (i9)
exp (i¢a'a)a" exp (—iga'a) = a'+[a'a,a'ligp+ [a'a,[a'a,a']] +... (2.56)
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Celkem tedy muzeme psat

exp (i¢a'a)d exp (—iga‘a) = (exp (i¢a'a) (a+a') exp (—iga'a)) =  (2.57)

1
V2
1
\/_

—2 (&eii‘;5 + dTew) )

Srovnanim se vztahem (1.8) dospivame k nésledujicimu zavéru

1 ) )
exp (iga'a)d exp (—iga'a) = 7 (ae™™ +a'e'”) = Zcos ¢ + psin g, (2.58)
takze nakonec obdrzime
P'(2',¢) = tr{pexp (—iz'(Z cos ¢ + psin¢))} = W'(z' cos ¢, 2 sin @), (2.59)

coZ po preznaceni u = 2’ cos ¢, v = ' sin ¢ dava
W' (u,v) = tr{pexp (—i(Zu + pv)} . (2.60)

Toto je velice zajimavy vysledek, protoze kromé tohoto vyrazu plati pro W' (u,v) také
(2.34), ktery ma podobnou strukturu, ale je v ném explicitné obsazena Wignerova kvazi-
distribuce W (x,p). To jasné signalizuje, ze W (x,p) bude tizce souviset s matici hustoty
stavu p. Abychom odvodili vztah (2.1), invertujeme vyraz (2.34)

W' (u,v)e™ e dudv = W (z,p)e =X e=t=P qzdpdudy  (2.61)
R? R*
= 4n? W(z,p)d(z — X)d(p — P)dxdp
R2
— 4rW (X, P).

Nyni potiebujeme vyjadiit W' (u,v). Vypocitejme proto stopu v rovnici (2.60)

W' (u,v) = /OO (x|pexp (—iut — ivp)|z) du. (2.62)

—0o0

V dalsich tupravach budeme muset pouzit Campbell Baker-Hausdorffovu formuli, ktera
postuluje néasledujici. Méjme dva operatory A a B, které splnuji podminku

(4, [4.8)] = [5.[4.5]) =0, 269
tedy 121, B komutuji s komutatorem [/1, B] Pak plati

exp (s(A+ B)) = exp(sA)exp (sB)exp (—s [/1, B] /2) (2.64)

= exp (sB)exp (sA) exp (s> [121, B} /2).



24 KAPITOLA 2. KVANTOVA TOMOGRAFIE

Dukaz muzete nalézt v Dodatku A. My mame situaci, kdy A=uiaB= vpas= —i.
Proto dostavame

exp (—iuZ — ivp) = exp (—iut) exp (—ivp) exp (1uv/2). (2.65)
A po dosazeni do (2.62) obdrzime
W'(u,v) = / (x|pexp (iuv/2) exp (—iuz) exp (—ivp)|x) dx. (2.66)
Operdtor exp (—ivp) pusobi na |z) takto® exp (—ivp)|r) = |z + v) a tedy musi platit
W'(u,v) = / (x|pexp (iuv/2) exp (—iud)|z + v) dx (2.67)
= / (x|pexp (tuv/2) exp (—iu(x 4+ v))|z + v) dx
= exp (—iuv/Q)/ exp (—iux) (z|p|r + v) dz.

Nyni provedeme substituci X = z+v/2 a nakonec preznaéime X zpatky na = a dospivame
k

W'(u,v) = / exp (—iux) <x — §|/5|:c + §> dz. (2.68)
Tento vysledek dosadime do vztahu (2.61) a obdrzime
1 o ,
W(z,p) = — el =a) pivp <:L' — —|,0|x + = > dz’ dudv (2.69)
471—2 R3
1 .
= — [ 62" —x)e™® <w’ — —\ﬁ\:c’ + —> da’ dv
21 JRr2 2
1 [e.9]
= — e“’p<x——|p|a:—|— > dv.
2m )

Dospéli jsme tedy ke vztahu (2.1). Tato rovnice je velice vyznamné. Je to spojovaci most
mezi stfednimi hodnotami veli¢in, které jsme schopni v kvantové mechanice mérit, a
zakodovanim stavu ve fazovém prostoru. To ve svém dusledku vede az k moznosti re-
konstrukce matice hustoty p signdlniho stavu.

Pti méreni vSak z marginalnich distribuci rekonstruujeme Wignerovu kvazidistribuci a
z ni bychom potiebovali ziskat matici hustoty p. Potfebujeme tedy inverzni vztah. Prove-
denim Fourierovy transformace muzeme jednoduse dospét ke vztahu

/_:W(x,p)e_iv’pdp = / / e'P x__\p\“ >dvdp (2.70)
= /_005(U—v)<a:——]p]x+ >dv

v v
= <x— 5’0’5""‘ §>

3Podrobnéjsi diskuze viz vztahy (3.12) az (3.22).




2.3. SOUVISLOST W(X,P) S MATICI HUSTOTY STAVU p 25

Mnohem vyhodnéjsi by vsak bylo, pokud bychom méli vztah mezi matici hustoty a Wigne-
rovou kvazidistribuci vyjadreny v libovolné bazi, protoze pravé odvozeny vztah v konkrétni
béazi nemusi byt vzdy nejlepsi pro praci. Dokazme proto uzitecny vztah. Prozkoumejme
nasledujici integral

1 U, .
Fe L e
R4 2

5 E> <x ! |po| z + g> P dudvdedp  (2.71)

2

- Asa<u+v><x—§|ﬁ11x+§><x——mm ) dudods

= /RZ<SL’+§’ﬁ1|JJ—§><I—g|ﬁ2’$+§>dvdl’

Pouzijeme substituci x = (£ +1)/2, v = n — &, pak diky f £)(€] d¢ = 1, dostavame

1= [ il €) (€ 1palm) den =1x 7). (2.72)
Zaroven ale plati
I = 27?/ / W, (@, p)Wp, (x, p) dz dp, (2.73)
z ¢ehoz plyne

tr {p1po} _QW/ / YW, (2, p) da dp. (2.74)

Jestlize za py zvolime |€') (€|, pak muzeme psét

e {ple) =2 [ [ Wl n)Wen(ep) dod. 275)

Stopa je invariant, tudiz ji muzeme vypocitat v libovolné béazi. Proto za predpokladu
(€ln) = o5, plati

{1 €]} = / (11 €€l dn = (Elpnle). (2.76)

Tim jsme dosahli zcela obecného vysledku
€y =2 [ [ Wi pWey(o.p) dodp. (2.77)

Ze vztahu je patrné, ze znalost W (x, p) ndm umozni ziskat matici hustoty signalniho stavu
v libovolné bazi. Tudiz nam zbyva jiz posledni spojovaci ¢lanek tykajici se toho, jak ziskat
z marginalnich distribuci P(z, ¢) Wignerovu distribuci W (z, p).



26 KAPITOLA 2. KVANTOVA TOMOGRAFIE

2.4 Rekonstrukce W(zx,p) z P(x,¢) aneb kvantova to-
mografie

Posledni ¢lanek v celém procesu rekonstrukce kvantového stavu svétla je pfiznacné
nazyvan kvantovou tomografii. Diky Heisenbergovym relacim neurcitosti nemuzeme sice
primo zmérit Wignerovu kvazidistribuci, ale co muzeme zméfit jsou pravé histogramy pro
obecné natocenou kvadraturu P(z, ¢) To jsou vlastné jakési ’stiny’, které Wignerova kva-

Obréazek 2.7: Zékony kvantové mechaniky nam dovoluji pozorovat pouze ’stiny’ Wigne-
rovy kvazidistribuce. Ovsem mame-li dostatecné mnozstvi stinu z ruznych thla pohledu,
muzeme si dovolit zrekonstruovat objekt, jenz stin vrha. To je podstata kvantové tomo-
grafie.

zidistribuce vytvaii na rovinach, které jsou kolmé k roviné xp a zaroven prochazi primkou,
ktera urcuje natocenou kvadraturu ve fazovém prostoru, coz muzete vidét na obr. 2.7.
Pro odvozeni analytického vztahu (opét cerpdme z [9]) je vyhodné zacit u (2.61) a
uvédomit si, ze Fourieruv obraz P(x,¢) je roven Fourierovu obrazu Wignerovy kvazidis-
tribuce (2.39). Proto muzeme v polarnich souradnicich psét
(o) s
W(e,p) — # / / W(2f cos 6, ' sin @)™ Feoso+psing) | 1/| 4o/ 4y —  (2.78)
—o0 J0

1 [e%e) s o, )
_ H/ /0 P/(x/,¢)ezx (xcos¢+ps1n¢)|x/|dx/ d¢.
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Navic plati (2.35), takze konecné

1 00 00 s , )
== / / / P(w, ¢)e™ (Feosotpsine=w) /| da! dw dg. (2.79)
42 —o0 J —o0 JO
Jestlize oznacime | oo
K()= 3 / 2] da (2.80)
muzeme dale psat
1 o0 ™
W(z,p) = ﬁ/ / P(w, ¢)K(xcos ¢ + psin ¢ — w) dw de. (2.81)
m —o0 J0

Tim bychom mohli cely problém uzaviit, ovSem z matematické hlediska je vyraz (2.80)
ponékud nestastny. Divergence ve fyzice jsou vidy nepifjemnou zalezitosti. Nastésti je
vSsak mozné provést pomeérné jednoduse regularizaci tohoto vyrazu a dospét k fyzikalné
prijatelnému zévéru. Nejdiive vyraz (2.80) upravime

1 o0 - 0
K(Z) — 5 (/ e””a:'dx’—/ m:z /d.CE) _ (282)
0 —00

1 a > ix'z / 0 ix' 2 / _

= %9: (/0 e *dx —/_ooe dz' | =
1 o0 ., [e.e] ., o0 -,

— _2 / elwzdx/ _/ e*lxzdx/ — glm/ elwzdxl’
2002 \J, 0 0z 0

coz je vlastné integral z funkce sinus. Pro regularizaci tohoto integralu se pouziva znamy
trik, i kdyz popravdé matematicky trochu divoky, s pfiddnim clenu e~ (kde e — 0),
ktery chovani integrandu v nekoneénu ucini prijatelnym. Spocitejme nyni tento upraveny

integral
© ' iz’ (z+ie) 7 1
I — / et (z+ie) dx’ — 6— = —— (283)
0 i(z +1€) |, (2 + ie)
Déle*
0 1 0 1
(2) 8zm( i(z—i—ie)) 8zm(z+i6) 25

B 8R 1 _ 0 z e =2
0z z+ie) Oz \22+e )  (22+e2)?

Spravné bychom méli vysledek psat jako

_ — (zcos ¢ +psing —w)?
Wiz, p) 272 ll—{%/ / :ccos<b—|—psm¢—w) + €2)? dw dg. (2.85)

Spravné bychom méli psat [;° f(2)e®' = da’ = lime_ (—f(z)l(zﬂe)) kde f(z) je néjakd 'pekné’ se

chovajici funkce, protoze teprve poté dostane vyraz smysl.
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Regularizace vyrazu (2.80) je ovSem ekvivalentni tomu, ze vezmeme pouze Cauchyovu
hlavni hodnotu z integralu (2.81), protoze tim, ze vezmeme Cauchyovu hlavni hodnotu
se vyhneme singularitdm, které jsou pfi¢inou divergentniho chovani ¢lenu (2.80). Nakonec
proto muzeme psat

b Pw,¢)
W(z,p) _27T2Pv/ / (Tcosd £ psing — w)? dw d¢. (2.86)

Tento vztah je nazyvan inverzni Radonovou transformaci a je zakladni matematickou meto-
dou pouzivanou jak v tomografii v mediciné, tak i v kvantové optice. V praxi se samoziejmé
namisto integrace pouziva sumace pres namérené histogramy.

Pravé jsme se tedy presvédcili, ze vyvazena homodynni detekce je skutecné velmi
uzitecnou metodou. Stoji na pocatku cesty k rekonstrukei kvantového stavu svétla.

2.5 Kvadratura a elektrické pole

V sekei 1.2.1 jsem vidéli, ze obecnd kvadratura (1.8) je ekvivalentni operdtoru elek-
trického pole (1.9). Diky analogické strukture vztahu (1.8) a (1.9) muzeme zménou ¢ v
podstaté mérit casovy prubéh elektrického pole. Pii zafixovaném z mame totiz v (1.9)
#(0,t) a ¢ zavisi na t linedrné. Jestlize tudiz zndme histogram pro %4, zname i histogram
P(E(t)). Na nésledujicich strankach uvidite sérii obrazku, které byly vytvoreny tak, ze
jsme vzdy vysli ze znamé Wignerovy kvazidistribuce pro dany stav, pomoci vztahu (2.28)
jsme spocetli P(x, ¢), zakreslili jsme prubéh P(x,¢) pro ruzna ¢ a nakonec jsme zakreslili,
jakym zpusobem by mohlo dopadnout méfeni elektrického pole. V poslednim kroku jsme
pro kazdé z, ke generaci nahodnych ¢isel pouzili Gaussovu distribuci s danym rozptylem
a posunutim.

Pro vakuovy stav je situace jednoducha. Je to koherentni stav umistény v pocatku.
Wignerova kvazidistribuce je tudiz tvaru

1
W (z,p) = ;e’(’“g“ﬁ). (2.87)

Na tomto misté je jiz myslim zifejmé, ze marginalni distribuce se nebude ménit s ¢ diky
symetrii, ale presto muzeme dosadit do (2.28) a provést integraci pres p. Vysledek je

1 2
Plx,¢p) = —e™ " . 2.88
@.0)=—= (2.55)
Na obr. 2.8 muzete vidét prubéh marginalnich distribuci pro ruzna ¢ a na obr. 2.9 potom
tomu odpovidaji prubéh elektrického pole.
Nyni rozebereme piipad pro koherentni stav. Do rovnice (2.28) muzeme dosadit ze
vztahu (2.27) a po integraci pres p dostavame

1 .
P(z,¢) = Te—@—ﬂ“osd’) . (2.89)
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Obrazek 2.9: Prubéh elektrického pole pro vakuovy stav.
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Obrézek 2.11: Simulace mozného vysledku méfeni F(t) pro koherentni stav v/2|A| = 1.
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Obréazek 2.12: Kvantovy sum pii vetsi amplitudé koherentniho stavu jiz nehraje takovou
roli a elektrické pole postupné ziskava charakter klasické oscilace.

Tento vysledek muzete vidét na obr. 2.10 a obr. 2.11. Pro ilustraci role kvantového Sumu
uvadim jesté obr. 2.12 pro koherentni stavy s v/2|A| = 10 a v/2|A| = 100.

Nakonec bychom radi demonstrovali prubéh elektrického pole u stlacenych stavu, tj. u
stavu, které minimalizuji relace neurcitosti Az - Ap = 1/2. Ve skutecnosti jsme tedy uz s
nékterymi stlacenymi stavy pracovali, protoze naptiklad koherentni stavy relace neurcitosti
minimalizuji. U koherentnich stavii jsou ovéem neurcitosti Az a Ap stejné a rovny 1/v/2.
U stlacenych stavu, které jsou hodny svého jména, vSak dochézi k minimalizaci relaci
neurcitosti tak, ze jedna z neuréitost! Az, Ap je mensf nez 1/4/2, zatimco druhd musi byt
vetsl nez 1/4v/2, aby nedochézelo k poruseni relaci neurcitosti. Wignerovu kvazidistribuci
pro specialni pripad stlaceni ve sméru x nebo p pak muzeme logicky psat ve tvaru

_ (zsin¢+pcos ¢>)2

1 .
W (z cos ¢ — psin ¢, xsin ¢ + pcos @) = ~ e (weosdpsing—v2|4])? 52 . (2.90)
T

kde s je parametr stlaceni. Pokud je |s| > 1, pak je Wignerova kvazidistribuce stlacend v x
a naopak rozsitena v p. Takovy stav se pak logicky nazyva amplitudové stlaceny. Naopak
pokud |s| < 1, pak je Wignerova kvazidistribuce stlacend v p a protazend v x. Takovy stav
se pak nazyva fazove stlaceny. Dosazenim (2.90) do (2.28) dospivdme po integraci pres p
k nasledujicimu vztahu

s2(z— S )2
| exp (Sl )
P(z,¢) = — : (2.91)

ﬁ cos? p+stsin® ¢
52

Vysledky pro oba stavy jsou zobrazeny na obrazcich nize. Je z nich pékné vidét, odkud se
vzaly nazvy fazové a amplitudove stlaceny stav. Mohli bychom samoziejmé vysSettit jesté
obecné stlaceny stav, ale myslim, ze jako néazorna demonstrace toho, jakym zpusobem
muzeme vyvazenou homodynni detekci dospét az k fyzikalné snadno interpretovatelnym
veli¢inam, jsou tyto priklady naprosto dostacujici.

Motivovani vysledky této kapitoly, muzeme nyni nasi pozornost obratit na stézejni
vypocet této prace.
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P(x.0)

Obrazek 2.13: Koherentni stav se stlacenou amplitudou, kde koeficient stlaceni je s = 3 a

plati v/2|A| = 3.

Obrézek 2.14: Simulace mozného vysledku méfeni F(t) pro koherentni stav se stlacenou

amplitudou, kde koeficient stlaceni je s = 3 a plati v/2|A| = 3.
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P(x.9)

Obrézek 2.15: Koherentni stav se stlacenou fazi, kde koeficient stlaceni je s = 1/3 a plati

V2|A| = 3.

Obrézek 2.16: Simulace mozného vysledku méfeni F(t) pro koherentni stav se stlacenou

fazi, kde koeficient stlaceni je s = 1/3 a plati v/2|A| = 3.
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Kapitola 3

Meéreni kvadratury

V této kapitole se jiz budeme vénovat forméalnimu dukazu toho, ze pro velké A je méreni
poctu fotonu na vystupnich fotodetektorech ekvivalentni méreni kvadratury signalniho
stavu.

Vypocet jsem provedl dvéma zpusoby, ptficemz kazdy z nich nam poskytl jiny thel
pohledu na dany problém. Kapitola zacne vypoctem, ktery nas dovedl k vyrazu pro am-
plitudu pravdépodobnosti naméteni n a m fotonu na vystupnich fotodetektorech ve tvaru
pridruzenych Laguerrovych polynomi, exponencidl a cosinové ¢asti. Poté strucné zana-
lyzujeme tento vysledek a budeme pokracovat alternativnim vypoctem, ktery nas dovedl
k znacné odlisSnému vyrazu, ktery ovSsem umoznil typ analyzy, ktery byl u predchoziho
pripadu nerealizovatelny. Kapitolu uzavieme obecnou diskuzi o problémech spjatych s
vypoCty a srovnanim obou pristupt.

3.1 Vypocet M pri BHD

Vyjdéme ze schématu BHD podle obr. 1.1. Mame signalni stav [¢), ktery muzeme
vyjadiit v soutadnicové bazi |x) takto

) = / " (@)la) de. (3.1)

Stav LO vezmeme pro zjednoduseni tvaru | — A), kde A je redlné, kladné a A — oo, tedy
LO je v koherentnim stavu s velkou amplitudou. Znaménko minus pridavame ¢isté pro
pozdéjsi zjednoduseni. Na samotny vypocet tato volba nema zadny vliv. Stav | — A) také
vyjadiime v soutadnicové bazi. Pouzitim vztahu (2.16) dostdvame

| —A) = 7“1*/ e 2 VA ) dy. (3.2)

o0

Vstupni stav ¢, muzeme psat tedy takto

”_i/ / P(a)e 20V ) ) de dy. (3.3)

2l}in

35
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Nyni nechame oba tyto stavy projit délicem svazku, ktery je popsany Hamiltonianem Hgs
(1.11). Stavy se na déli¢i svazku ztransformuji a vystupni stav 14, muzeme obecné zapsat
takto

NI

Your = T~ / / w(x)e_%(y+\/§A)2ﬁBS]x>|y> dz dy. (3.4)
Jakym zpusobem se vsak stavy |z) a |y) ztransformuji po zapisobeni Hgg? Jiz vime,
jak se transformuji polni operatory a; a ao. Tuto informaci muzeme vyuzit k odvozeni
transformace kvadratur 2, o na déli¢i svazku. Podle (1.7), (1.18) a (1.19) plati

"t a1 —ag + &I _d; &1"‘&1{ d2+&;

A/_d/1+dl_ \/i V2 _ V2 B V2 :‘%1_:%2 (35)

V2 V2o V2 V2

Podobné
L Sty at . L
A/ NG a1+az a;tag aita; G2+ay A o
v _Uytay T4 - V2o 2 + NS s
Th = = : (3.6)

V2o v 2 V2

(%)= ) (5) 57)

Préaveé odvozené transformace vyjadiuji situaci v Heisenbergové obraze. My bychom ale
pro upravu (3.4) potiebovali spise védét, jakym zpusobem se transformuji stavy |z) a |y)
v Schrédingerové obraze. K tomu muzeme pouzit velmi jednoduchou tvahu. Predevsim
si musime uvédomit, ze vysledek meéteni nezavisi na volbé obrazu. Oba obrazy jsou z
fyzikalntho hlediska ekvivalentni. Z toho plyne, Ze to, co musi zlstévat stejné, at uz
vyvoj systému popisujeme v jednom ¢i druhém obraze, jsou vlastni hodnoty, které ziskame
pusobenim operatoru na vlastni stavy.

V maticovém zapisu:

V nasem konkrétnim piipadé mame vstupni stav tvaru |z);|y)s a k nému piislusejici
vstupni operdtory #; a Z».! V Heisenbergové obraze zistane stav |x);|y)s po prichodu
délicem svazku nezménén. Interakce s délicem svazku je zahrnuta v transformaci z; a Z»
(3.7). Na vystupu proto muzeme psat

T1 — X xr —
! ﬁ2|x>1|y>2 - ﬁy|x>l|y>2
T+ T+
LT e = ) fy)s. (3.8)

V2 V2

Ke stejnému vysledku musime dospét i v Schrodingerové obraze, kde jsou ale naopak z; a
Z9 stejné jako na vstupu. Abychom obdrzeli stejné vlastni hodnoty na vystupu jako v (3.8)

IPfipomenime, Ze vie s indexem 1 pifslusf k signdlnimu stavu [) a vie oznacené indexem 2 se tyka LO.
Navic operédtor 1 pusobi pouze na stav |z); a podobné @s pusobi pouze na stav |y)s.
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musi platit:

T —y T+y T =yYlr—y T +y
ﬁ>1\/§>2 \/§¢§>1\/§>2’
FE), - HIENE ) 59

Z toho je jasné patrné, ze pro Vystupnl' stav ve Schrodingerové obraze plati
Tty

Nyni nés zajima amplituda pravpépodobnosti M udélosti - n fotonu na portu 1, m

/ / U(x —3(y+v24)? <n 5

Pro dalsi postup si musime pripomenout, jak pusobi koherentni posunovaci operator,
ktery je operatorem unitarnim, na brackety. Koherentni posunovaci operator je definovany
vztahem (1.28). Jestlize zvolime a = z, kde z je redlné ¢islo, pak muzeme psat

D(z) = exp {z (%) _2 (x;;p)] — exp (—z’zx@ﬁ) = exp ((—zﬁ)%). (3.12)

Protoze je operator D(z) unitarni, plati pro néj

T2

>2 dz dy. (3.10)

NH

>2 dz dy. (3.11)

Di(z) = D7 (2) = D(—=2), (3.13)
kde posledni rovnost plyne z toho, ze inverzni operace k posunuti o 2v/2 je posunuti na
druhou stranu, tudiz o —z+v/2. Posunovaci operator D(z) piisobici na vlnovou funkeci v (z)
dava

st %) 0
D' (z)(z) = exp (Z\/ﬁ)% Y(x)= {1+ Z\/E% +... ) ¢Y(x) (3.14)
= P@) + V2 () + ... =z + 2V2).

Mohli bychom se tedy mylné domnivat, ze operdtor DT(z) méni |z) na |z + 2v/2), protoze
evidentné

(x + 2V2|) = ¥(z + 2V2). (3.15)

To by ale byl prilis uspéchany zaveér. Abychom to dokazali, muzeme provést nasledujici
rozbor. Predevsim plati?

DY (2)D(z) = exp (izﬁﬁ)ﬁexp (—22\/5]3) (3.16)
= &+ [p,#)(i2v2) = & + 22 = @p.

2Pouzitim (2.54) a uvédoménim si, ze dalsi komutdtory ve vztahu (2.54) jsou jiz nulové.
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Nyni zadefinujme posunuty stav nasledovné
lu) = Dt (2)|z). (3.17)

Snadno muzeme odvodit nasledujici identitu

——
D()D'(2)

iplu) = DT(2)&D(2)|u) = D(2)& z) = DT (2)z]x) = z|u). (3.18)

Zaroven vsak plati
iplu) = (2 + 2v2)|u) = (u+ 2V2)|u). (3.19)
Porovnanim vyse uvedenych rovnic dostaneme
zlu) = (u+ 2v2)|u), (3.20)
takze musf platit u = z — 21/2. Rovnice (3.17) tudiz nabyvé konkrétniho tvaru
Di(z)|z) = |z — 2V2). (3.21)
Podobné bychom mohli odvodit, ze plati
D(2)|z) = |z + 2v/2). (3.22)

Vratme se zpatky k nasemu vypoctu. S pouzitim vyse odvozenych vztahti muzeme psat
(od ted déle vypustime indexy 1 a 2)
_y ~
— Y (m|D

[ v o

2
Jisté také plati

/N |y Y | ~w s . Y|~/ x )

ml (5) | 55) = (5[ G) ) = (o (=5) m) e

(o @) ) = (7' G Va7 20

coz plyne primo z definice skalarniho souc¢inu. Proto muzeme psat

o—bwevaar [l p E)‘—_y><i

[ ) e (o @37

Pro dalsi postup si budeme muset pripomenout nékteré vlastnosti vlastnich stavi harmo-
nického oscildtoru, které se standartné oznacuji u,(x) = (x|n). Predevsim:

N»—‘

g) ‘%> dedy. (3.23)

||
N»—'

D (—%) ‘m>* dx dy.

up(z) = (7T)_i (-1" e‘ée%2£ (e‘zQ) . (3.26)
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Ovsem vyraz

(—1yner L (a*ﬁ) (3.27)

dx™
je definujicim vztahem pro Hermiteovy polynomy, tudiz muzeme psat

———H,(x). (3.28)
Tento vyraz je redlny, proto nema smysl komplexné sdruzovat a dostavame

[T st (o (5 |22 (b (5) ) ard. g2

Déle pro Hermiteovy polynomy plati
H,(—z) = (=1)"H,(z) (3.30)

mw

a jelikoz je zbytek u,(x) funkce sudd, muzeme udélat nasledujici zaveér (zase s vyuzitim

toho, 7e u,(z) je redlnd funkee)
n <x\;§y) = (—1)"u, (%) = (—1)" <yJ§x n> = (—1)" <n %> (3.31)

Tento zavér vyuzijeme k nasledujici upraveé:
y—x
=(=1)"(n|D
V2 > = <

eI~ () -

Cili plati .
et [ eten 2 (o () ) (P (5l e

Zaméime nyni nasi pozornost na integral pres y:

[l

Substituci z = y/v/2 dospivame k vyrazu

V2 / —C+2) (2] de. (3.35)

Nyni tento vyraz vyjadiime v impulsové reprezentaci. To muzeme technicky provést tak, ze
do stavajiciho vyrazu na vhodnych mistech vlozime dva jednotkové operatory v impulsové
reprezentaci a tudiz dostavame

Va [ el el o s (3:36)
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Dale plati

1 —ipz > A eipz
(plz) = N (zlp) : (3.37)

Takze integral muzeme prepsat do tohoto tvaru

—(z+A)? g—ipz gip'z '|dzdpdp'. 3.38
\/—W/// Ip){(p'| dzdpdp (3.38)

Nyni zavedeme substituci z + A = y a provedeme nékolik trivialnich tprav:

I = / / / e~V emilr—p )y ilp—p' A|p)< '|dy dpdp’ (3.39)
\/_7r

- \/_w/ / / P p) ('] dy dpdp”

Dalsi substituce (p,p’) — (p,p — Ap) (jak se muzete snadno presvédéit Jakobidn transfor-
mace je —1) vede k vyrazu

/ / / (rion)"s2 L’A”Alpﬂp— Ap|dy dpdAp. (3.40)

Jako posledni substituci zvolime p’ = % a dostavame

1 0o poo poO i3 \2 a
_;/ / / e {<y+ B p) }6_761\/517 A|p><p_ \/5p'|dydpdp’. (341)

Nyni pouzijeme vztah (1.28). Plati

D(ip') = exp [ip' (Lﬁw) +ipf (jjgﬁ )} — exp [z‘p’x/%} — exp {(—p’ﬁ)gp}
(3.42)

Postupem zcela analogickym tomu, ktery vedl ke vztahu (3.22) muzeme dospet také ke
vztahu, ktery nam tikd, jakym zpusobem pusobi koherentni posunovaci operator D(ip’) na
impulsovy ket. Snadno se muzete presvédcit, ze plati
D(ip)|p) = [p+ V2p). (3.43)
V nasich upravach integralu pak vyuzijeme
(| DY (—ip') = {p| D(ip') = {p — V2P| (3.44)

S pouzitim tohoto vztahu muzeme nas integral prepsat do tvaru

Z\f/ 2 ) .
__/ / / y+ v ] =" V' Ap) (p| D(ip') dy dp dp'. (3.45)
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Integrél ptes p je roven jedné a dale muzeme zavést substituci y = z—z"/Tip’ . Integrél piejde
do nasledujiciho tvaru:

1 o0 o0 9 p/2 f /A ~
——/ / e ez VP AD(ip) dz dp. (3.46)
T J-oJ-o0
Na tomto misté muzeme provést integraci pres z a dostavame velmi zjednoduseny vztah

L[ 02 L myar
7 _me_Te’ﬂpAD(ip’)dp’. (3.47)

Vratme se nyni k puvodnimu integrélu (3.34). Dosazenim vyse uvedeného vysledku a
preznacenim p’ — p muzeme psat

. 9] 9] 2
MTrrLL _ (_1)n+17ri/ / w(m)e%+1A\/§p<n

D <_§) D (ip) D (—g) ‘m> dz dp.
(3.48)

S vyuzitim vztahu (1.28) a pouzitim CBH formule (viz Dodatek A) muzeme snadno
dokazat, ze plati

D(v)f)(v’) _ euahv*aev'ahv’*a _ e(UJrU’)def(v*Jrv,*)&e(vv,*fv*v’)/Z (3.49)
= ﬁ(v - v')e(””/*_”*”')ﬂ.
A dale muzeme dokazat:
Dw+v)D(w) = D()D(3) = D(a+ B)e*? —e"8)/2 (3.50)
= D@ + 21))6((’””’/)”*’(”*”l*)”)/2 =DM + 21})6(”/”*’”/*”)/2.

Celkem tedy muzeme psat

D(v)D(W"D(v) = D(v' + 2v). (3.51)

Nakonec dospivame ke kompaktnimu vyrazu

o) oo 2
M;;; — (_1>n+17r—2/ / ¢(x)e—g+zA\/§p<n

D (—z +ip) ‘m> dz dp. (3.52)

Vyraz <n‘D (—x +1ip) ‘m> muzZe byt za podminky® n > m upraven na (blizs{ podrobnosti

1ze nalézt napiiklad v [14])

(n

3Existuje i vyraz pro pifpad m > n, ale pro zjednoduseni nasledujicich tivah bude lepsi uvazovat pouze
specialni ptipad n > m, protoze vysledky pro oba pripady jsou analogické.

1

~ |
D (=z +ip) ‘m>: \ %eﬁ(mzﬂ’?)(—x +ip)" " Ly (2 + pP), (3.53)
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kde L™ (x* + p?) jsou pridruzené Laguerrovy polynomy. Celkové tedy dostavame

fml [ [ 2. 1.2
M;:L _ (_1)n+1ﬂ_,% m'./ / w(x)efp +1A\/§p€7§m x (354>
n: —00 —00

X (—x+ip)" "L (2? 4 p?) dz dp,

coz muzeme dale upravit na

M;:L _ TL+1 —\/7/ / ¢ 6 —p2-z Z(A\prr(n m)arctan( p)) « (355)

x (22 +pH) 2 L2 + p?) dadp
Déle muzeme rozepsat vyraz
eH(AV2rHn—myarcian (=£)) - — cog <A\/§p + (n — m) arctan (—g)) (3.56)
+ isin (A\/?p + (n —m) arctan <—§)> .

Vyjma tohoto clenu, je zbytek integrandu suda funkce v p. Proto muzeme okamzité kon-
statovat, ze pii integraci od —oco do oo pres p bude licha ¢ast integrandu, tj. ta obsahujici
sinus, nulova a zustane nam pouze suda cast integrandu. Nakonec tedy muzeme psat

! 2 .1‘2
M = (_1)”“77*%\ / ﬂ' W(x)e ™ 77 cos (A\/ﬁp — (n — m) arctan Z—)> X (3.57)
n. R2 x
x (2% 4 p?) 2 L (2 4 p?) da dp.

Ackoli se tento vyraz nezda piilis piistupny analyze, presto je mozné z néj extraho-
vat nékolik zajimavych informaci. V analyze budeme vychazet z vysledku zvefejnénych v
clanku [3]. V tomto ¢lanku bylo odvozeno, ze pro velkou amplitudu LO méfi BHD kvad-
raturu r = :Lf 1. To znamena, ze integral

\/7/ -5 os (A\/ip — (n —m) arctan g) X

x (2°+p%) n; L™ (2 + p?) dp (3.58)

by mél davat velice vyznamny piispévek pro x blizké vySe zminéné hodnoté, kdezto pro
jind x by mél byt ptispévek tohoto integralu velice maly. To jinymi slovy znamena, ze v

limité A — oo ocekavame
["(x)ms(x—”_m) (3.59)
" V2A

To by nam zajistilo po integraci ptes x vybrani ¢ (%) Podivejme se nyni, co nam tikaji

grafy téchto pomérneé slozitych funkci.

4Z4mérné nepiseme v I7 (x) élen (—1)"+1, kvili vétsi piehlednosti grafii, které budou nésledovat.
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3.2 Analyza integralu I (z)

V této a v nékolika po ni nasledujicich sekcich se pokusime kombinaci kvalitativnich a
kvantitativnich analyz lépe pochopit chovani integralu I (x). Zactneme analyzou chovéni
integralu pro ruzna x pro néjaké konkrétni hodnoty m, n a A. Pro srozumitelny popis
situace bude vhodné rozdélit si integrand

22

| 2 n—m
\/ ﬂ, oS <A\/§p — (n — m) arctan B) ceTPTE (2 4 ph) . L2 + pP) (3.60)
n!

T

v (3.58) na dvé ¢asti. Prvni bude 'cosinovd’ ¢ést, tj. vyraz:

Ccos (A\/Ep — (n — m) arctan 2) . (3.61)
x
Druha c¢ast bude poté tvorena pridruzenym Laguerrovym polynomem a zbylymi ¢leny, tj.
budeme pracovat s vyrazem

m' 2 z2 n—m
—e T T (@ p?) Ly (@ + ). (3.62)
n.

Budeme také pouzivat aproximaci A =~ y/m + n, kterd plati z nasledujicich duvodu. Cel-
kovy pocet fotonu na vystupech je pro A — oo velice blizky poctu fotonu v LO, protoze
ten dodava dominantni ¢ast fotonu ve srovnani se signalnim stavem. Jaky je stfedni pocet
fotonu ve stavu LO muzeme snadno zjistit. Plati (jiz diive jsme zvolili |a) = | — A))

(ala'dla) = |af* = A% (3.63)

Nékdo by mohl namitnout, ze pravdépodobnostni rozdéleni ma urcitou stredni kvadratickou
odchylku, ale snadno se muZeme piesvédcit, ze plati (An)? = A2, a tudiz muZeme pro
pifpad A — 0o bez obav psat A ~ /m + n, jelikoZ relativni sffka Poissonovského rozdélen{
se ze zveétsujicim se A zmensuje.

Nésledujici grafy budou znazornovat prubéhy vyrazu (3.60), (3.61) a (3.62). Okrovou
barvou bude vykreslena ¢ast (3.61). Fialovou barvou bude vykrelena ¢ést (3.62). Plné bude
poté vykreslena plocha pod funkei (3.60), ktera je rozhodujici pro kone¢nou vahu s jakou
budeme brat ¢(z) pro dané zafixované x.

Na obr. 3.1 muzete vidét chovani vyse uvedenych vyrazu pro hodnoty n = 350, m = 270
a A =~ y/m+n pii zafixované hodnoté x = —2. Pro dané pocty fotonu na vystupnich
fotodetektorech, predpovida ¢lanek [3] méteni kvadratury = ~ 2.27. Jak je vidét, prubéh
integrandu ma rychle oscilujici charakter, tudiz po provedeni integrace pies p pro dané
x = —2 nemuzeme oc¢ekavat situaci, kdy by bylo ¢(—2) bréno s pfilis velkou vahou. Naopak
se zd4, ze oscilace jsou natolik ”divoké”, ze v podstaté nasobime ¢(—2) nulou.

Situace se prilis nezméni ani pro dalsi x, kterd jsou "dostatecné” daleko od predpovidané
hodnoty, jak muzete vidét na obr. 3.2, ktery zndzornuje situaci pro x = 6 a nezménéné
koeficienty m, n a A. Oscilace sice jiz neni tak divoka, coz je ddno zménou znaménka ve
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vyrazu (3.61), kde se zména v p v prvnim ¢lenu (obsahujicim A) ¢dstecné kompenzuje se
zménou p v ¢lenu druhém (s arkustangens), ale i pfesto je mozné soudit, ze po integraci
tohoto vyrazu neobdrzime zadny vyznamny vysledek.

Vse se ovsem radikalné zmeéni, pokud zafixujeme x 'pomérné’ blizko predpovidané hod-
noté, tj. r ~ 2.27. Tuto situaci muzete vidét na obr. 3.3. Oba dva ¢leny v integrandu

(p-2) Cely integrand
r — LaguerrexExponencialy
0.0 6} - Cosinova cast+<0.05
004 H
0102 |
-3/ ; P
—0.02
0.04
~0.06 -
Obrazek 3.1: Pro x = —2 ma4 integrand rychle oscilujici charakter, tudiz po integraci

dostavame témeér nulu.

zacnou pro danou hodnotu z jakoby kooperovat. Clen (3.62) vytvoif siroky peak v misté,
kde se (3.61) stava v podstaté konstantni. Skoro bychom mohli konstatovat, ze jak ¢len
(3.62), tak i ¢len (3.61) jsou ve fazi a vzajemné se ”chytie” ovliviiuji takovym zpusobem,
ze vyslednd plocha pod (3.60) je skuteéné vyznamnd, zejména provedeme-li konfrontaci s
grafy pro jind z. Navic ¢dst (3.62) nabyvd mnohem vétsich maximdalnich hodnot, nez v
predchozich pripadech.

Zajimava situace nastava pro z ~ —2.27. V této zrcadlové situaci je sice ¢len (3.62)
stejny jako v piipadé x = 2.27 (diky sudosti (3.62) vuci ), ale ¢len (3.61) vykazuje divoké
oscilace. Je to dano tim, ze funkce arkustangens je licha a tudiz se zména znaménka u x
prenese na zménu znaménka v argumentu cosinu, coz vede misto zeslabeni oscilaci naopak
k jejich zesileni. Celd situace je ilustrovéana na obr. 3.4.

Cést (3.61) ma také velice zajimavé chovani. Pro x = (n —m)/+/2(n +m) totiz okolo
pocatku dojde k vymizeni oscilaci a (3.61) se stdva v podstaté konstantni. Duvod pro tento
prubéh je snadné vysvétlit. Staci si uvédomit, ze v piipadé p/z < 1 plati arctan(p/z) ~ p/x
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1(p,6) — Cely integrand
Laguerre<Exponencialy
Cosinova castx0.02

by " lﬂ L. H
b L L i

-0.04 -

Obréazek 3.2: Pro x = 6 integrand neosciluje tak rychle jako na obr. 3.1, ale presto po
integraci nedostavame pro dané x zadny vyznamny prispévek.

1(p,2.27) — Cely integrand
- Laguerre<Exponencialy
Cosinova cast«0.05

Obrazek 3.3: Pro x = 2.27 se integrand chova velice 'priznivé’. Zda se, ze po integraci
dostaneme opravdu vyznamny piispévek pro danou volbu z.
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I(p,—2.27) — Cely integrand
- L - LaguerrexExponencialy
i T Cosinova cast0.05
01071

Obrézek 3.4: Pro x = —2.27 se diky zméné znaménka v argumentu (3.61) neopakuje situace
pro piipad z = 2.27.

a tudiz muzeme psat

cos (p [Af —(n— m)i]) | (3.64)
z ¢ehoz je jasné vidét, ze pro x = (n—m)/+/2(n + m) dostaneme cos(p-0), coz je konstantni
funkce. To, Ze je v cosinové casti obsazeny arkustangens vede k nelinearnimu chovéni, které
se projevi prosté tim, ze konstantni’ isek v (3.61) je omezeny na malé okoli kolem pocéatku.
Predeslé tvahy by mohly svadeét k vysloveni zavéru, ze je vymizeni oscilaci v (3.61)
zodpovédné za to, ze po integraci dostaneme jediny vyznamny piispévek pro z = (n —
m)/y/2(n + m), zatimco piispévek pro jind x bude naprosto zanedbatelny. Je pravda, ze
pro x ruzna od (n —m)/y/2(n + m) budou oscilace velice rychlé. Navic pii A — oo staci
jiz drobnd odchylka od (n—m)/+/2(n + m) k tomu, aby se rychlé oscilace objevily. Ovsem
bylo by ponékud undhlené ¢init takovéto zavery, jelikoz cast (3.62) zjevné osciluje v okoli
inkriminovaného z 'podobné’ rychle jako cosinovéd ¢ast. Oscilace v (3.61) by musely byt
mnohem rychlejsi nez v (3.62), abychom mohli fici, Ze oscilace v (3.61) vedou k tomu, ze
je integrand po integraci nulovy. Celkovy vysledek, zda se, urcuje spise nez individualni
chovani jedné nebo druhé ¢éasti v integrandu, spoleéné chovani obou pritomnych ¢asti.
Cely integral vykazuje také urcity typ skalovani. Nehledé na to, jaké m a n zvolime,
integrand se okolo inkriminovaného mista, tj. pro z = (n—m)/1/2(n + m) chové vzdy velice
podobné. To znamend, ze (3.61) a (3.62) se 'sejdou’ takovym zpusobem, ze zmaximalizuji
plochu pod grafem. Toto chovani muzete vidét na obr. 3.5, kde je pro zajimavost srovnano
chovani integrandu ptiblizné okolo bodu x = (n — m)/y/2(n 4+ m) pro tii ruzné pocty
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fotonu.

— A2=100, m=34, =66
1(p,2.27)
— A2=1000, m=459, n=551

A2=10000, m=4840, n=5160

Obrazek 3.5: Grafy pro ruzné hodnoty m, n a A, ovSem davajici stejnou hodnotou z =
(n —m)/+y/2(n + m). Grafy jsou okolo inkriminovaného x velice podobné.

Ackoli ndam tedy vyraz (3.57) davéa jakousi ndpovédu ohledné mista, kde muzeme
ocekavat ostré maximum po zintegrovani integrandu a tato napovéda presné koresponduje
se zavery [3], presto neni mozné fici, ze bychom tuto skutecnost dokézali pro A — oo. Uve-
dené vysledky sice vizualné potvrzuji diive odhalené skutecnosti tykajici se vyvazené ho-
modynni detekce, avSak postradaji matematickou rigoréznost. V nasledujicim se pokusime

vvvvvv

nasi pozici vyrazné komplikuje.

3.3 Je pro A — oo méreni lokalizovanéjsi?

Otézka nyni zni, jestli se peak funkce I” (x) pro inkriminované = zuzuje se zvétsujicim se
A. Provedeni numerické analyzy tohoto problému rozebereme pozdéji. V této fazi bychom
chtéli zuzovani peaku nazorné ilustrovat analyticky pro obecné A.

Analyzovat integrand jako celek neni prilis efektivni pristup. Ovsem diky podobnému
naskdlovani jednotlivych ¢asti integrandu pii zméné parametru se zda, ze by nam infor-
maci o zméné sitky peaku mohla poskytnout i samotna cosinova ¢ast. Navic muzeme pro
zjednoduseni zanedbat i arkustangens, protoze nas nyni bude zajimat pouze to, jak rychle
dojde ke zméné v cosinové casti od ’konstantnosti’ k rychlym oscilacim. Zajima nas tedy,
jaky je prirustek ke g(z)

n—m

g(z) = AV2 -

- (3.65)
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v zévislosti na zméné z. Plati

dg(z) = dz. (3.66)

Zd& se tedy, ze pro zafixované x je zména dg(x) piimo dmérnd clenu n — m. Jak rychle
se méni tento ¢len? Protoze plati z = (n — m)/v/2A, pak pro zafixované z se élen n —m
ziejmé méni umeérné A.

Celou diskuzi muzeme tedy uzaviit tvrzenim, ze zména dg(z) pii zméné dz je piimo
umeérna narustu amplitudy lokalniho oscilatoru. To se ve vysledku projevi tak, ze pro dané
x a narustajici A se pii vychyleni o néjaké dx objevi vétsi oscilace u ¢lenu s vétsim A. Toto
chovéni muzete vidét na obr. 3.6 Je jasné vidét, ze oscilace jsou pro posunuti o dz = 0.5

— A?=100, m=34, n=66
1(p,2.27+0.5)
010~ A?=1000, m=459, n=551

A2=10000, m=4840, n=5160

Obrazek 3.6: Porovnani prubéhu oscilaci pro x + dz ~ 2.27 + 0.5 pro narustajici pocty
fotonu.

rychlejsi pro vétsi A. Pritomnost téchto oscilaci, jiz pro malé vychyleni z inkriminovaného
mista, je indikaci toho, ze peak funkce I (z) bude pro rostouci A uzsi.

3.4 Clen obsahujici pfidruzeny Laguerrtv polynom

V tomto oddile obratime svoji pozornost na chovani vyrazu (3.62), protoze jeho analyza
nam poodkryje duvody, pro¢ a kde tento ¢len nabyva velkych hodnot kolem pocatku, coz
v soucinnosti s cosinovym ¢clenem dava vyznamny piispévek k I (z) pouze pro urcita z.

Predevsim, podle (3.53), muzeme vyraz (3.62) prepsat takto:

2
e 2(n

2

A P ‘ n—m
D (Va?+7) ’m>: e[ D A 4 )T L 4 ). (367)
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2
P

Gaussovskou obdlku e™z prozatim ponechame stranou a budeme zkoumat clen

A ! n—m
D(Wﬂ??) ‘m>: \/ﬁue‘%“ﬂ*ﬁ)(m%ﬁ) L (2 4 p7). (3.68)
n:

Vidime, ze ¢len (3.68) je v podstaté amplitudou pravdépodobnosti prechodu mezi posu-
nutym Fockovym stavem |m) a stavem |n). Vzpomenme si nyni na vzorec (2.74). Jestlize
bychom vzali dva Cisté stavy p; = |[11){(¥1] a pa = |1hs) (o], pak muzeme psét

2(p,x) = <n

(i) = 2n [ N / Wi (2, p)Wale, p) de dp, (3.69)

z ¢ehoz plyne, ze amplituda pravdépodobnosti prechodu mezi dvéma stavy zavisi na Wigne-
rovych kvazidistribucich jednotlivych stavu. Tohoto jevu muzeme s vyhodou vyuzit v
nadchazejici analyze.

Pro ziskani predstavy o chovani ¢lenu (3.68) uvadime obr. 3.7, ktery zndzornuje prubéh
(3.68) pro nékolik ruznych z opét pro pripad m = 270 a n = 350. Situace je opravdu

z(p,0) z(p,1.8)
015} A5
0.10+ 10¢
0.05 ’
’ p p
D p

Obrazek 3.7: Vyraz (3.68) pro ruzné x pro piipad m = 270, n = 350.

zajimava. Pro x = 0 nastavaji ostra maxima pro p ~ +2.27. O tom, ze tento vysledek
neni rozhodné pouhou §tastnou shodou ndhod, se muzete piesvédcit na obr. 3.8, kde je
simulace pro m = 350, n = 480 resp. m = 480, n = 520 fotonu. Pro takovéto pocty fotonu
bychom meéli mérit kvadraturu  ~ 3.19 resp. x =~ 0.89, coz témeér presné souhlasi s obr.
3.8, ale v proménné p (pro¢ tomu tak je se dozvime za chvili). Navic muzete na obr. 3.7
vidét, ze se zvétSovanim x ve vyrazu (3.68) dochazi k priblizovani maxim k poc¢atku a pro
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Z(p,0) Z(p,0)
0201 4
010} 015}
0.10 |
0.05]
.05 [
: p
-2 2 319|M P
L0.05
-0.05]
L0.10 |
-0.10} Loast

Obrazek 3.8: Vyraz (3.68) pro m = 350, n = 480 davajici ostré maximum pro p ~ +3.19
a m = 480, n = 520 s ostrym maximem kolem bodu p ~ +0.89.

inkriminované z se dvé maxima ’srazi’ a vytvori kolem pocatku Siroké maximum, které
je, jak jiz jsme difve avizovali, sikovné sladéné s chovanim ¢lenu (3.61) a jejich spoleéné
chovani je zodpovédné za vyznamny prispévek vyrazu (3.60) zintegrovaného podle p pro
inkriminované z. S dalsim zvétSovanim z se tato dvé maxima jakoby vzajemné zrusi a
nasleduje kolize v poradi druhych, tentokréate jiz nizsich, maxim a tak to pokracuje stale
dal a dal.

Pro pochopeni celé situace musime védét, jakym zpusobem se chovda Wignerova kvazi-
distribuce W, (z, p) pro Fockovy stavy |n). Diky symetrii muzeme uplnou informaci o po-
dobé W, (z, p) ziskat fezem rovinou kolmou na rovinu xp a prochazejici poc¢atkem. Na obr.
3.9 muzete vidét Wig(x,0) a Wsa(x,0). Jak je vidét, kromé tzkého centralniho peaku, maji

Wi6(x,0) Wa(x,0)
0.3} 0.3}
0.2 0.2

| /\/\MM\M‘ TR YA
ST L —

-4}

Obrazek 3.9: Rez Wig(z,0) a Way(x, 0).

jak Wig(x,0) tak i Way(z,0) dalsi, tentokrate Sirokd, maxima v o ~ 4+/2n. Tato maxima
jsou celkem logicka. Kdyz pocitame hustoty pravdépodobnosti v néjakém Fockové stavu,
pak pravé popsana mista jsou v blizkém okoli klasické maximalni vychylky oscilatoru s
danou energii. Protoze Hamiltonidn harmonického oscildtoru pro velkd n (zanedbame 1/2)



3.4. CLEN OBSAHUJICI PRIDRUZENY LAGUERRUV POLYNOM 51

muzeme psat ve tvaru
2+ p?

Hx~n= 7

(3.70)

tak pro maximalni vychylku dostavame pravé x =~ ++v/2n. Hustoty pravdépodobnosti
Pis(z) a Psy(x) muzete vidét na obr. 3.10. Jasné jsou vidét spolecné vlastnosti obr. 3.10 a

P(x) — P1s(X)
025 — Pay(X)
020

-10 -5 5 10

Obrazek 3.10: Hustoty pravdépodobnosti pro Pyg(z) a Psa(x).

obr. 3.9, ale také jejich rozdilnosti. Nejvétsi rozdil spociva v pritomnosti tizkého centralniho
maxima u obr. 3.9, ktery neni na obr. 3.10 ptitomny. Toto centralni maximum nam trochu
kazi nasledujici ivahu, protoze ndm neumoznuje jednoznacné a bez pochybnosti prohlasit,
ze vyraz (3.69), je pro dvé neposunuté Wignerovy kvazidistribuce ruznych Fockovych
stavu zanedbatelny a ze vyrazny prispévek dostaneme pouze pokud Wignerovy kvazidis-
tribuce urcitym zpusobem posuneme. Ale i pfes tuto nepiijemnost je prinosné diskutovat
nasledujici avahu.

Zda se, ze pro n > 1, bude, vyjma centralniho maxima Wignerovy kvazidistribuce,
dtlezité jiz jen iroké maximum ve vzdalenosti © ~ ++v/2n. V takovém pifpadé bude vyraz
(3.69) dévat vyrazné prispévky pouze pokud se budou tato dvé irokd maxima vzajemné
prekryvat. Existuji dvé mozné konfigurace, pri kterych toto nastava. Muzete je vidét na
obr. 3.11. Z obréazku je myslim zfejmé, ze vnitini dotyk Sirokych maxim bude dévat vétsi
pifspéevky, nez dotyk vnéjsi. Ovsem posunuti o = v/2n—+/2m neni to samé jako posunuti
ox = (n—m)/\/2(n+m), takze kde je problém? Prvni véci, kterou si musime uvédomit,
je zpusob, jakym se posunuti o néjaké x realizuje v ¢lenu (3.68). Jiz diive jsme se totiz
presvedcili (3.22), ze posunovaci operator, do které vstupuje argument z realizuje posunuti
0 v/2z. Tudiz redlné musime v élenu (3.68) za x dosadit 2 ~ \/n—+/m, abychom Wignerovu
kvazidistribuci posunuli 0 Az ~ v/2n — v/2m. Navic pro n,m > 1 a pro velkou amplitudu
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p A
W, (x, p)
n J—
s ~o
vl AR
\/Zm // \\
/ \
>
\2n —~2m \ ,‘x
\\ //I
Wm(x’p) \\ //
‘o o

Obrazek 3.11: Zd4 se, ze pri vnitinim dotyku, tj. pti posunuti o v/2n — v/2m, bude prekryv
sirokych maxim vétsi, nez pii vnéjsim dotyku Sirokych maxim.

lokalniho oscilatoru plati

A? A2
kde €, < A% Tento vyraz je platny diky vztahu (3.63) a diky tomu, Ze déli¢ svazku
(50/50) rozdeli fotony priblizné pul na pul jen s malymi rozdily. S pouzitim (3.71) muzeme
psat

T A \/_—x/ﬁ%<\/A;+e—\/%2+5>:%<\/1+%—\/1+j—i>z

% ({”ﬂ - {H%D - i/%j ~ nJiZ ~ ;(n_@;nn)’ (372)

Q

coz skutecné odpovidda nasemu predpokladu. Diky zéménnosti x a p ve vztahu (3.68)
tato tvaha zaroven vysvétluje chovani na obr. 3.7, protoze numericky zjisténd maxima
ve vzdélenostech p = 2.27, p = 3.19 a p = 0.89 presné odpovidaji pottebnému posunuti
Wignerovy kvazidistribuce, tentokrate ve sméru p. Zaroven také nase tuvaha vysvétluje i
duvod ’srazeni’ dvou maxim po posunuti o inkriminované x. Jedina vada na krase spoc¢iva
bohuzel pravé v ptritomnosti izkého, presto vsak velice vyznamného peaku, kolem stredu
Wignerovy kvazidistribuce, jehoz chovani, pripadné moznost zanedbani, se nam bohuzel
nepodarilo vysveétlit.
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3.5 Alternativni vypocet

V predchézejicim textu jsme diskutovali vypocet, jehoz hlavni krok spoc¢ival v ¢astecném
prechodu od soutadnicové baze k impulsové bazi. To nas dovedlo k vyrazu, ze kterého bylo
mozné vycist nékteré charakteristické rysy vyvazené homodynni detekce, konkrétné to, ze
skutecné ze vsech moznych hodnot ¢ (x) vybird s mnohem veétsi vahou ty, které se blizi
hodnoté, jez byla ur¢ena v ¢lanku [3].

Existuje ovsem i alternativni piistup k feSeni, jehoz uplné doteseni je sice také velice
komplikované, ovsem umoznuje nam dalsi vhled do celé problematiky. Idedlni je zacit u
rovnice (3.11) a pouzit vztah pro funkce harmonického oscilatoru (2.22). Pak muzeme psat

) - (7)) e en ()
(32 - = (5)- () (7).

Po nékolika jednoduchych algebraickych tpravach muzeme amplitudu pravdépodobnosti
vyjadrit ve tvaru

a2
(3.75)
Nyni pouzijeme substituci y + \/TEA = z a dostavame
. e F 0o oo 2 (x—TQA)—i-z
M) =7 4\/W/_w/_mw(x)e e “ Hy NG X (3.76)
(x + */7514) —z
x H, NG dx dz.
S pouzitim vztahu .
> ( . ) Hy(x)Hy (y) = 23 H, (xj;) (3.77)

k=0
uvedeného v [15] muzeme déle psat

<m+*/7§A>—z n

H, — 255 (—1) ( A ) H,, (x + ?A) H(z),  (3.78)

V2 =
kde (—1)" se ve vyrazu objevilo diky vztahu (3.30). Podobné pro druhy ¢len:

24 4 "
H, ( ;;) A 275} ( ’Z ) Hypoi (x - \/7514) Hi(2). (3.79)

k=0
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Po vyjadieni Hermiteovych polynomu obsahujich dvé proménné pomoci sumy soucinu
Hermiteovych polynomu dostavame

Y —— 22m+nm22/ / e ( )(?)e—fe—* x(3.80)

=0 k=0

H, <:L‘ + §A> Hy(2)H (:v — §A> Hy(z)dzdz.

Nyni muzeme vyuzit podminku ortogonality pro Hermiteovy polynomy a provést integraci
pres z

X

/ e % Hy(2)Hy(2) dz = l!2l7ré5f, (3.81)

[e.9]

coz vede k nasledujicimu vztahu

A2 n

M;:wi2m+n_ _ Z;/ e )l<7><7§>efx (3.82)

= o0
x H,_ <x + £A> ek <x - §A> 112'67 du.

Déle bychom mohli postupovat zcela obecné, ovsem pro zjednoduseni zapisu zvolime pevné
n > m, coz nam umozni provést sumaci pres Kroneckerovo delta a obdrzime

MP = n iQmM\/T%Z/ ne: kk'2’“(:)(7z>e_zjx (3.83)
X H,_ (m+£A> " k(x—§A> dz.

Tento vyraz je jiz pristupny numerické analyze. O¢ekdvame, ze ¥ (x) by méla byt nasobend
funkci, ktera ma velice tzky peak, ktery se dale zuzuje, kdyz zvétsujeme amplitudu LO.
Podivejme se proto, jaky prubéh ma funkce dana vyrazem

T 12m+”\:Tn Z )ek12k ( > < ”k? ) H, (x + \/7514) H, s (x - §A> ,

(3.84)
coz je az na znaménka a konstanty opét funkce 17 (x), pouze v odlisném matematickém
vyjadreni.

V analyze muzeme opét pouzit aproximaci A ~ /m + n. Vykreslime grafy (3.84) pro
nékolik hodnot amplitudy LO, pficemz m, n budeme volit priblizne takovym zpusobem
abychom vyhoveli vztahu A &~ /m +n a zéroven vztahu x = (n —m)/+/2(n +m), coZ je
x, pro které by méla byt vaha ¢ (x) velka [3]. Jinymi slovy pro zvétsujici se A pozadujeme
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— A2=100, m=34, n=66

f(x) 5
— A°=300, m=122, n=178

012 — — A2=500, m=214, n=286
0.10 —
0.08 —
0.06 —
0.04 —

0.02

-0.02 -

Obréazek 3.12: Sitka peaku funkce (3.84) se pro rostouci A evidentné zuzuje, coz je zde
zobrazeno pro zafixované x a vhodné se ménici m a n.

aby peak tvoreny funkci (3.84) byl centrovany stdle na inkriminovaném x, protoze jediné
poté muzeme snadno provést porovnani Sitky peaku pro ruzné velikosti amplitudy LO.

Z obr. 3.12 je jasné vidét, ze siika peaku funkce (3.84) se skute¢né snizuje s rostouct
velikosti A, coz potvrzuje nase predchozi tvahy. Obr. 3.12 byl vytvofen pouze pro tyto
tri hodnoty, jelikoz cely proces je vypocetné velice naroény. Presto muzeme vysledovat
velice zajimavé chovani kolem centralniho peaku. Predevsim je na obou stranach peaku
jakasi 'propadlina’, ktera neni zcela symetricka. Cely peak poté opét vykazuje jakysi nastin
skalovani, které je bohuzel nesikovné ukryto v parametrech m, n a A a tudiz je velice tézké
najit podstatu skalovani analyticky.

3.6 Rozliseni homodynni detekce

V predchozi sekei jsme vidéli, ze funkee I7,(z) mé konecnou sitku, oznacme si ji €, ktera
néjakym zpusobem zavisi na A, tudiz muzeme psat e(A).

Pokusme se nyn{ néstinit, jakym zptsobem se méni §fika peaku v zévisloti na A. Sitku
funkce (3.84) budeme chapat tak, jak je zndzornéno na obr. 3.13. Provedli jsme méreni
sitky funkce (3.84) pro nékolik hodnot m+n, konkrétné 40, 100, 300 a 500 fotonu. Vysledky
muzete vidét na obr. 3.14. Zd4 se, Ze hledana zavislost by mohla mit tvar ¢(A) ~ A~%F.
Pokusme se nyni tyto vysledky podeptit fyzikalni argumentaci.
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0.12¢ ]

010+ ]
0.08 - .

0.06 - .

f(x)

0.04 - .

0.02 .

-002b, . oo

Obrazek 3.13: Definice sitky €(A) funkce (3.84).

0.6

O data
linear |

0.4F

y=-0.5
0.2}

In g(A)

_0_2 -

-0.4 I I I I I I
18 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2

In A
residuals

02 Linear: norm of residuals = 0.028202

0.1

1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2

Obrazek 3.14: Siika e(A) funkce (3.84) byla ziskéna pro piipady m + n = 40; 100; 300; 500

fotont a zafixované z. Zda se, ze by mohla platit zavislost e(A) ~ A~9F.
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Skutecnost, ze mé funkce (3.84) sitku €(A), se projevi tim, ze pii dané sifce nebudeme
schopni rozlisit detaily ve vinové funkei () mensi nez fadove €(A). Tyto detaily se sirokym
peakem jednoduse vyhladi. Z toho plyne, ze pii urcité amplitudé LO ma BHD konecné
rozliseni. Signdlni stavy, které maji ve vinové funkeci ¢(x) detaily mensi nez réddove e(A),
nebudeme schopni pii dané amplitudé A dobre zmérit. Naopak signalni stavy, které takové
detaily ve vlnové funkci ¢ (x) nemaji, budeme schopni zmérit dobte. To ale znamen4, Ze
musime poupravit nase chapani ohledné toho, kdy BHD méri dobie signalni stav. Podminka
A — o0 je sice pravdiva, ale do znacné miry velice hruba. Zda se, ze postacujici podminkou
pro dobré zméreni stavu je pouze to, aby sitka peaku €(A) byla mnohem mensi nez detaily
na vlnové funkei ¢ (). Jediné poté budeme schopni signélni stav dobfe zméfit. V ¢lanku [3]
byla ptitom také odvozena ptesnéjsi podminka toho, kdy BHD méfti efektivné kvadraturu
signalniho stavu. Postacujici podminka je

A > (n), (3.85)

kde (n) je stfedni pocet fotonu v signalnim stavu. Nabizi se otdzka, jestli nase podminka
fikajici, ze $itka €(A) musi byt pii dobrém méteni mnohem mensi nez detaily ve vinové
funkei signalniho stavu, neni ndhodou pouze jinak formulovand podminka (3.85). Kdyby
tomu tak skuteéné bylo, davalo by to hlubsi smysl vztahu (3.85). Také by to napomohlo
jeho nazornéjsimu chéapani. Proto uvazujme nasledujici jednoduchou tvahu.

Jestlize ma vlnova funkce detaily tadu €(A), pak ma nenulovou pravdépodobnost mit
hybnost fadu 1/€(A). Platnost tohoto tvrzeni plyne z nasledujictho. V piipadé, kdy mame
detaily €(A) v néjaké funkei, pak ve fourierové obraze této funkce musi byt néjaky prispévek
kolem 1/¢(A), protoze praveé tento piispévek ma vinovou délku odpovidajici detailim radu
€(A) v puvodni funkci. To ale znamend, ze mame nenulovou pravdépodobnost mit energii
1/2¢*(A), coz plyne ze vztahu (3.70). Navic ze vztahu (3.70) plyne, Ze mdme nenulovou
pravdépodobnost mit ve stavu 1/2¢%(A) fotont. Tento stav nebudeme schopni piilis dobte
zmérit pokud

A =~ (n). (3.86)

Jestlize nyni dosadime za (n) = 1/2¢*(A), vidime, ze priblizné plati

1
() (3.87)

coz témer presné souhlasi s tim, co jsme jiz zjistili, tj. e(A) ~ A70C.

Na tomto misté je nutné podotknout, ze vyse uvedeny odhad ma jeden nedostatek.
Predné, podminka (3.85), je formulovdna pro stfedni pocet fotonu v signalnim stavu,
zatimco nas vypocet zahrnoval pouze ty fotony, které prispivaji k urcitym detailum. Fo-
tony zodpovédné za hrubsi detaily jsme do naseho vypoctu nezahrnuli. To ale nic neméni
na skutecnosti, ze A musi byt mnohem vétsi nez 1/2¢?(A), abychom detaily fddu e(A)
odhalili. Fotonu ve stavu popsaném vlnovou funkei ¢(x), kterd ma detaily fadu e(A), totiz
urcité nebude méné nez 1/2€*(A). Zd4 se tedy, ze nase podminka a podminka (3.85) jsou
skutecné velmi tésné provazany.
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3.7 Srovnani obou pristupt

Provedme nyn{ stru¢nou rekapitulaci a srovnani obou piistupt.

Prvni ptristup nam poskytl nékolik vhledu a ¢astecnych odpovédi na otazku pro jaka x
budeme muset ¢(x) brét s velkou vahou. Na nékolika mistech se ukazalo, ze to bude prave
dynni detekci. Dokonce se nam podarilo, i kdyz ne zcela rigoréznim zpusobem, dokézat,
ze pro rostouci A se bude peak (3.58) zuzovat.

0.12

0.10 e data

—  gspline
0.08 )
— anaytic

0.06

f(x)

0.04

0.02

-0.02

<’
C

o
[ERN
N
w
I

Obrazek 3.15: Data byla ziskdna z vyrazu (3.58) pro nékolik x a poté prolozena splinem.
Pro srovnani je uveden odpovidajici graf z obr. 3.12. Muzeme jasné vidét stejny prubéh
obou vyrazu.

Druhy pristup nas pak dovedl pomérné brzy k vyrazu, jehoz numerické zpracovani
jednoznac¢neé ukézalo vliv rostouciho A na sitku peaku, ktery je zodpovédny za vybeér ¢ ((n—
m)/+/2(n+m)) a dokonce jsme byli schopni ur¢it, jakym zpusobem zédvisi sirka funkce
(3.84) na amplitude LO.

Také jsme diky dvéma ruznym pristupum k problému dospéli k zajimavému matema-
tickému vztahu (az na znaménka), ktery se nam nepodafilo nikde nalézt. Vyraz (3.58) se
musi rovnat vyrazu (3.84). Ze tomu tak skutecné je, se muzete presvédcit na obr. 3.15.

Ovsem aproximaci téchto vyrazu pro A — oo se nam nepodafilo ani v jednom piipadé
realizovat. O problémech s timto spojenych bude pojednavat nasledujici sekce.
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3.8 Aproximace = komplikace

Na tomto misté bych rad zodpovédél otazku, ktera moznd vyvstala na mysli pozornému
¢tendri. Predevsim jsme hned zpocatku konstatovali, ze vypocty nas na prvnim misté
zajimaji pro velkou amplitudu LO, tedy pro pripad A — oo. Jak je tedy mozné, ze jsme
téméi nikde nepouzili Zddnou aproximaci? Odpovéd je jednoducha. Nepodafilo se ndm
prijit na zadnou aproximaci, kterda by nam poskytla zjednoduseni vypoctu a zaroven za-
chovala informaci o métreni kvadratury. Jakkoli byla aproximace jemna a na prvni pohled
pevné podeprena matematickou argumentaci, vzdy se nakonec ukazalo, ze jeji provedeni
vede ke ztraté hledané informace.

Situace ohledné aproximaci je obtizna hned z nékolika duvodu. Predevsim se zda byt
cely integral charakterizujici amplitudu pravdépodobnosti M, neuvéritelnym zpusobem
presné 'maladén’ a jakykoli zdsah do jeho matematické struktury ve vsech ptripadech nevy-
hnutelné vedl k jeho 'rozladéni” a ztraté informace. Za druhé jsou samotné vyrazy velice
komplikované struktury s rychle oscilujicim prubéhem a nakonec je treba brat v uvahu
také fakt, ze pri néjakém limitnim piipadu pro velké A musi byt velké také m a n, coz
zpusobuje nemalé problémy.

— (100)— m=34, n=66

L R— (300)- m=122, n=178

(500)— m=214, n=28,

8.x10%
6.x10%
4.x10%

2.x10%

Obrazek 3.16: Po aproximaci H,(r) = 2"x™ ztraci funkce (3.84) své charakteristické
chovéani - tj. peak se nezuzuje pii rostoucim A, stfed peaku je posunuty na jiné misto
atd.

Piikladem muze byt vzorec (3.84). Na prvni pohled by se mohlo zdét, ze Hermite-

12
ovy polynomy posunuté do nekonecna, ve spojeni s pritomonosti ¢lenu e~z budou davat
zajimavy prispévek pouze v okoli pocatku, kde je ale mozné Hermiteovy polynomy posu-
nuté o vzdélenost A ~ +00 velmi dobfe aproximovat pouze ¢lenem nejvyssiho stupné, tj.
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H,(x) ~ 2"z". To by ovsem byl ptilis ukvapeny krok. Tato aproximace je platna pro posu-
nuté Hermiteovy polynomy nizkého radu, avsak pro Hermiteovy polynomy fadu n nebo m
a za predpokladu, ze opét priblizné plati A &~ \/m + n, se oscilace Hermiteovych polynomu
dostanou az k pocatku, coz implikuje ptritomost dalsich, nizsich ¢lenu v polynomialnim
rozvoji. PTi pouziti takovéto aproximace na funkei (3.84) bychom jiz nedostali pro vétsi A
uzsi peak. Navic je stfed peaku v jiném bodé nez x = (n — m)/y/2(n + m). Numerickou
simulaci provedenou pro ruzné hodnoty m a n pro takovyto pripad muzete vidét na obr.
3.16.



Kapitola 4
Zaveér

Byl proveden vypocet amplitudy pravdépodobnosti M, naméfeni m a n fotonu na
vystupnich fotodetektorech pii vyvazené homodynni detekci v souradnicové reprezentaci
a to dvéma odlisnymi zpusoby. Oba vypocty byly v soufadnicové reprezentaci provedeny
vubec poprvé. Puvodnim cilem préce bylo timto vypoctem dokéazat, ze pii A — oo plati
M o (n —m/y/2(m +n)). Ukdzalo se oviem, Ze soufadnicovd reprezentace neni pro
tento kol praveé nejstastnéjsi volbou, jelikoz vyrazy, ke kterym jsme po zdlouhavych a
komplikovanych vypoctech dospéli, nebyly vhodné pro dalsi analytické upravy a veskeré
aproximace, které jsme aplikovali se nakonec ukazaly jako prili§ hrubé. Konecné vyrazy, ke
kterym jsme dosli, jsou tak bez jakychkoli aproximaci.

Zavery obou vypoctu byly podrobné diskutovany pro ruzna A a na mnoha nume-
rickych simulacich bylo nastinéno chovani obou vysledku. Z analyz napiiklad vyplynulo,
ze pro velkd A skuteéné dochdzi efektivné k méfeni kvadratury z = (n — m/+/2(m + n)).
Také jsme nékolika zpusoby nahlédli do mechanismu matematického procesu, diky kterému
dochazi k vybéru pravé této hodnoty = a odkryli jsme nové skutecnosti tykajici se tvaru
a dalsich charakteristik funkce, ktera vybér = provadi. Odvodili jsme naptiiklad, jakym
zpusobem zavisi Sitka této vybérové funkce na amplitudé LO a zaroven jsme nastinili
dusledky konecné §itky této funkce pro rozliseni homodynni detekce. Také jsme blizsim
zpusobem specifikovali podminku toho, kdy dojde k dobrému méfeni signalniho stavu
vyvazenou homodynni detekci. Ukazalo se, ze podminka A — oo je prili§ obecna a hruba
a tudiz je mozné formulovat podminku dobrého méteni jemnéji a presnéji. Provedli jsme
srovnani a detailni diskuzi nasi podminky s podminkou uvedenou v ¢lénku [3].

Vypocty v souradnicové reprezentaci potvrdily skutecnosti, které byly o vyvazené ho-
modynni detekci znamy, ale navic nam poskytly i nové vysledky. Hlavni piinos vypoctu
v soutadnicové reprezentaci spociva predevsim v objasnéni problematiky rozliSeni homo-
dynni detekce, a to narozdil od jinych reprezentaci, prirozenym a primym zpusobem.
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Odvozeni Campbell-Baker-Hausdorff
formule

Méjme dva operatory A a B, které spliuji podminku
18] <[4 ] -0 !

tedy A B komutuji s komutatorem

—

A, B], pak plati

A ~

exp (2(A+ B)) = exp(xA)exp (zB)exp (— } 2) 2)

(4
= exp (2B)exp (zA) exp (2° [fl B} /2).

Predpokladejme nejdifve vysledek vyrazu exp (zA) exp (2B) ve tvaru néjaké obecné funkee

A

exp (zA) exp (zB) = C(z) (3)

a zderivujme tento vyraz podle z:

= Aexp(zA)exp (2B) + exp (¢A)Bexp (¢B) (4)

= (fl + exp (xfl)B exp (—xfl)) C’(m)

Nyni pouzijeme rovnici (2.54) a dostavame

dC(z) /4 = - A
= — (A+B+[AB|e)C). (5)
Samoziejmeé také plati
dC’d(x) = exp (zA)Aexp (#B) + exp (zA) exp (¢B)B (6)
T
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Cili C(z) komutuje s vyrazem v zévorkach (a navic A i B komutuji s [121, E]) a tudiz
muzeme diferencialni rovnici zintegrovat a po nékolika drobnych tpravach a s uvazenim
pocatecni podminky C(0) = 1 dostavame

O(z) = exp ((A 4 B+ [A, B] /sz) — exp ((A + B)x) exp (:f [A, B} /2) G
Skutecné tedy plati

exp (z(A+ B)) = exp(wA)exp (zB) exp (—a> [A, B} /2). (8)
V pifpadé exp (zB) exp (zA) = C(z) pak méme

@) e (¢B) exp (zA) + exp (zB) Aexp (zA) (9)
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