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Abstrakt

Koherencni zrnitost vznika pti rozptylu koherentniho svételného svazku na stinitku s drs-
nym povrchem. V prostoru pied stinitkem se projevuje v podobeé slozité struktury jasnych
a tmavych skvrn. S timto jevem velmi tzce souvisi tzv. fazové singularity, které obecné
vznikaji v mistech, kde dochézi k destruktivni interferenci vin. Tato diplomova prace se
vénuje predevsim teoretické analyze vlastnosti jevu koherenéni zrnitosti a s nim souvi-
sejicich fazovych singularit. Néekteré teoreticky ziskané vysledky tykajici se jevu koherencni
zrnitosti jsou srovnany se zavéry provedenych experimentu.

Abstract

The speckle pattern is created when a coherent optical beam is scattered off a rough
surface. In front of the rough surface a very complicated structure of bright and dark specks
can be observed. This effect is closely related to the existence of phase singularities which
generally occur at points of destructive interference of waves. This Diploma thesis deals
with theoretical analysis of properties of the speckle effect and related phase singularities.
Some theoretically achieved results that apply to the speckle effect are compared with
conclusions of realized experiments.
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Kapitola 1

Uvod

Koherencéni zrnitost je zajimavy fyzikdlni jev, ke kterému dochézi pii rozptylu kohe-
rentniho svételného svazku na stinitku s drsnym povrchem. Body stinitka osvétlené do-
padajici vlnou se podle Huygensova-Fresnelova principu stavaji zdroji sekundérnich ku-
lovych vIn, které se siii do okolniho prostoru. Jestlize jsou zmény ve vysce povrchu stinitka
vétsi nez vinova délka dopadajiciho svétla, budou mit jednotlivé sekundarni viny ndhodny
fazovy posun a pred osvétlenym stinitkem diky interferenci vznikne tzv. pole koherenéni
zrnitosti. Umistime-li pobliz osvétleného stinitka jesté druhé, budeme na ném pozorovat
rovinny tez pole koherenc¢ni zrnitosti v podobé slozité struktury jasnych a tmavych skvrn.

Jev koherencni zrnitosti byl puvodné pti optickém zobrazovani povazovan za parazitni,
v posledni dobé vsak nachézi stale vétsi uplatnéni ve védé i prumyslu. Existuje naptiklad
souvislost mezi tenzorem malé deformace osvétleného povrchu a zménou pole koherenéni
zrnitosti, cehoz se vyuziva pti bezkontaktnim méreni deformace téles. Metodou korelace
poli koherenéni zrnitosti je mozné meérit dalsi mechanické charakteristiky stavu téles,
napiiklad rotaci, posunuti ¢i vibrace ve sméru normaly k povrchu. Své vyuziti nalezl jev
koherencni zrnitosti také v lékafstvi. Pomoci néj je mozné odhalit nékteré vady lidského
oka, jako jsou napft. kratkozrakost, dalekozrakost ¢i astigmatismus.

S jevem koherenc¢ni zrnitosti velmi tzce souvisi tzv. fazové singularity, které mohou
vznikat pri interferenci vin, tedy i v poli koherenéni zrnitosti. V mistech, kde dochazi
k destruktivni interferenci, je amplituda vysledné viny nulova. Fazi v takovych bodech
nelze definovat, proto se hovoii o fazovych singularitach. Tento velmi zajimavy jev rovnéz
nasel své uplatnéni, a to predevsim v experimentalni laserové optice.

Cilem této prace je prostudovat znamé vlastnosti jevu koherenc¢ni zrnitosti a v urcitych
smérech se pokusit o podrobnéjsi popis, nez jaky je bézné podavan v literature. Platnost
nékterych teoreticky ziskanych vysledku bychom také chtéli ovérit experimentalné. Dalsi
hlavni oblasti naseho zajmu budou zminéné fazové singularity. V této ¢asti prace bychom
rovnéz kromé studia znamych vlastnosti radi dosahli novych poznatku, které dosud v li-
teratute diskutovany nebyly.

Text prace je rozdélen do péti kapitol. Po tomto kratkém tuvodu se v druhé kapitole
budeme zabyvat samotnym jevem koherenc¢ni zrnitosti. Nejdiive podrobnéji popiseme
podminky, za jakych pole koherencni zrnitosti vznika. Nasledné uvedeme zakladni po-
znatky tykajici se statistickych vlastnosti veli¢in, které budeme pti jeho popisu pouzivat.
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Déle se budeme vénovat vypoctim a odhadum sttedni velikosti zrn, kterd pole koherenéni
zrnitosti tvofi, a to jak v pricném, tak podélném smeéru. Pritom vyuzijeme nékterych
postupu podrobné zpracovanych v [1]. Vysledky plynouci z teoretického popisu také
srovname s vlastnimi provedenymi experimenty. V posledni ¢asti této kapitoly se budeme
vénovat principum odhalovani vad lidského oka pomoci jevu koherenéni zrnitosti.

Ve tteti kapitole se budeme zabyvat fazovymi singularitami. V prvni ¢asti popiSeme
jejich zékladni vlastnosti, pritom budeme vétsinou vychazet z [8]. Nésledovat bude ¢ést
tykajici se interference malého poctu rovinnych vin, kdy body s fazovou singularitou lezi
na tzv. singularnich kiivkach, jejichz tvar lze alespon kvalitativné odvodit z parametru in-
terferujicich vin. Podobnych vysledku, jaké jsou uvedeny v puvodni préci [22], doséhneme
pomoci vlastniho pocitacového programu, ktery pro zadany soubor rovinnych vin najde
numerickou cestou body se singularitou faze. Tohoto programu vyuzijeme i pti vlastni po-
drobné analyze problému kiizeni singularnich kiivek v pripadé interference ¢tyt rovinnych
viln se stejnou amplitudou. V posledni c¢ésti tfeti kapitoly se budeme zabyvat chovanim
skalarni komplexni funkce, ktera popisuje vyslednou vinu, v blizkosti fazové singularity.
Zakladni vlastnosti jsou odvozeny v [16], pro podrobnéjsi vlastni diskusi konkrétnich
piikladi ndm opét poslouzi zminovany vypocetni program.

Ctvrta kapitola se bude tykat svazki laserového svétla, které obsahuji fazovou sin-
gularitu. Konkrétné nam pujde o tzv. Laguerrovy-Gaussovy mdédy, které jsou tesenim
paraxidlni vlnové rovnice. Po jejich odvozeni pomoci [32] a [33] se budeme piedevsim
vénovat analogii mezi paraxialni vlnovou rovnici a kvantovou Schrodingerovou rovnici pro
volnou ¢astici ve dvou dimenzich. Na konci této kapitoly poukazeme jesté na uzkou souvis-
lost mezi funkcemi popisujicimi Laguerrovy-Gaussovy médy a funkcemi, které predstavuji
feSeni Schrodingerovy rovnice pro dvourozmérny harmonicky oscilator.

V posledni zavérecné kapitole shrneme dosazené vysledky a zhodnotime, nakolik se
podarilo naplnit stanovené cile.



Kapitola 2

Koherenc¢ni zrnitost

2.1 Vznik pole koherené¢ni zrnitosti

Uvazujme koherentni, tj. linedrné polarizovanou a monochromatickou, svételnou vinu do-
padajici na stinitko s drsnym povrchem. Body stinitka osvétlené primérni vinou se podle
Huygensova-Fresnelova principu stavaji zdroji sekundarnich kulovych vin, které se siti
do okolniho prostoru. Jestlize jsou zmény ve vysce povrchu ndhodné a zaroven vetsi
nez vinova délka dopadajiciho svétla, ziskaji jednotlivé sekundarni viny pii odrazu od
stinitka ndhodny fazovy posuv s rovnomérnym pravdépodobnostnim rozdélenim na inter-
valu (—m, 7). Budeme také predpokladat, ze sekundérni viny zustévaji koherentni. V pro-
storu pred prvnim stinitkem dochazi k interferenci sekundarnich vln, vznika tzv. pole
koherencni zrnitosti (anglicky speckles). Rovinny fez pole koheren¢ni zrnitosti muzeme
pozorovat na druhém stinitku, umisténém rovnobézné s prvnim, v podobé slozité struk-
tury svétlych a tmavych skvrn.

Jestlize se svétlo mezi prvnim a druhym stinitkem §iii volné, coz je pripad popsany
vyse, hovotime o tzv. objektivnich speckles. Jejich struktura je ovlivnéna pouze parametry
dopadajiciho svazku zareni, vlastnostmi drsného povrchu prvniho stinitka a vzajemnym
geometrickym usporadanim stinitek a zdroje zareni. Pokud se mezi stinitky nachazi op-
ticky systém, napf. spojna cocka, hovoiime o subjektivnich speckles. Jejich struktura za-
chycend na druhém stinitku zavisi navic na vlastnostech optického systému. Schématicky
je vznik obou typu speckles zakreslen na obrazku 2.1.

NN NN

a) b)

Obrézek 2.1: Vznik a) objektivnich speckles, b) subjektivnich speckles.
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Jako zdroj zareni pro experimentdlni vytvotreni speckles lze nejlépe pouzit laser, ne-
bot laserové svétlo dobie spliiuje podminku koherence. Zaroven lze pii experimentovani
vyuzit faktu, Zze pole koherencni zrnitosti vznikne také po pruchodu koherentni svételné
viny prostiedim s rychle se ménicim indexem lomu ¢i propustnosti. Piikladem takového
prostiedi je tenka igelitova folie. Fotograficky zaznam experimentalné vytvorenych objek-
tivnich a subjektivnich speckles je na obrazku 2.2.

a) b)

Obrazek 2.2: Fotograficky zdznam a) objektivnich speckles zachycenych na druhém
stinitku, b) subjektivnich speckles vzniklych pfi zobrazeni osvétlené oblasti prvniho
stinitka na detektor fotoaparatu pomoci jeho optické soustavy.

2.2 Zakladni statistické vlastnosti

Postupem podrobnéji popsanym v [1] lze odvodit zdkladni{ statistické charakteristiky pole
pravdépodobnostniho rozlozeni intenzity a faze v bodech druhého stinitka.

Na prvnim a druhém stinitku nejdiive zavedeme dle obrazku 2.3 kartézské soustavy
soutadnic (z,y) a (2/,y'). Osa z je kolma na obé stinitka, pricemz prvni stinitko lezi
v roviné z = 0, druhé v obecné roviné z > 0.

Protoze jsme predpokladali, ze svételnd vina je pred i po dopadu na prvni stinitko
koherentni, prejdeme k popisu vlny pomoci skaldrni teorie svétla (polarizaci viny se v této
praci nebudeme zabyvat). K matematickému popisu viny tedy budeme pouzivat skaldrni
komplexni funkci ¢ (r, t), zdvislou na polohovém vektoru r a ¢ase t, kterd musi byt resenim
skalarni vlnové rovnice L (e t)

2 r,
Vah(r,t) = 2 g (2.1)

kde ¢ je rychlost sifeni vlny. Déle se omezime pouze na prostorovou ¢ast 1 (r) funkce
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Obrazek 2.3: Zavedeni soustav souradnic na prvnim a druhém stinitku.

¥ (r,t) predpokladem

d(r,t) = p(rje™", (2.2)
kde w je thlova frekvence. Vyslednou vlnu v bodé P’ druhého stinitka oznac¢ime ' =
Y(a',y'). Muzeme ji rozepsat pomoci redlné casti ¢’ a imaginarni ¢asti ' nebo pomoci
amplitudy ¢ a faze x’ vztahy

V=& +1in = oexX (2.3)

Pomoci statistickych vypoctu uvedenych v [1] 1ze ukazat, ze funkce & a 1’ jsou spojité
ndhodné veli¢iny s normalnim (Gaussovym) pravdépodobnostnim rozdélenim se stfedni
hodnotou nula. Toto tvrzeni lze zduvodnit pomoci fazorového diagramu. Fazor vysledné
viny v bodé P’ druhého stinitka je dan souctem velkého poctu fazoru, které odpovidaji
vlndm pochéazejicim z ruznych bodu osvétlené oblasti prvniho stinitka. Tyto fazory maji
témeér stejnou velikost a jejich orientace ve fazovém diagramu je dédna rovnomérnym
pravdépodobnostnim rozlozenim na intervalu (—7, 7). Funkce &', resp. 1’ jsou tedy dény
souctem velkého poctu nezavislych nahodnych proménnych, kterymi jsou redlné, resp.
imaginarni ¢asti fazoru odpovidajicich jednotlivym vlnam. Tzv. centralni limitni véta pak
iikd, ze pokud je sc¢itanych nahodnych velicin dostatecny pocet a je-li vliv kazdé z nich na
soucet priblizné stejny, mé takovy soucet rozdéleni blizici se asymptoticky k normalnimu
rozdéleni. Tedy funkce £ a 71’ jsou veli¢iny s normélnim rozdélenim.

Hodnota faze x' odpovidd natoceni fazoru vysledné viny ve fazorovém diagramu.
Protoze hodnoty faze jednotlivych vin prichazejicich z osvétleného stinitka jsou urceny
rovnomérnym pravdépodobnostnim rozdélenim na intervalu (—m, ), bude toto rozdélent
spliiovat i vysledna faze y’. Pro intenzitu I’ = ¢’¢"* potom dostaneme exponencialni
pravdépodobnostni rozdéleni, tj. hustotu pravdépodobnosti

e U0,

(')

kde (I') je sttedni hodnota intenzity v roviné druhého stinitka.
Uvedené zékladni statistické vlastnosti veli¢in popisujicich pole koherenéni zrnitosti

nyni vyuzijeme pfi stanoveni stredni pricné velikosti skvrn (zrn), které muzeme pozorovat

na druhém stinitku.

p(I') = (2.4)
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2.3 Stredni velikost zrn v pricném sméru

2.3.1 Objektivni speckles

Rovinny fez pole koherenéni zrnitosti je tvoren strukturou svétlych a tmavych skvrn,
jejichz tvar, velikost a usporadani je na prvni pohled zcela ndhodné. V této ¢asti odvodime
pro objektivni speckles podobnym postupem, jaky je uveden v [1], stfedni velikost jednoho
zrna v pricném smeéru, tj. v roviné druhého stinitka.

A AT
R X\K X
/ 4
/ /

Obréazek 2.4: Na prvnim stinitku je osvétlena kruhova oblast o poloméru R.

Uvazujme tedy dvé rovnobézna stinitka v usporadani popsaném v piedchozi casti.
Kromé kartézskych soutadnic (x,y) zavedeme v roviné prvniho stinitka také polarni sou-
radnice (p, ) vztahy

T =pcosy, y = psingp. (2.5)
Na prvnim stinitku je dopadajici vinou osvétlena kruhova plocha o poloméru R (viz
obrazek 2.4). Pii odrazu od stinitka ziskd vina v kazdém bodé P|x,y] osvétlené oblasti
nahodnou fazi ¢(x,y). Vlnu v bodé P zapiseme ve tvaru

iﬁ(«%y) = Aexp [l(b(x’y)] ) (26)

kde A je konstantni amplituda, nezavisla na soutadnicich bodu P. Ze znalosti funkce
¥(x,y) muzeme vypocitat stfedni hodnotu intenzity na osvétlené plose prvniho stinitka

R 27w
\ [ [ A*pdpdy
T x,y)dxd
(1) = (o) (o)) = THEDD D 55—~ _ e (21)
bfbfpdpdw

Jak jiz bylo uvedeno diive, body lezici v osvétlené oblasti prvniho stinitka se stavaji
zdroji sekundarnich kulovych vin, které se siti do okolniho prostoru. Ze znalosti viny
(x,y) v téchto bodech muzeme vypocitat vyslednou vinu v bodé P’'[2/,y'] druhého
stinitka. Z teorie difrakce dostavame

(' y') = i//@/)(x,y) exp [ikr] dr dy, (2.8)
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kde A je vlnova délka, k = 27/ velikost vlnového vektoru a r vzdélenost bodu P a P’.
7, geometrického usporadani dostavame pro vzdalenost r vyraz

(2 —2)’+ (y —y)?
2z ’

pricemz piiblizny vztah plati, pokud vzdalenost stinitek z je o hodné vétsi nez jejich
pricné rozmeéry. Nésledujici vypocet tedy bude platit pro blizké okoli osy z. Situaci, kdy
se od osy z vzdéalime natolik, Ze jiz nebude mozné pouzit ptiblizné vyjadieni vzdalenosti
r z rovnice (2.9), budeme diskutovat na konci této casti. Dosazenim z rovnice (2.9) do
(2.8) dostaneme pro vlnu na druhém stinitku vyraz

r=y@ a2+ -yt 2t (2.9)

(2 —2)* + (y —y)?
2z

(' y') = % /Aexp [ip(x, y)] exp [ikz] exp |ik dedy. (2.10)

Ze znalosti funkce ¢ (2, y") muzeme urécit sttedni hodnotu intenzity na druhém stinitku,
obecné ji zapiseme

(I(z',y) = (W@, y")0" (=" o)) (2.11)
V éésti 2.2 bylo uvedeno, ze funkce 1 (2’,y") je ndhodna komplexni veli¢ina, tj. jeji redlna
a imaginarni ¢ast jsou nadhodné veli¢iny, konkrétné s normalnim rozlozenim a stredni
hodnotou nula. Proto lze rovnici (2.11) prepsat

(1) = o5z ] Aesp ot ) Aexp o, )]

(x' — x1)2 + (y’ — y1)2] exp l_ik (f - $2)2 + (y/ - 92)2
2z 2z

X exp [Ik dl’l dyl dl’z dyz (212)
Nyni je tfeba v integrandu upravit vyraz se stfedni hodnotou. Budeme ptredpokladat, ze
hodnoty faze v sousednich bodech osvétlené oblasti prvniho stinitka spolu nekoreluji, jsou
tedy zcela nezavislé. Protoze faze ¢(x,y) je ndhodna veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim
na intervalu (—7, 1), bude platit

(Aexp [ig(x1,y1)]Aexp [—ig(xa, y2)]) = A%0(z1 — 22,51 — ¥2) (2.13)

kde ¢ je dvourozmérnd Diracova dé-funkce. Tuto upravu muzeme podrobnéji vysveétlit
nasledovné. Stredni hodnotu vyrazu A2 exp [i(¢(z1,y1) — ¢(22,y2))] pocitdme v principu
tak, ze pro vSechny mozné dvojice bodu osvétlené oblasti uréime jeho hodnotu, vsechny
tyto hodnoty secteme a poté vydélime jejich poctem. Pro kazdou takovou dvojici bodu,
pro kterou plati x; = x5 a y; = ¥, je diskutovany vyraz roven A2. Tedy pro soubor vech
takovych dvojic bodil je stfedni hodnota daného vyrazu rovna A% Pro zbyvajici soubor
dvojic bodu, z nichz jsou oba body ruzné, muzeme tento vyraz rozepsat na realnou a
imaginarni ¢ast. Ty vSak podle sekce 2.2 maji normalni pravdépodobnostni rozlozeni se
stfedni hodnotou nula. Tedy stfedni hodnota diskutovaného vyrazu je pro tento soubor
dvojic bodu rovna nule. Po dosazeni vztahu (2.13) do rovnice (2.12) dostaneme

2 2 2 2
T — T+ Y —Y; %
2z

(1) = gz [ 42500 = anm = e ik
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/ _ / . 1
woxp |~k ZEL =T EY @)L e dyy = / / A2 dedy =
z (Az)?
A2 F T wR2A2
- dpdp = “2 2 2.14
(A2)2 O/O/p p (p )\222 ) ( )

Abychom mohli urcit stfedni velikost jednoho zrna v roviné druhého stinitka, je tfeba
vypocitat tzv. autokorelaéni funkci rozdéleni intenzity na druhém stinitku. Tato funkce
je definovana vztahem

P2’ + a9,y +0) = (I(z', y) (2" + a,y" + 1)) (2.15)

a popisuje vzajemny vztah (korelaci) intenzity v bodech druhého stinitka, jejichz vzdé-
lenost ve sméru x’ je a, ve sméru 3’ je b. Stiedni velikost zrna v pricném sméru pak
ztotoznime se vzdalenosti, na niz autokorelaéni funkce nabyva svého prvniho minima.
Dosazenim z rovnice (2.10) dostaneme pro autokorelacni funkci vyraz

Ft(xla 33'/ + a, y/7 y/ + b) = % /<w(x17 yl)w*(x% y2)w(l‘37 y3)w*(x47 y4)> X

(A2) .
X exp [—uf’(@"l — 23) + 3/ (y1 — y2) + (2" + @) (w5 — ) + (4 + ) (ys — ya)
z
2 .2 ,.2 9, .2 9 9 9
X exp [ikxl i 2+ R yﬂ dzy dy; dzg dys das dys day dy,.(2.16)
z

Uprava vyrazu se stfedni hodnotou i jeji zduvodnéni bude analogickd tupravé zapsané
v rovnici (2.13). Stiedni hodnota diskutovaného vyrazu bude rovna A*, jestlize bude
platit jedna ze dvojic rovnic xy = x9, r3 = x4 nebo xr; = x4, x3 = T9. Vyraz pro stiedni
hodnotu z rovnice (2.16) tedy muzeme prepsat
(@1, y) ™ (22, y2) b (23, y3)Y™ (24, y4)) =
= (@1, y1)Y" (w2, 52)) (P (23, y3)V" (24, 94)) + (@1, y1)0" (24, y2)) (Y (23, Y3)" (22, 92)) =
= AYo(z1 — 22,91 — y2)6(23 — 24, y3 — ya) + 6(x1 — T4, Y1 — ya)d(x3 — T2,y3 — y2)] . (2.17)

Po dosazeni tohoto vyjadreni do rovnice (2.16) ziskdme pro autokorelaéni funkei vztah

e+l +0) = oo [fff {1 |-tz e m

. 2
Atn? R I exp [ £ (wa + yb)| de dy
(A2)4 T R?

X d[L‘l dyl dZL‘Q dyg =

(2.18)

Nyni v tomto vztahu zbyva dopocitat posledni integral. Pti jeho feSeni budeme postu-
povat stejné, jako se postupuje pti vypoctu difrakéniho integralu pti difrakeci na kruhovém
otvoru. Zavedeme-li nové proménné p', ' vztahy

a=p cosy, b=p'siny, (2.19)
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muzeme tento integral dopocitat pomoci Besselovych funkei prvniho typu J,(«), tedy

R 2r
ik
//exp [1— (xa—l—yb)} dxdy://exp[ (pp' cos pcos’ + pp smgpsmgp)]pdpdgp:
z
00
o

R
k orzR . (kp'R
:// l pp’ cos (¢ — w)]pdpdw—QW/Jo< pp)pdf)z ko J1< pz >'(2'20)
0

Vysledny vyraz pro autokorelac¢ni funkci potom je

Ty (a,b) = A(;Z)f {1+ l%] } . (2.21)

Ptitom jsme pouzili zkrdcené oznaceni I'¢(a,b), nebot vyslednd funkce zévisi prostfednic-
tvim parametru p’ pouze na vzdélenostech a, b a nikoli na souradnicich z’,y" konkrétnich
bodu druhého stinitka.

Z vyrazu (2.21) je vidét, ze autokorelacni funkce definovand rovnici (2.15) neni obecné
normovanda. Proto je vyhodné zavést tzv. koeficient korelace v (2', 2’ + a,y', v’ + b), ktery
normovany je. Jeho obecnou definici muzeme pro veli¢inu s exponencialnim rozdélenim,
kterou je v naSem pripadé intenzita, prepsat do tvaru

I y) (2" +a,y +b) = T, y)) (2" +a,y +1))
(I(='y)) (2" + a,y" + b))

Pritom stfedni hodnota (I (2',y')I(z" + a,y’ + b)) je shodnd s definicnim vztahem (2.15)
pro autokorela¢ni funkei. Déle stredni hodnoty (I(2,y')) a (I(x'+a,y’+b)) jsou si rovny,
jejich vyéisleni je provedeno v rovnici (2.14). Z vysledku (2.21) pro autokorela¢ni funkci
tedy muzeme rovnou napsat vztah pro koeficient korelace

w2 +a,y,y +b) = . (2.22)

(2.23)

Prubéh obecné funkce v, = [2J1(a)/a)? je vykreslen na obrézku 2.5, jeji hodnoty se

nachédzi na intervalu (0,1). Tvar kiivky pro korelaéni koeficient a autokorelaéni funkci

jsou shodné, rozdilné je pouze jejich skalovani a posunuti v grafu. Koeficient korelace

s vyhodou vyuzijeme az pozdéji pii vypoctu stiedni velikosti zrn v podélném smeéru.
Autokorelaéni funkce (2.21) nabyva minima, pokud

[%] —0. (2.24)

Jeji hodnota v minimu je rovna kvadratu sttedni hodnoty intenzity na druhém stinitku, viz
rovnice (2.14). Prvnimu minimu odpovida hodnota argumentu Besselovy funkce kp'R/z =
1,227, Oznacime-li prumér osvétlené plochy na prvnim stinitku D = 2R, po tpravé
dostavame stfedni hodnotu velikosti zrna v piicném sméru

J = 1,22)\%. (2.25)
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Obrazek 2.5: Prubéh funkce v, = [2.J;(a)/a)? v zdvislosti na parametru a.

Podotknéme, ze zcela stejny vztah plati pro polomér Airyho disku, ktery vznika pri
difrakci svétla na kruhovém otvoru. Polomér Airyho disku zaroven urcéuje mezni rozlisovaci
schopnost cocky, cehoz o néco pozdéji vyuzijeme pii zduvodnéni stiedni velikosti zrn
v pricném sméru pro subjektivni speckles.

K tadové stejnému vysledku, jaky je uveden v rovnici (2.25), se muzeme dostat na
zakladé jednoduchého odhadu. Z osvétlené plochy o pruméru D vyberme dva body, je-
jichz vzdalenost je p, a uvazujme interferenci pouze dvou sekundarnich kulovych vin, které
se §if1 z téchto bodu. V takovém pripadé bychom na druhém stinitku pozorovali sou-
stavu rovnobéznych interferencénich prouzki, nebot situace vlastné odpovidd Youngovu
dvojstérbinovému experimentu. Vzdalenost dvou sousednich minim intenzity ve sméru
kolmém na smér prouzku je Az/p. Pro pevné zvolenou vlnovou délku A a vzdélenost
stinitek z bude prostorova perioda prouzku nejmensi pro maximalni moznou vzdalenost
p, taje p = D. Stiedni velikost zrna v pfi¢ném smeéru p. ;.4 tedy odhadneme jako nejmensi
moznou prostorovou periodu interferencnich prouzku

z
! = \—. 2.26
Podhad D ( )

Tuto metodu odhadu stiedni pricné velikosti speckles muzeme pouzit i pro zrna za-
chycend na druhém stinitku daleko od pocatku souradné soustavy (z’,y’), pro néz neplati
priblizny vztah (2.9). Zvolme tedy na ose 2’ bod P’, jehoz vzdalenost od pocétku soustavy
soutadnic (z',y’) neni zanedbatelnd vuci vzdalenosti stinitek z. Stfed osvétleného kruhu
na prvnim stinitku ozna¢ime jako bod S, pocatek soustavy soutadnic (z/,y’) jako bod S'.

Uvazujme nejdiive situaci, kdy je druhé stinitko v bodé P’ natoceno tak, ze je kolmé na
piimku uréenou body P’ a S. Pfitom jsou spolu s druhym stinitkem natoceny i souradné
osy o', y’. Po této rotaci zustavaji osy y,y’ rovnobézné, osy x, x’ se natoci o ihel 3, ktery
rovnéz svira osa z s piimkou danou body P’ a S. Prumét osvétlené oblasti prvniho stinitka
do roviny nato¢eného druhého stinitka ma tvar elipsy, jejiz hlavni osa je rovnobézna s osou
y a ma délku D, vedlejsi osa je rovnobéznd s osou x' a ma délku D cos 3. Nejmensi
prostorova perioda interferencénich prouzku ve sméru 3y’ tedy bude shodna s vyrazem
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(2.26). Pro smér 2’ vsak musime v tomto vyrazu nahradit parametr D sou¢inem D cos [3,
¢emuz odpovida zvétseni stiedni ptricné velikosti zrn nepfimo tmérné faktoru cos 3.

Nyni otoéme druhé stinitko tak, aby bylo znovu rovnobézné s prvnim. Ve sméru osy 3’
zustane nejmensi prostorova perioda interferenénich prouzku nezménénd a rovna vyrazu
(2.26). Ve sméru osy 2’ vSak dojde k jejimu opétovnému protazeni nepiimo imeérné faktoru
cos 3. Ve vysledku tedy bude pro stiedni velikost speckles ve sméru osy x’ platit

z

! = A 2.27
Podhad Dcos? 5 ( )

Vyse uvedeny postup lze zobecnit pro libovolny bod P’ druhého stinitka. Jednoduse
Ize Tict, ze se vzrustajici vzdédlenosti bodu P’ a S’ se bude stredni velikost zrn v radidlnim
sméru zvetsovat dle vztahu (2.27), pricemz thel 3 je uréen primkami P’S" a SS’. Tohoto
efektu si 1ze pti experimentalnim zkoumani speckles v§imnout i pouhym okem.

2.3.2 Subjektivni speckles

Jestlize mezi prvni a druhé stinitko vlozime spojnou ¢ocku, interferenéni obrazec pozoro-
vany na druhém stinitku bude zaviset na parametrech cocky. Vztah pro stredni velikost
jednoho zrna v ptitném smeéru bude shodny s rovnici (2.25), avsak veliciny D a z budou
mit jiny vyznam nez v predchozi casti — D bude prumér cocky a z vzdalenost hlavni
roviny cocky od druhého stinitka. Toto tvrzeni lze zduvodnit nasledujicim zpusobem.

Vyuzijeme faktu, ze kazda cocka ma urcitou mezni rozliSovaci schopnost zpusobenou
difrakci svétla na jejim okraji. Pii zobrazeni osvétlené oblasti prvniho stinitka pomoci
¢ocky na druhé stinitko budou mit nejmensi rozlisené detaily zobrazené na druhém stinitku
velikost p/ uréenou vztahem (2.25). Ta je zaroven rovna poloméru Airyho disku, ktery
vznika pri difrakei svétla na kruhovém otvoru. Na skédle mensi nez je velikost rozlisenych
detailu p’ je intenzita dobie korelovana, na skale rovné této vzdélenosti jiz korelovana neni.
Velikost subjektivnich speckles zachycenych na druhém stinitku je tedy dana rozmérem
nejmensich rozlisenych detailt.

2.3.3 Experiment

K ovéfeni vztahu (2.25) popisujiciho stredni velikost zrn v priéném smeéru p’ jsem pro
objektivni speckles realizoval nasledujici experiment. Pro konstantni vlnovou délku A a
vzdélenost z jsem méril zavislost velikosti p na pruméru D osvétlené oblasti prvniho
stinitka. Usporadani experimentu je schématicky zachyceno na obrazku 2.6.

Svazek laserového svétla dopada na prvni stinitko, v némz je kruhovy otvor pruméru D.
Ptes otvor je natazena tenka igelitova folie, diky niz svételna vina ziskd v ruznych bodech
nahodny fazovy posuv. Interferen¢ni obrazec pozorujeme na druhém stinitku ve sttedni
vzdalenosti z od otvoru. Hlavni rovina ¢ocky fotoaparatu pouzitého k zaznamu interfe-
rencniho obrazce je umisténa rovnobézné s druhym stinitkem. Kvuli dosazeni co nejvétsi
velikosti zrn na druhém stinitku byla vzdéalenost z nékolikrat vétsi nez vzdéalenost foto-
aparatu od druhého stinitka. Aby na fotografii nebyl stin fotoaparatu, musely byt prvni
a druhé stinitko vaéi sobé mirné sklonény (rovnobézné zustavaji osy z,z’). Vzdjemnym
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Obréazek 2.6: Uspotadani experimentu.

naklonénim stinitek samoziejmé zapticinime jistou chybu méteni, avsak ta nebude piili§
velka. Jeji diskusi se budeme podrobnéji vénovat nize.

Objektivni speckles jsem vytvoril a zaznamenal fotoaparatem (digitdlni zrcadlovka
Nikon D50) pro pét ruznych kruhovych otvoru, vytezy pouzité k dalsimu zpracovani jsou
na obrazku 2.7. Jejich rozmeéry jsou 500 x 500 pixelu, coz na stinitku odpovidalo ¢tverci
o strané 68,2 mm. Zaroven jsem poiidil fotografie difrakéniho obrazce vzniklého pii difrakei
svétla na samotném otvoru, tj. bez igelitové folie. Ty poslouzily k urcéeni pruméru kazdého
z otvoru. Pritom byl vyuzit vztah pro polomér Airyho disku pozorovaného pii difrakeci
svétla na kruhovém otvoru, ktery je shodny se vztahem (2.25) pro stiedni velikost zrn
v pricném smeéru.

D [mm| | 1/D [1/mm] | pl [mm] | o}, [mm]
1,00 £ 0,03 | 1,00£0,03 | 2,39+£007 | 2,52
0,82+0,02 ] 1,22+0,03 | 2,90+0,07 | 2,98
0,71£0,01 | 1,40£0,03 | 3,34+0,07| 3,50
0,68 0,01 | 1,46+0,03 | 3,48+0,07| 3,55
0,62+£001 | 1,62+0,03 | 3,85+0,07| 3,89

Tabulka 2.1: Vysledky méteni.

Poloméry Airyho disku pl;; byly uréeny pomoci grafického editoru, vysledky jsou
véetné chyb shrnuty v tabulce 2.1. Skutecné prumeéry otvoru D a prtislusné chyby pak
byly dopoc¢teny pro hodnoty pouzité vinové délky A = (652,17 £ 0,01) nm a vzdalenosti
z=(299,0 £0,5) cm.

Stredni velikosti zrn byly urceny z fotografii uvedenych na obrazku 2.7 pomoci de-
finicntho vztahu (2.15) pro autokorelaéni funkci. Protoze byl pouzit kruhovy otvor, méla
by autokorela¢ni funkce byt rotacné symetricka. Jeji prubéh v zavislosti na parametrech
a, b je pro fotografii piislusnou prumeéru otvoru D = 0,71 mm vykreslen na obrazku 2.8a.
Jednotkou parametru a,b je jeden pixel. Pro a = b = 0 nabyva autokorelacni funkce
maxima, pro zvysujici se vzdalenost va? + b? klesd do minima a néasledné opét roste.
Z obrazku 2.8a je vsak vidét, ze ne v kazdém radidlnim sméru je minimum jednoznacné
rozpoznatelné.
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D =1,00 mm D =0,82 mm D=0,71 mm

D =0,68 mm D =0,62 mm

Obrazek 2.7: Fotografie speckles vytvorenych pro ruzné prumeéry otvoru v prvnim stinitku.
Se zmensujicim se prumeérem otvoru se stiedni velikost zrn zvétsuje.

700
004 650 |
650‘\"' 600
= 600 | <
- [_:-,
© .
" 5504 550 |
5004 500l
450
0
450 :
0 20 40
a [pixel]
a) b)

Obrazek 2.8: Prubéh autokorela¢ni funkce a) v zavislosti na parametrech a, b, b) pro b = 0.
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Obréazek 2.9: Prubeh zavislosti stredni velikosti zrn v pficném sméru p' na prevracené
hodnoté prumeéru otvoru 1/D.

Protoze ve sméru osy z’ druhého stinitka zustala piicna velikost zrn stéle stejna bez
ohledu na natoceni stinitek, byly pouzity pouze takové body autokorela¢ni funkce, pro
néz b = 0. Rez autokorelaéni funkef rovinou b = 0 je zndzornén na obrazku 2.8b. K nale-
zeni bodu, v némz autokorela¢ni funkce nabyva minima, je tfeba body vykreslenymi na
obrazku 2.8b prolozit vhodnou funkci. Zvolen byl polynom sedmého stupné. Prubéh ktivky
dobfe odpovida prubéhu vyplyvajicimu z rovnice (2.21), jenz je vykreslen na obrazku 2.5.
Po nalezeni polohy lokdlniho minima byla dopoctena skutecnd sttedni velikost zrn pl, , na
druhém stinitku, vysledky jsou shrnuty v tabulce 2.1. Chyby urceni téchto hodnot nejsou
v tabulce uvedeny, nebot jejich vypocet by byl pomérné obtizny, navic je k ndsledujicimu
vyhodnoceni experimentu pitilis nepotiebujeme.

Vysledky méfeni v podobé grafu zdvislosti veliciny pf  na poméru 1/D jsou vyne-
seny na obrazku 2.9. Experimentalné ziskanymi body je prolozena ptimka prochéazejici
pocatkem, hodnota smérnice je (2,45 4+ 0,02) mm?. Déle je tenkou pierusovanou ¢arou
vykreslena piimka urcend rovnici (2.25). Jeji smérnice je tedy ddna vyrazem 1,22\z =
(2,380 40,004) mm?. Na této ptimce jsou pomoci kifzki oznaceny body odpovidajici hod-
notdm poméru 1/D uvedenym v tabulce 2.1. Z grafu je vidét, ze namétené body lezi
pomérné blizko teoreticky ziskané zavislosti. Velmi dobte si odpovidaji také ciselné hod-
noty smeérnice primky prolozené experimentalné ziskanymi body a smérnice ptimky urcéené
teoreticky.

Jeden zdroj pripadnych chyb jsme jiz zminili — vzajemné naklonéni prvniho a druhého
stinitka. Kvuli nému vznikl pro body lezici na zpracovavanych fotografiich nahote a dole
rozdil vzdalenosti od otvoru v prvnim stinitku. Ten vSak dosahoval pouze hodnoty 1,5 cm,
coz by ve velikosti zrn zpusobilo nanejvys pulprocentni rozdily. Dalsim parametrem,
ktery muze ovlivnit tvar zrn, je struktura igelitové félie. Nejvétsim zdrojem chyb vsak
pravdépodobné byl tvar samotnych otvort vytvorenych v prvnim stinitku. Neostré okraje
¢i tvar odlisny od dokonalého kruhu mohly vyrazné ovlivnit tvar a velikost zrn.
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2.4 Stredni velikost zrn v podélném sméru

2.4.1 Objektivni speckles

Pokusme se nyni vlastnim postupem, presto vsak s vyuzitim nékterych kroku z ¢asti 2.3.1,
urcit pro objektivni speckles stiedni velikost zrn v podélném sméru, tj. ve sméru osy z.
Pritom budeme pocitat autokorelacni funkci rozdéleni intenzity piimo na ose z, ¢emuz
odpovidd hodnota souradnic 2’ = 0, ¥ = 0. Tato volba vyrazné zjednodusi vypocty a
zaroven pro stfedni velikost jednoho zrna v podélném smeéru dostaneme vysledek, ktery
bude mozné povazovat za platny i pro blizké okoli osy z.

Vyslednou vinu v bodé P’[0, 0] druhého stinitka umisténého ve vzdédlenosti z od prvniho
stinftka oznacime 1(z). Dosazenim 2’ = 0, y’ = 0 do rovnice (2.10) pro ni dostaneme vyraz

x? + y2
2z

W(z) = i/ Aexp [ip(x, y)] exp [ikz] exp [ik ] dzdy. (2.28)

Posuneme-li druhé stinitko do vzdalenosti z + h, bude mit vyslednd vlna ¢ (z + h) v bodé
P’[0, 0] tvar

Y(z+h)= %h) / Aexp [ig(x,y)] exp [ik(z + h)] exp [11{:; +y

N m] dedy. (2.29)

Nejdrive se budeme zabyvat ptipadem, kdy vzdélenost z > h. Potom ve jmenovateli
zlomku pred integralem (2.29) staci nahradit z 4+ h = z. Ve fazovych ¢lenech vsak musime
pouzit presnéjsi aproximaci. Pro zlomek 1/(z + h) lze napsat priblizny vztah

1 1

h

Pro vlnu ¢(z + h) potom dostaneme

2, ,2 2,2
Y(z+h) = % //Aexp [ip(x,y)] exp [ik(z + h)] exp [ikx Ty ] exp [—ikhx +y ] dzdy.

2z 222
(2.31)
Autokorelacni funkci rozdéleni intenzity na ose z zapiSeme analogickym vztahem jako
v Casti 2.3.1, tedy

[i(z, 2+ h) = (I(2)I(z + h)) = (L ()" ()b (2 + W)™ (2 + h)) . (2.32)

Po dosazeni z rovnic (2.28) a (2.31) dostaneme pro autokorelaéni funkei vyraz

4

[(z,24+h) = L / (exp [ip(w1, y1)] exp [—id(z2, y2)] exp [ip(w3, y3)] exp [—id(z4, ya)]) X
8%
< exp [ikl’? — T3yl - y%;r 5Tty - yZ] exp [_ikhl’% - 17?12+2y§ —uil
z ya

x daq dyy dag dys das dys doy dyy . (2.33)
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Opét pouzijeme vyjadieni vyrazu se stiedni hodnotou uvedené v rovnici (2.17), potom

2 _

A4 2 2 .9
F1(27 Z+ h) = W //// {1 + exp |}k3h$1 :L‘221_2y1 y2‘| } dl'l dyl de‘Q dy2 =

4_2pd xp | EL (22 2 ’
_ A'rR {1 ‘ffep[w(x +y%)] dedy } (2.34)

(A2)4 T R?
Vypocet posledniho zbyvajiciho integralu provedeme prevodem do polarnich souradnic
definovanych rovnici (2.5). Tedy

2m R
ikh ikh
//exp [g (x2 —I—yQ)l drdy = //exp [g,oﬂpdpdcp =
00
B 2122 ikhR? 1 _47‘(‘22 ikhR? n khR? (2.35)
~ikhRe TP\ 222 ~kn P\ a2 ) a2 ) ‘
Vysledny vyraz pro autokorelacni funkeci je
A2 R4 sin (khR?/42?) ?
r h) = 1 : 2.36
(22 4+ h) = = { +[ IR 472 (2:36)

Podobné jako pii vypoctu stfedni velikosti zrn v pricném sméru muzeme definovat
koeficient korelace vztahem

{L()(z+ h)) = L(2)){(z + h))

n(z,z+h) = : (2.37)
(I(2)){1(z + h))
Po tpraveé dostaneme
sin (khR?/42?) ?
h) = 2.38
"Yh(Z,Z‘i_ ) l th2/422 ( )
Minimum autokorela¢ni funkce nastava, pokud
sin (khR?/42?) ?
pu— . 2'
[ khR? /422 0 (2:39)

Prvnimu minimu odpovidd hodnota argumentu khR*/42* = 7, stfedni velikost zrna v po-

délném sméru tedy je
2

z
h = 8)\ﬁ : (2.40)
Rédové stejny vysledek byl dosazen ponékud jinym postupem v [3]. Pfipomenme, Ze vztah
(2.40) jsme odvodili za predpokladu z > h. Aby byl tento predpoklad splnén, musi byt
2 D2

z
- — _—. 2.41
z>>8)\D2 K o ( )
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Napf. pro vinovou délku A = 652 nm a prumeér osvétlené oblasti D = 1 mm by muselo byt
2z < 0,19 m. Vztah (2.40) pro stfedni velikost zrna v podélném smeéru tedy bude platit jen
velmi blizko prvniho stinitka. Pak uz bychom se vSak dostali do rozporu s predpokladem,
ze vzdalenost z mezi prvnim a druhym stinitkem je o hodné vétsi nez rozméry stinitek.

Pokusme se tedy autokorela¢ni funkci pro osu z spocitat i bez pozadavku z > h.
K tomu opét vyuzijeme vztahy (2.28) a (2.29). Po dosazeni do definiéni rovnice (2.32)
dostaneme

A4

[i(z,2+h) = ml(exp [ip(z1, y1)] exp [—ip(x2, yo)] exp [id (w3, y3)] ¥

2 2 442 g2 2 2., .2 2

_ _ S

X exp [~ig(24, y4)]) exp [ug“”l 1"22*% yz]exp [i,gfvs b yﬂx
< z

x dxy dy; dag dys dos dys day dyy (2.42)
Oznacme h = ¢z, kde ¢ je kladny bezrozmérny parametr. Nyni sta¢i postupovat analogicky

jako v predchozi ¢ésti, kdy jsme pozadovali z > h. S vyuzitim rovnice (2.17) dojdeme po
upravach k vyrazu pro autokorelaéni funkei

2

ALT2RA [ exp Zikq 22 +y?) | dedy
Fl(z’ z+ h) = W—R 1+ [2 (1+q) ( ﬂ (243)
AMz4(1+q)? mR?
Po vypoctu posledniho integralu dojdeme k vysledku
At R sin [khR?/4z(z + h)] 2
r h)= ———— 2.44
2+ h) = S { - [ RhR2J42(= + 1) (244)
Koeficient korelace pak bude
sin (khR?/4z(z + h))]?
h) = 2.4

Pokud bychom nyni pozadovali platnost predpokladu z > h, pravé dosazené vysledky by
ptesly v difve vypoctené vztahy (2.36) a (2.45).

Prubeh autokorelacni funkce (2.44) v zavislosti na parametru h je pro ruznd z a
konkrétni hodnoty A = 652nm, D = 1 mm vykreslen na obrazku 2.10. I pro pomérné
mald z kiivka s narustajicim A stéle klesa, aniz by nabyvala minima. To zpusobuje faktor
1/(z + h)?, ktery odpovid4 poklesu amplitudy kulové viny s narustajici vzdalenosti h.

Nas vsak spiSe zajimé zména intenzity zpusobena interferenci vin, proto misto auto-
korelacni funkce (2.44) vyuzijeme koeficient korelace (2.45), ktery je normovany. Pribéh
funkce 71, je pro ruzné hodnoty vzdalenosti z vykreslen plnou ¢arou na obrazku 2.11.
Prubeh koeficientu korelace =, z rovnice (2.36) je vykreslen pferusovanou carou. Pro
malé z jsou obé kiivky témeér shodné a nabyvaji prvniho minima pro ptiblizné stejnou
hodnotu h. Pro velké z vSak funkce 7, nabyvéa prvniho minima pro h — oo.
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Obrazek 2.10: Prubéh autokorelacni funkce I'y(z, z + h) v zavislosti na vzdalenosti h.
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Obrazek 2.11: Prubéh koeficientu korelace 7, a vy, v zavislosti na vzdalenosti h.

Rychle se zvétsujici hodnotu h, pro niz funkce v, nabyva minima, muzeme vysvétlit
nasledovné. Pii pohybu podél osy z ve sméru od prvniho stinitka se pro malé vzdalenosti
z faze vin pochazejicich z ruznych bodu osvétlené oblasti méni rizné rychle. Je tomu tak
proto, ze prumér osvétlené oblasti D neni zanedbatelny oproti vzdalenosti z. Vysledna
intenzita se tedy bude ménit pomérné rychle a funkce 7, bude nabyvat minima pro
relativné malou vzdalenost h. Pro velké vzdalenosti z se faze vSech vin méni témét stejné
rychle, protoze prumér osvétlené oblasti D je oproti vzdalenosti z zanedbatelny. Vysledna
intenzita proto zustava témer konstantni a funkce v, nabyva prvniho minima pro A — oo.

Stejnou argumentaci, jakou jsme pouzili pro osu z, lze aplikovat i na libovolnou piimku
prochazejici stfedem osvétlené oblasti. Proto pti experimentalnim vytvotreni objektivnich
speckles budeme na druhém stinitku pro vSechny vzdalenosti z > D pozorovat prakticky
stejny interferenéni obrazec, pouze zvétseny imeérné vzdalenosti z.

2.4.2 Experiment

K ovéreni posledniho tvrzeni o neménnosti struktury speckles pii z > D jsem realizoval
experiment, jehoz usporadani je znazornéno na obrazku 2.12. Prvni stinitko a hlavni ro-
vina cocky fotoaparatu jsou tentokrat rovnobézné s druhym stinitkem, zaroven se od néj
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nachézi ve stejné vzdalenosti z. Otvor v prvnim stinitku je opét pirekryt tenkou igelitovou
folii, abychom po osvétleni otvoru laserovym ukazovatkem mohli na druhém stinitku pozo-
rovat objektivni speckles. Vzajemna poloha fotoaparatu, laserového ukazovatka a prvniho
stinitka je pevné mechanicky zajisténa, aby nemohlo dojit k jejich vzdjemnému posunuti.

y
| X

/‘y ﬂ'x «

/x
z [II:I

/

/

Obrazek 2.12: Usporadani experimentu.

Pti tomto usporadani jsem poridil fotografie pro ruzné hodnoty vzdalenosti z, jejich
vyTezy jsou na obrazku 2.13. Protoze jsou ¢ocka fotoaparatu i otvor v prvnim stinitku ve
stejné vzdalenosti od druhého stinitka, bude pomér stiedni velikosti zrn v pificném sméru
vuéi rozmérum fotografie stale stejny. Predpokladanou stélost vzajemného usporadani a
tvaru zrn by tedy mélo byt jednoduché ovérit. Pii pohledu na fotografie na obrazku 2.13
je videt, ze struktura interferen¢niho obrazce se prakticky nemeéni. Pritom je samoziejmeé
tieba brat ohled na zménu stiedn{ intenzity svétla se zménou vzdalenosti z, nebot tii
uvedené fotografie byly potizeny pii stejném expozicnim case.

z=1.0m z=09m z=0.8m

Obrazek 2.13: Fotografie objektivnich speckles potizené pro stejny otvor avsak ruzné
vzdalenosti prvniho a druhého stinitka.
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2.5 Testy vlastnosti lidského oka pomoci koherené¢ni
zrnitosti

Nekteré vady lidského oka, napt. kratkozrakost a dalekozrakost, 1ze odhalit a testovat po-
moci jevu koherenéni zrnitosti. Pozorujeme-li prostym okem stinitko s drsnym povrchem
osvétlené laserovym svétlem, vzniknou na nasi sitnici subjektivni speckles. Pii pohybu
hlavy v roviné rovnobézné se stinitkem v jednom sméru tam a zpét se nékterym po-
zorovatelum zdd, ze se speckles posunuji vuci stinitku proti sméru pohybu hlavy. Jini
pozorovatelé zaznamenaji pohyb speckles vuci stinitku ve stejném sméru, jakym hybou
hlavou. Konecéné nékteti pozorovatelé zadny pohyb speckles vuci stinitku nezaznamenaji.
Rozdily v pozorovaném relativnim pohybu speckles vuci stinitku jsou dany vlastnostmi
oCl pozorovatelu. V této cdsti se pokusime tento jev vysvétlit o néco podrobnéji, nez je
tomu napft. v [3].

Uvazujme nejdiive zdravé lidské oko, jehoz schopnost zaostiovat je zcela v poradku.
Situace je schématicky zakreslena na obrazku 2.14a. Body stinitka jsou pomoci ¢ocky oka
zobrazeny na sitnici. Ohniskova vzdalenost cocky je f. Vzdélenost hlavni roviny cocky
od predmétové roviny, tj. roviny prvniho stinitka, oznac¢ime z,. Vzdalenost hlavni roviny
cocky od obrazové roviny je z;. V pripadé zdravého oka je vzdalenost z; rovna vzdalenosti
roviny sitnice od hlavni roviny ¢ocky, tu oznac¢ime z,. Jinak fec¢eno, ostry obraz stinitka
se vytvori pravé na sitnici. Jednotlivé vzdélenosti jsou vazany cockovou rovnici

L + ! = 1 . (2.46)
Zo  z [

Osvétlime-li stinitko s drsnym povrchem laserovym svétlem, diky interferenci kohe-
rentnich vln vzniknou na sitnici oka subjektivni speckles. Dulezité je, ze speckles vytvorené
na sitnici se vzdy jevi ostfe, bez ohledu na zaostieni oka. Jestlize tedy v roviné sitnice, jez
je shodna s obrazovou rovinou, vznikne ostry obraz speckles, bude se pozorovateli zdat,
7e jejich vzor se nachézi v roviné stinitka, nebot ta je shodni s pfedmétovou rovinou.
Na osvétlené oblasti stinitka potom bude pozorovat strukturu svétlych a tmavych skvrn
odpovidajici speckles vytvorenym na sitnici. Vzdalenost vzoru speckles od hlavni roviny
cocky oznacime zg, pro zdravé oko je ziejmeé z; = z,.

Pti posouvani oka ve sméru rovnobézném se stinitkem se oko pfirozené otaci tak, aby
opticka osa cocky protinala stinitko stale ve stejném bodé. Protoze stinitko i vzor speckles
lezi ve stejné roviné, pii pohybu oka se jejich vzajemna poloha neméni. Pozorovatelé se
zdravyma o¢ima tedy zadny vzajemny pohyb stinitka a vzoru speckles nezaznamenaji.

Prejdéme nyni ke kratkozrakému oku, situace je zakreslena na obrazku 2.14b. Oh-
niskova vzdalenost f a vzdalenosti z,, z; predmétové a obrazové roviny od hlavni roviny
cocky jsou stejné jako u zdravého oka. Podstatny rozdil vsak je ten, Ze rovina sitnice lezi
od hlavni roviny cocky déle nez obrazova rovina, tedy z, > z;. Proto je obraz stinitka
zachyceny na sitnici rozmazany. Subjektivni speckles vytvofené na sitnici vsak jsou ostré.
Polohu jejich vzoru z; muzeme dopocitat z ¢ockové rovnice

1 1
— 4+ = =

1
Sho=5 (2.47)
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Obrazek 2.14: Uspotrddani a) zdravého, b) kratkozrakého, c) dalekozrakého oka.

Srovnanim s rovnici (2.46) a vyuzitim nerovnosti z, > z; dojdeme k dalsi nerovnosti
Zo > Zs. Vzor speckles se tedy bude nachazet v roviné lezici blize hlavni roviné ¢ocky
nez je rovina stinitka. JednoduSe fec¢eno, pozorovateli se budou speckles jevit blize nez
samotné stinitko.

Jak jsme jiz zminili, pfi posunuti oka ve sméru rovnobézném s rovinou stinitka se oko
otaci tak, ze optickd osa cocky protina stinitko stale ve stejném bodé. Protoze se speckles
jevi blize oku nez stinitko, pozorovatel s kratkozrakym okem zaznamena relativni pohyb
speckles vuéi stinitku v opacném sméru, nez se posunuje jeho oko. Podstata situace je
zndzornéna na obrazku 2.15a. Na optické ose ¢ocky zvolime dva body P a P,, ptricemz
bod P, se od oka nachézi ve vétsi vzdalenosti nez bod P;. Tyto dva body jsou v prostoru
pevné umistény. Budeme-li oko posouvat nahoru a zaroven jim otacet tak, aby bod P,
stale lezel na optické ose, bod Py se bude vuci bodu P, pohybovat smérem dol.

Analogicky muzeme diskutovat dalekozraké oko, situace tomu odpovidajici je zakres-
lena na obrazku 2.14c. Vzdélenosti f,z, a z; jsou stale stejné, avSak rovina sitnice lezi
k hlavni roviné c¢ocky blize nez obrazova rovina, tedy z, < z;. Subjektivni speckles za-
chycené na sitnici se opét jevi ostfe. Pomoci ¢ockové rovnice (2.47) muzeme dopocitat
vzdélenost vzoru speckles. Srovnanim rovnic (2.46) a (2.47) a vyuzitim nerovnosti z, < z;
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Obréazek 2.15: Relativni pohyb speckles vuci stinitku a) proti sméru posunuti kratkozra-
kého oka, b) ve sméru posunuti dalekozrakého oka.

dojdeme k nerovnosti z, < z;. Vzor speckles se tedy pozorovateli bude jevit déle nez
stinitko.

P1i posouvani a otaceni oka pak pozorovatel s dalekozrakym okem zaznamena relativni
pohyb speckles vuci stinitku ve stejném smeéru, jakym se oko posunuje. Podstata situace
je pomoci bodu P, a P, lezicich na optické ose znazornéna na obrazku 2.15b. Tentokrat
se bod P, nachéazi od oka v mensi vzdalenosti nez bod P;. Pti posunu oka nahoru a jeho
soucasném otaceni tak, aby bod P, stale lezel na optické ose, se bude bod P, vuéi bodu
P, pohybovat také nahoru.

P11 pohybu oka vsak kromé mozného relativniho pohybu speckles vuci stinitku dochézi
také ke zmeéné jejich struktury. To je nutnym dusledkem faktu, ze vysledny interferenéni
obrazec zachyceny na sitnici zavisi na vzajemné poloze stinitka a oka. Pokud by vsak
k vyznamné zmeéné struktury speckles dochazelo velmi rychle pfi sebemensim posunuti
oka, nebyli bychom schopni relativni pohyb speckles vuci stinitku vubec zaznamenat.
To, ze jsme schopni jej pozorovat, lze vysvétlit nasledujici ivahou. Posuneme-li oko jen
o vzdalenost malou ve srovnani s prumérem ¢ocky, rozlozeni vysledné amplitudy a faze na
sitnici, které je dané interferenci dopadajicich vin, se témér nezméni, pouze se jako celek
vzhledem k sitnici posune. Pii pohybu oka se tedy vzdy po urcitou malou vzdélenost
obrazec speckles chova jako objekt s témér neproménnou strukturou a proto pozorovatel
zaznamena jeho relativni pohyb vuci stinitku.

Rozdilu ve schopnosti zaznamenat relativni pohyb speckles vuci stinitku si lze vSim-
nout pfi pozorovani osvétlené oblasti stinitka nejdiive samotnym okem a poté ptes otvor,
ktery je vyrazné mensi nez zornicka oka. Posuneme-li oko v obou piipadech o stejnou
vzdalenost, budou se speckles ménit mnohem rychleji pti pozorovani pres maly otvor.

vvvvvv



Kapitola 3
Fazové singularity

V dalsi ¢asti prace se budeme zabyvat tzv. fazovymi singularitams, které vznikaji pti inter-
ferenci vln. VInéni, napt. zvukové ¢i elektromagnetické, obecné popisujeme pomoci am-
plitudy a faze. V misteé, kde dochazi k destruktivni interferenci vin, je amplituda vysledné
viny nulova. Fazi v tomto misté vsak nelze definovat, proto se hovoii o fazové singularite.

Souvislost fazovych singularit s jevem koheren¢ni zrnitosti je velmi tizka. Protoze pole
koherenc¢ni zrnitosti vznika interferenci vin siticich se z bodu osvétlené oblasti prvniho
stinitka, muze v nékterych jeho bodech dojit k destruktivni interferenci vin. Vysledna
amplituda je v takovych bodech nulova, cemuz odpovida singularita faze.

3.1 Vznik fazovych singularit

Abychom si dokazali predstavit, jak fazové singularity vznikaji, uvazujme nasledujici po-
kus, podrobnéji popsany v [8]. Maly zdroj ultrazvukovych vin vysila do okolnfho volného
prostoru kratké pulsy, jejichz prubéh v ¢ase pro konkrétni misto lze pomoci mikrofonu
zobrazit na osciloskopu (upfesnéme, ze na osciloskopu zaznamendme jen redlnou nebo ima-
gindrni ¢ast komplexni funkce, kterou vlnéni obecné popisujeme). Prubéh signalu v case
je na obrazku 3.1a — amplituda sinusovych vln urcité frekvence je modulovana gaussov-
skou obalkou. Do prostoru nasledné umistime stinitko s drsnym povrchem, od kterého se
vysilané pulsy mohou odrazet. Na osciloskopu zobrazime prubéh signdlu v ¢ase po odrazu
od stinitka, viz obrazek 3.1b. Pocet sinusovych vin (délka signdlu) se zvétsil a tvar obéalky
se vyrazné zmeénil.

a) b)

Obrazek 3.1: Priubéh signilu na osciloskopu a) pro puvodni vlnu b) pro odrazenou vinu.

23
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Zobrazime-li polohu maxim odrazeného signalu pro pevné zvoleny cas v konkrétni ro-
viné prostoru, dostaneme strukturu spojitych c¢ar znazornénou na obrazku 3.2. V§imnéme
si predevsim, ze v bodé P jedna z ¢ar konci. Zvolme body A az F na jednotlivych ¢arach
a soutradnicovou osu y dle obrazku.

Pti prechodu z bodu A do B po tisecce spojujici tyto dva body, tj. proti sméru osy v,
preskoc¢ime mezi dvéma sousednimi maximy signalu celkem tiikrat. Pejdeme-li mezi body
B a C po plné care, jez odpovida stejnému maximu, neni tieba zadného preskoku. Nyni
uskutecnime opét tfi preskoky mezi sousednimi maximy, tj. mezi body C a D ve sméru
osy ¥y. Nakonec se presuneme po plné ¢are z bodu D do E, ptricemz neni tieba zadného
preskoku. Oc¢ekavali bychom, ze pfi stejném poctu preskoki mezi maximy uskutecnénych
v zdporném a kladném sméru osy y (tj. mezi body A, B a C, D), se dostaneme zpét do
vychoziho bodu. Avsak to se nestalo. Abychom se vratili zpét do bodu A, bylo by tteba
uskutecnit ¢tyii preskoky mezi body C do F a teprve pak se presunout do A. Pti obéhu
kolem bodu P po uzaviené kiivce je tedy potieba o jeden pteskok vice v jednom sméru
osy x nez ve druhém. Absolutni hodnota rozdilu faze mezi dvéma sousednimi maximy
signalu je 2w, proto se pii obéhu kolem bodu P po uzaviené kiivce ABCFA faze zmeéni
0 2m.

\

|

F
D

<
—
kﬂ

B

/

C

/

¥

1
1
|
I

o
T
1
|
T
I
1
1
|

o
I
1
|
T
|

Obrazek 3.2: Poloha maxim signalu ve zvolené roviné v prostoru.

Na obréazku 3.3 je vykreslen prubéh signalu v pevné zvoleném case na primkach rov-
nobéznych s osou y a prochéazejicich body A, P a F. Kromé samotného signalu je preru-
Sovanou carou vykreslena i obalka modulujici amplitudu sinusovych vin. Nejdulezitéjsi je
pro nas piimka prochéazejici bodem P. V tomto bodé funkce popisujici tvar obalky klesa
na nulu, tedy i signal zde musi byt nulovy. Jestlize je amplituda vilny v bodé P nulov4,
nelze v ném definovat hodnotu faze — nachéazi se zde fazova singularita. Jeji definici nyni
zpresnime.

3.2 Definice a matematicky popis fazovych singularit

K matematickému popisu vysledné viny (tj. vlny odrazené od stinitka) pouzijeme skalarni
komplexni funkei 1 (r, t), kterd musi byt fesenim skaldrni vlnové rovnice

10%(r. 1)

VA, ) = e

(3.1)
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Obrazek 3.3: Prubéh signalu na ruznych piimkach rovnobéznych s osou y v pevné zvo-
leném case.

kde ¢ je rychlost sifeni viny. Funkce 1 (r, t) obecné zavisi na polohovém vektoru r a case t.
Budeme-li predpokladat feseni (3.1) ve tvaru

Y(r,t) = Y(r)e ™, (3.2)

kde w je ihlova frekvence, po dosazeni do (3.1) a dpravé muzeme prejit k tzv. Helmholt-
zove rovnici pro prostorovou ¢ast ¢(r)

V2 (r) + E*)(r) = 0. (3.3)

Pritom jsme zavedli vlnové ¢islo k = w/c.

Funkci ¢ (r,t) muzeme zapsat pomoci redlné ¢asti £(r,t) a imaginarni ¢asti n(r,t),
pricemz primy fyzikalni vyznam ma jen jedna z nich. Ekvivalentné muzeme zapis provést
pomoci amplitudy o(r,t) a faze x(r,t), tedy

U(r,t) = E(r,t) + in(r, t) = o(r, t)eX™H (3.4)

V dalsim textu budeme ¢asto misto 1(r,t) ¢i ¥ (r) pouzivat zkriceny zépis 1, analogicky
u ostatnich veli¢in. Samotné funkce &, 1, ¢ a x jsou realné, pro amplitudu déle plati o > 0,
fazi budeme nejcastéji udavat na intervalu (—m, 7).

Singularity faze se nachazi v bodech prostoru, kde

Y(r,t) =0, (3.5)
coz je ekvivalentni podminkam pro redlnou a imaginarni ¢ast
{(r,t)=0,  n(rt)=0, (3.6)

jez musi platit zaroven, nebo podmince pro amplitudu
o(r,t)=0. (3.7)

V trojrozmérném prostoru je mnozinou feseni kazdé z rovnic uvedenych v (3.6) soustava
ploch, jejichz tvar muze byt obecné velmi slozity. Prunik dvou ploch, z nichz kazda je
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fesenim jiné rovnice v (3.6), definuje spojitou kiivku, resp. soustavu kiivek, jez je FeSenim
(3.5). Takovou kiivku budeme nazyvat singuldrni ¢drou ¢i singuldrni krivkou. Ve dvoj-
rozmérném prostoru, tedy napi. v konkrétni roviné zvolené ve trojrozmérném prostoru,
jsou obvykle fesenim (3.5) izolované body, které jsou ve skute¢nosti prunikem singularnich
krivek se zvolenou rovinou.

Omezme se nyni pro jednoduchost na dvojrozmérny prostor, v némz se nachazi bod se
singularitou faze. Sestrojme uzavienou, sebe samu neprotinajici kiivku C', ktera obepind
singularni bod. Ptitom timto bodem nesmi prochazet, aby byl ve vSech bodech kiivky
definovan gradient faze Vy. Silu singularity s definujeme pomoci kiivkového integralu

1 1
s—gfodx—gj{CV)@dr. (3.8)

Jeji vyznam je nasledujici. Zvolme na kiivce C' libovolny pocateéni bod, v némz je
faze rovna x € (—m,m). Po obéhu podél celé kiivky proti sméru hodinovych rucicek
se navratime do pocateéniho bodu, pricemz féze bude mit hodnotu x + 27s (znaménko
plus zde volime jako definici). Vzhledem k fyzikalnimu vyznamu faze musime pozadovat,
aby

(x + 27s) mod 27 =y, (3.9)

¢ehoz lze docilit jediné tak, ze s bude celé ¢islo. Pii obéhu kolem kfivky ve zvoleném
smeéru se tedy faze zméni o +2ms. Pokud je ¢islo s kladné, faze naroste o 27s, v opacném
piipadé faze o tuto hodnotu klesne. Pokud bychom obihali po sméru hodinovych rucicek,
tj. v opaéném sméru, faze by se zménila o —2xs. Sila singularity pritom nezavisi na
konkrétnim tvaru zvolené kiivky. Obecné se vyskytuji predevsim singularity sily |s| = 1,
experimentalné vsak lze realizovat i singularity s vyssi silou (viz kapitola 4).

Jesté bychom méli o néco presnéji urcit, co se mysli obéhem po a proti sméru hodi-
novych rucicek. V roviné s fazovou singularitou muzeme definovat kartézskou soustavu
souradnic (x,y) tak, ze fazova singularita lezi v jejim pocatku. Bazové vektory této
soustavy oznacime e,,e,. Pomoci pravidla pravé ruky urcime smér vektoru e, daného
kartézskym soucinem e, x e,. Natocime-li nyni pravou ruku tak, Ze vztyceny palec uka-
zuje ve smeéru vektoru e, pak zahnuté prsty urcuji matematicky kladny smeér obéhu,
¢emuz odpovida obéh proti sméru chodu hodinovych rucicek.

3.3 Tvar plochy konstantni faze v okoli singularni
cary

Resen{ vlnové rovnice (3.1), kterd obsahuji fizové singularity, se mohou zdsadné odlisovat
ve tvaru plochy konstantni faze v okoli singularni ¢ary (viz [8]). Existuji dva zdkladni
typy tvaru vlnoploch. Abychom mohli zavést jejich standardné pouzivané pojmenovani,
je tteba udélat malou odbocku do teorie popisujici poruchy krystalové struktury pevnych
latek.

Zvolme atomy usporadané v prosté kubické mftizce, ktera je schématicky zakreslena na
obrazku 3.4a. Poruch (dislokaci) krystalové struktury existuje celd fada, nas vsak budou
zajimat dvé konkrétni — tzv. hranova a sroubova dislokace.
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Na obrazku 3.4b je znazornéna hranova dislokace. Mezi dvé sousedni atomové roviny
puvodné rovnobézné s rovinou xz, které jakoby pokracuji do nekonecna, je vsunuta dalsi,
ktera vsak nekonecnd neni. Jeji okraj (hranu) predstavuje primka rovnobézna s osou z
a prochéazejici bodem P. Aby krystal zustal jako celek stabilni, musi se pobliz hranové
dislokace puvodni dokonald pravidelnost usporadani atomu porusit.

Sroubové dislokace je zndzornéna na obréazku 3.4c. Krystal jakoby rozifzneme poloro-
vinou kolmou na osu z, jejiz okrajova piimka je rovnobézna s osou z a prochazi bodem
P. Atomy napravo od délici poloroviny posuneme svisle dolu tak, ze velikost posunuti je
nulova pro atomy lezici na okrajové piimce prochazejici bodem P a rychle roste az po
hodnotu mrtizkové konstanty pro atomy vice vzdalené ve sméru y od okrajové primky.
Puvodni atomova rovina rovnobézna s rovinou zy je tedy sroubovité zdeformovana, osou
sroubovice je svisla primka prochézejici bodem P.

T,

X

a) b) c)

Obrazek 3.4: Kryslalova miizka a) neporusend, b) s hranovou dislokaci, ¢) se sroubovou
dislokaci.

Vyse zminované dva zakladni typy tvaru vlnoploch v okoli singuldrnich ktivek jsou
schématicky zndzornény na obrazku 3.5. V piipadé a) tvoii body s fazovou singularitou
piimku, kterd je rovnobézna s osou z. Singularni piimka je zaroven okrajovou primkou
jedné z ploch konstantni fdze, zatimco ostatni plochy jsou jakoby nekonecné. Tvar vl-
noploch v okoli singularni kfivky je velmi podobny tvaru atomovych rovin u hranové
dislokace v krystalu, proto se pro tento jev pouziva oznaceni hranovd dislokace ¢i hranova

a) b)

Obréazek 3.5: Tvar vlnoploch v okolf singularni kiivky a) hranova singularita, b) sroubova
singularita.
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singularita. PTi obéhu kolem singularni ptimky po uzaviené kiivce v libovolné roviné
z = konst se faze zméni o 2. S podobnym tvarem ploch konstantni faze jsme se setkali
jiz na obrazku 3.2.

V pripadé obrazku 3.5b se body se singularitou faze také nachézi na ptimce rovnobézné
s osou z. Plocha konstantni faze tvoii levotocivou sroubovici, jejiz osou je prave singularni
primka. Tvar vinoplochy je velmi podobny tvaru atomovych rovin u sroubové dislokace,
proto se pro tento jev pouziva oznaceni sroubovad dislokace ¢ sroubovd singularita. Pti
obéhu kolem singularni ptimky po uzaviené kiivce v libovolné roviné z = konst se faze
zmeéni o 27. V nésledujicich dvou podsekeich podrobnéji prozkoumame vlastnosti hranové
a Sroubové dislokace.

3.3.1 Hranova singularita

Postupem podrobnéji popsanym v [8] lze ukazat, ze funkce

¥ = (z +1y) exp [iky] , (3.10)

kde k je velikost vinového vektoru, je pribliznym fesenim Helmholtzovy rovnice (3.3) a
zaroven vlna popsand touto funkci obsahuje hranovou dislokaci. Uspotadani vlnoploch
vzhledem k soutradnym osdam odpovidd obrazku 3.5a. Singuldrni primka je urcena pruni-
kem rovin = 0, y = 0. Pro amplitudu g a fazi y, definované rovnici (3.4), dostdvame po
upravach vztahy

0 =% +y?, X:arctang—kky. (3.11)
x

Z nich je vidét, ze v bodé PJ0,0, z] je amplituda opravdu nulova. Graf zavislosti faze na
soutadnicich x,y v libovolné roviné z = konst je na obrazku 3.6, pritom jsme zvolili £ = 1
(tato volba plati i pro ostatni obrazky v této ¢asti). Pii obéhu kolem bodu P proti sméru
hodinovych rucicek podél uzaviené kiivky lezici v roviné xy se faze zvétsi o 2, tzn. sila
singularity je s = 1.

Na obrédzku 3.7 jsou pak vykresleny kiivky konstantni faze (systém kiivek jdoucich
predevsim ve sméru osy x), prevedené na interval (—m, 7). VSechny kiivky se stykaji
pravé v bodé P, v némz faze neni definovana.

Vratme se jesté k obrazku 3.2, na némz jsou vykresleny polohy maxim signdlu namé-
feného na osciloskopu ve zvolené roviné v prostoru. Polohy maxim vytvaii spojité kiivky,
které jsou ve skutecnosti kiivkami odpovidajicimi ur¢ité konstantni hodnoté faze. Obréazek
3.7 tedy muzeme povazovat za zvétseninu obrazku 3.2 v okoli bodu P, pticemz body lezici
v mistech maxima signalu odpovidaji hodnoté faze xy = 0.

Kromeé kiivek konstantni faze jsou na obrazku 3.7 vykresleny i kfivky konstantni ve-
likosti gradientu féaze | Vx| (systém kiivek jdoucich prevazné ve sméru osy y). Lze ukézat
(viz [8]), ze kiivky jsou popsény rovnici

(kx)? + (ky)? = Q% exp [-2(1 + kx)], (3.12)

kde konstanta () urcuje hodnotu velikosti gradientu faze. V bodé S je gradient faze nulovy,
nachazi se zde sedlovy bod faze. Vypocteme-li rotaci vektorového pole gradientu faze,
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dostaneme v kazdém bodé nulovy vektor, nebot obecné je rotace gradientu skaldrni funkce
nulova. Vektorové pole gradientu faze je tedy nevirové.

Hranové singularity se vyskytuji pii difrakei monochromatické rovinné viny na hrané
nepropustné poloroviny, prubéh kiivek konstantni faze lze nalézt napt. v [4]. Na hranové
singularity narazime také pii popisu prilivu a odlivu moti. Periodické zvedani a snizovani
hladiny pozorované u pobftezi lze popsat pomoci skalarni komplexni funkce, ktera obsahuje
hranovou singularitu — nékde v centralni ¢ésti mofe se nachazi bod, kde se ptiliv ani odliv
vubec neprojevi. Tvar kiivek konstantni faze lze nalézt napt. v [6] nebo [14].

3.3.2 Sroubovi singularita

Jedno z nejjednodussich presnych feseni Helmholtzovy rovnice, které obsahuje sroubovou
singularitu, ma tvar
= (r+1y) exp [ikz], (3.13)

kde k je vinové cislo. Pro amplitudu a fazi dostavame rovnice
0* = 2%+, X = arctan Yy ke, (3.14)
x

Singularni primka je urc¢ena prunikem rovin x = 0, y = 0, tedy amplituda je nulova v bodé
PJ0,0, z]. Graf zavislosti faze na souradnicich z,y v roviné z = 0 je na obrazku 3.8a. Pfi
obéhu kolem bodu P proti sméru hodinovych rucicek po uzaviené kiivce lezici v roviné xy
se faze zvétsi o 27, proto je sila singularity s = 1. Kfivky konstantni faze jsou vykresleny
na obrazku 3.9a, je vidét, ze se vSechny paprskovité sbihaji v bode P.

Zavedeme-li v roviné xy polarni soutadnice (r, ¢) standardnimi vztahy

T =TCcosp, y=rsinp. (3.15)
dostaneme pro fazi y jednoduchy vyraz
X=¢+kz. (3.16)

Vyjadirenim operdtoru nabla ve valcovych soutadnicich (r, ¢, z) dostaneme pro gradient
faze vztah 5 L9 5 .
Vx = a—fer + ;£e¢ + a—ﬁez = + ke, . (3.17)
Pokud bychom se omezili pouze na prumét gradientu faze do roviny z = konst, pak
kiivky konstantni velikosti gradientu faze v této roviné jsou soustiedné kruznice se sttedem
v bodé P, nebot velikost gradientu faze je nepiimo timérnd vzddlenosti od tohoto bodu. Na
obrazku 3.9 je nékolik téchto kruznic vykresleno, u kazdé je uvedena hodnota 1/r. Rotace
vektorového pole gradientu faze ve zvolené roviné je ze stejnych duvodu jako u hranové
singularity nulové vektorové pole. Tedy pole gradientu faze v této roviné je nevirové.
Formalneé stejné vlastnosti jako gradient faze u sroubové singularity ma vektorové pole
rychlosti popisujici proudéni kapaliny v okoli viru, ktery vznikd napft. pti rotaci pevného
valce ve viskozni kapaliné. Vektorové pole rychlosti je také nevirové, velikost rychlosti
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Obrazek 3.8: Prubéh féze v okoli sroubové singularity a) sily s = 1, b) sily s = 2.

Obréazek 3.9: Krivky konstantni faze a konstantni velikosti gradientu faze v roviné z = 0
v okoli Sroubové singularity sily s = 1.

rovnéz klesa neptimo imérné vzdalenosti od osy viru a smér rychlosti v daném bodé je
dan smérem tecny ke kruznici, ktera timto bodem prochézi a ma stied na ose viru.

Tvar plochy konstantni faze v trojrozmérném prostoru v blizkosti singularni kiivky si
muzeme lépe predstavit pomoci vztahu (3.16). Pfi narustu velikosti thlu ¢ musi klesat
hodnota soucinu kz, proto je plochou konstantni faze sroubovice podobna té, ktera je na
obrazku 3.5a. Ve velké vzdalenosti od singuldrni primky jsou pak plochy konstantni faze
roviny kolmé k jejimu sméru.

Reseni Helmholtzovy rovnice obsahujici sroubovou singularitu sily s = =+, kde [ je
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prirozené cislo, muzeme obecné zapsat ve tvaru
Y = (v +iy) exp (ikz) = rlexp [i(kz £ lp)], (3.18)

kde k je vlnové cislo. Zavislost faze na soutadnicich z,y je pro s = 2 vykreslena na
obrazku 3.8b. Plochou konstantni faze v trojrozmérném prostoru v okoli singulédrni krivky
je [-ndsobna pravotociva ¢i levotociva Sroubovice.

Sroubové singularity sily |s| = 1 mohou vznikat pfi interferenci monochromatickych
rovinnych vln, timto jevem se budeme zabyvat v ¢asti 3.4. Sroubové singularity obsa-
huji také svazky laserového svétla, jejichz komplexni amplituda je v roviné kolmé na osu
svazku popsana pomoci sou¢inu pridruzenych Laguerrovych polynomu a Gaussovy funkce.
Podrobnéji se témito svazky budeme zabyvat v kapitole 4.

3.4 Interference rovinnych vin

Pti interferenci vice jak dvou monochromatickych rovinnych vin s obecné zvolenymi am-
plitudami a vzajemnym fazovym posuvem mohou vznikat Sroubové singularity. Pokud
jsou vlny tii nebo ¢tyti, ze znalosti jejich amplitud lze vyvodit prostorovou strukturu sin-
guldrnich car (viz [22]). Pro veétsi pocet vln je tvar singuldrnich ¢ar piilis slozity a lze jej
popsat predevsim diky numerickym postupum. VInové vektory rovinnych vin pfitom bu-
deme vybirat z urcité podmnoziny povolenych vlnovych vektoru, ¢imz diky tzv. Talbotovu
jevu dosahneme jisté periodi¢nosti struktury singularnich ¢ar v prostoru.

3.4.1 Talbotuv jev

Pti difrakci rovinné viny na difrakéni mtizce dochézi v malé vzdéalenosti od mftizky, kde
jsou splnény podminky tzv. Fresnelovy difrakce, k Talbotovu jevu [26]. Jeho podstatou je
rekonstrukce obrazu difrakcnich stérbin v rovinach rovnobéznych s mtizkou a periodicky
od mtizky vzdalenych. Velikost této prostorové periody se oznacuje jako Talbotova délka.
V roviné vzdalené od miizky polovinu Talbotovy délky se také vytvori obraz stérbin,
avsak fazové posunuty o pul periody. Ve vzdalenosti jedné ¢tvrtiny Talbotovy délky se
objevi obraz s dvojnasobnou prostorovou frekvenci. Lze ukézat, ze tzv. sub-obrazy s vétsi
prostorovou frekvenci pripadné fazovym posuvem vznikaji ve vSech vzdalenostech, jejichz
pomér vuci Talbotové délce lze vyjadrit pomérem dvou celych ¢isel. Odvozeni velikosti
Talbotovy délky provedeme ponékud odlisné od bézného postupu, uvedeného napt. v [26],
aby bylo vice jasné, ceho pouzijeme pii vybéru povolenych vlnovych vektoru.

V prostoru zvolme kartézskou soustavu soutadnic (x, y, z), polohovy vektor ozna¢ime r.
Uvazujme rovinnou vlnu

h(r) = e, (3.19)

jejiz vinovy vektor k = (ky, ky, k) mé velikost [k| = k = 2%, kde A je vlnovd délka.
Pocatecni fazi jsme pro jednoduchost zvolili nulovou. Predpokladejme, ze slozka k, vl-
nového vektoru je o hodné vetsi nez slozky k, a k,. To znamena, Ze hlavni smér siteni
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viny je podél osy z, resp. rovina konstantni faze je témér rovnobézna s rovinou z = konst.
Pro vyjadreni slozky k. potom muzeme pouzit priblizny vztah

k2 + K
— 2 _ 2 2 E Y
ko= /k*— k2 — k2~ k Tt (3.20)

Dalsim predpokladem je, Ze slozky k, a k, lze zapsat jako

ky = mAk, k, = nAk, m,n € 7, (3.21)

kde AF je perioda pravidelné pravoihlé miizky v k-prostoru v roviné k,k,, viz obrazek
3.10. Vzhledem k predpoklddanému poméru velikosti slozek vlnového vektoru musi platit
Ak < k. Periodé Ak odpovida v redlném prostoru vzdalenost L, = Z—’l;. Tato vzdalenost
je prostorovou periodou funkce 1 ve smérech x a y. Neni to perioda nejmensi, avsak je
nejmensi spolecnd pro viny s ruznymi a nesoudélnymi m, resp. n.

kyA
Ak
° od—Ppo ° °
K,
° e ° .

Obrazek 3.10: Pravidelna pravothla miizka s periodou Ak v k-prostoru v roviné k,k,,.

V roviné z = 0 ma funkce v, popisujici vlnu v prostoru, tvar

o = 1/1(907 Y,z = O) = eXp [l(kzx + kny)] ) (3'22)

V libovolné roviné z pak

(3.23)

i(k2 + k2
V. = P(x,y, 2) = o exp [ik.2] = 1y exp [ikz] exp l—w] ’

2k

pricemz pro napsani piiblizného vztahu jsme vyuzili rovnice (3.20). Dosazenim z rovnice
(3.21) dale dostaneme

i(m? 4+ n?)Ak%z
2k

271i(m? 4+ n?)z
L.

W, &~ g exp [ikz]exp |— = g exp [ikz] exp l— ] , (3.24)

kde jsme béhem posledni tipravy oznacili L, = 4%% . 7 posledniho vztahu je vidét, ze kdyz

AKZ* .
za z dosadime celo¢iselny nasobek L., bude funkce v, az na fazovy faktor e** stejni
jako 1. Cisla m, n jsou totiz celd, proto se faze v poslednim ¢lenu zmeéni o celociselny

nasobek 27. Pro jednu rovinnou vlnu samoziejmé neni L, nejmensi vzdalenost, pro niz
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plati ¢, = 1y, avsak je to nejmensi spolecna vzdalenost pro viny s riznymi a nesoudélnymi
m, resp. n.

Pf1i superpozici vice rovinnych vin, jejichz vlnové vektory maji stejnou velikost, tedy
staci zvolit slozky vinovych vektoru dle predpokladu uvedenych vyse a predpisu (3.21),
¢imz dosdhneme prostorové periodicnosti vysledné funkce . Prostorova perioda ve smé-
rech x a y, resp. z je

21 Ak
N resp. Lzzm.
Kvadr s témito rozméry v prislusnych smérech se oznacuje jako Talbotova bunka. Nume-
rické vypocty, pomoci nichz budeme hledat body lezici na singularnich ¢arach vzniklych
pti interferenci rovinnych vin, tedy stac¢i provést pouze v ramci jedné Talbotovy bunky.
Tvar singularnich ktivek ve vétsi ¢asti prostoru pak ziskame poskladanim vice Talbotovych
bunék spravnymi sténami k sobé.

L (3.25)

3.4.2 T¥Ti rovinné viny

Standardni tvar funkce v;(r) popisujici jednu rovinnou vlnu je
Y(r) = AgelloTen, (3.26)

kde k; je vlnovy vektor a ¢; pocatetni faze v bodé r = 0. Slozenim tif rovinnych vin
dostaneme vyslednou vinu

P(r) = Z P;(r) = g(r)eiX(r) . (3.27)

=1

Pro jednoznacnost popisu v této a nasledujicich podsekcich zvolme vztah mezi ampli-
tudami vln A; > A,;. Aby vibec mohlo dojit k destruktivni interferenci, musi platit
A; < As + As. Pokud je tato podminka splnéna, 1ze pomérné jednoduse nalézt tvar sin-
gularnich car.

Vztah amplitud a vzajemného fazového posuvu vin lze nejlépe popsat pomoci fazo-
rového diagramu. Pro bod lezici na singularni kfivce musi byt vzédjemné natoceni fazoru
takové, ze vysledkem jejich vektorového souctu je nulovy vektor. Tomu pro pevné zvo-
lené amplitudy a pocatecni faze vin odpovidaji pouze dvé moznosti vzajemného natoceni
fazoru, pricemz tato dvé usporadani jsou zrcadlové soumérnd. Pii posunu podél singularni
krivky se jednotlivé fazory otaceji kolem pocatku grafu, jejich vzajemna poloha vsak musi
zustavat stejnd. Jinak feceno, zména faze kazdé z vin musi byt stejna.

Analyticky muzeme tvar singuldrnich kiivek odvodit nasledujicim postupem. V pro-
storu zavedeme kartézskou soustavu souradnic (z,y, z). Na singuldrni kiivce zvolime bod
Pl[z,y, 2], ve kterém musi platit

wl(xvyvz)+¢2(xay72)+¢3(x’y72) =0. (328)

Kousek vedle bodu P zvolime na stejné singuldrni kiivce bod P’[2,y/, 2'], pro néjz plati

wl (xla yla Zl) + 1/12(95/a yla Zl) + 1/13(95/7 yla Z,) =0 9 (329)
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kde 2/ = x +dz, v = y+dy, 2/ = z+ dz. Zménu faze mezi body P a P’, ktera je
pro vsechny vilny stejnd, oznacime d¢. RozepiSeme-li vinovy vektor k; ve slozkéch, tj.
k; = (kj1, kj2, kj3), miuzeme fazovou zménu postupné vyjadrit pro vsechny vlny ve tvaru

klldl' + klzdy + klgdZ = d(b,
ko1dx + koody + kozdz = do,
k’gldl' + k?ggdy + ]{?33(12 = dgb . (330)

Zname-li vilnové vektory rovinnych vin, lze z této soustavy diferencidlnich rovnic uréit
rovnici singuldrni kiivky v parametrickém tvaru. Piimym fesenim soustavy (3.30) lze
obecné ukazat, ze singularni cary jsou primky, jejichz smér je dan vektorem k; x ko +
ko x ks + ks x k.

Na obrazku 3.11 jsou pomoci numerického vypoctu vykresleny body lezici na sin-
guldrnich ¢arach vzniklych pfi interferenci ti{ rovinnych vin. Je vidét, ze singularni kiivky
tvori soustava rovnobéznych ptimek. Velikost vlnovych vektoru, jez musi byt v ptipadé
monochromatickych vin stejnd, byla zvolena |k;| = 1. Déle byly pro vSechny vlny shodné
zvoleny amplitudy A; = 1 a pocatecni faze ¢; = 0. Jind volba faze by neovlivnila tvar sin-
gularnich ¢ar, pouze by zpusobila jejich posunuti v prostoru. Perioda miizky v k-prostoru
byla zvolena Ak = 0,01. Slozky vInovych vektoru kj,, kj,, jsou

ki = (Ak,0), ko= (—Ak0), ks=(Ak —Ak). (3.31)

Kvuli ptehlednosti neuvedené slozky k;, bychom vypocetli pomoci vztahu (3.20). Ba-
revné a tvarové rozlisSeni bodu singuldrnich ¢ar vypovida o zméné faze pti obéhu kolem
singularniho bodu po uzaviené kiivce v matematicky kladném smyslu v roviné z = z,
kde konstanta z, je z-ové soufadnice zvoleného bodu. Cervend barva znamend narust faze
o 2w, modra pokles o 27.

Pro tento i vSechny nésledujici obdobné grafy budeme pouzivat misto souradnic z, ¥y, z
bezrozmérné souradnice

X =

4 =— 3.32
Ly, Ly, L.’ ( )

jejichz hodnota se v rdmci jedné Talbotovy bunky nachdzi v intervalu (0, 1).

3.4.3 Ctyfi rovinné viny

Vysledna vina je popsana funkci

P(r) = Z P;(r) = g(r)eiX(r) ) (3.33)

j=1

K diskusi tvaru singularnich kfivek opét vyuzijeme fazorovych diagrami.

Zvolme nejdiive specidlni pripad, kdy jsou amplitudy vsech vin shodné. K destruktivni
interferenci dojde jediné v bodech, kde vzdy dva a dva fazory jsou opa¢nymi vektory, tj.
kde plati jedna ze tii dvojic rovnic
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Obrazek 3.11: Singuldrni krivky pfi interferenci t¥i rovinnych vin.

wl = —¢2, ¢3 - _¢4a (334)
Vo= —, Yy = —u, (3.35)
Y1 = —u, Yy = —s. (3.36)
Resenfm napf. rovnice 91 = —1)y je soustava rovnobéznych rovin v prostoru (po pridani
stinitka bychom pozorovali interferencni prouzky podobneé jako v Youngove dvoustérbi-
novém experimentu). Resenim 13 = —14 je podobna soustava rovin. Prunikem rovin od-

povidajicich prvni a druhé rovnici v (3.34) dostaneme v prostoru soustavu rovnobéznych
pifmek, které jsou hledanymi singuldrnimi kiivkami. Resenfm dvojic rovnic (3.35) a (3.36)
jsou také soustavy rovnobéznych piimek, pouze jinak orientované.

Na obrazku 3.12 jsou pomoci numerického vypoctu vykresleny body lezici na sin-
gularnich ¢arach pro konkrétni volbu vinovych vektoru

ki = (0,0), ko= (AkO0), ky=(AkAk), ky=(-Ak —Ak).  (3.37)

Amplitudy a pocatecni faze jsou zvoleny stejné jako v pripadé tii rovinnych vin, stejné
tak barevné rozliSeni jednotlivych singularnich car.

Pti pohybu podél singularni c¢ary jednotlivé fazory rotuji kolem pocatku grafu, jejich
vzajemna poloha vsak musi byt vzdy takova, aby platila jedna z dvojic podminek za-
psanych rovnicemi (3.34) az (3.36). V nékterych bodech dojde k tomu, ze vSechny fazory
lezi v jedné piimce. Témto bodum odpovidaji mista, kde se singularni ¢ary dotykaji, resp.
krizi. Tomuto jevu se budeme podrobnéji vénovat v casti 3.5.

Ptejdéme nyni k dalsimu ptipadu, kdy pro amplitudy plati A; + Ay = Ay + Aj
(pfipomenime, ze A; > A;iq). Singularni kiivky jiz nejsou pifmky, nicméné v bodech,
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Obréazek 3.12: Singularni krivky pii interferenci ¢tyt rovinnych vin, jejichz amplitudy maji
stejnou velikost.
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Obrazek 3.13: Singularni kiivky pfi interferenci ¢tyt rovinnych vin, pro jejichz amplitudy

platf Al + A4 = A2 —+ Ag.

kde fazory lezi na jedné ptimce a zaroven jejich vektorovy soucet je nulovy vektor, se sin-
gularni kiivky kiizi. Na obrazku 3.13 jsou pomoci numerického vypoctu zobrazeny body
lezici na singuldrnich ¢arach opét pro vlnové vektory (3.37), avsak amplitudy

A=05, Ay=1, A;3=08, A, =07. (3.38)
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V piipadeé, ze A; + Ay < Ay + As, nebude jiz existovat zadny bod, kde by fazory
lezely na jedné ptimce a zaroven dochazelo k destruktivni interferenci. Proto se singularni
c¢ary nebudou v zadném bodé ktizit. Body lezici na singularnich ktivkach jsou pro vinové
vektory (3.37) pomoci numerického vypoctu zobrazeny na obrazku 3.14. Zvolené hodnoty
amplitud jsou

Al =1 y A2 — 0,8, Ag — O,5 y A4 - 0,25 . (339)

Y ) 0.2 0
Obréazek 3.14: Singularni kiivky pfi interferenci ¢tyt rovinnych vin, pro jejichz amplitudy
platf Al + A4 < AQ -+ Ag.

Jestlize pro amplitudy plati Ay + Ay > As + As, singularni kiivky tvoii uzaviené
smycky. Obrazek 3.15 je vykresleny opét pro vinové vektory (3.37) a amplitudy

A =05, Ay=1, A;=03, A, =04. (3.40)

Vznik uzavienych smycek 1ze vysvétlit pomoci fazorového diagramu. Destruktivni inter-
ference nemuze nastat pro libovolnou hodnotu vzdajemného fazového posuvu vin s nejvétsi
a nejmensi amplitudou, nybrz pouze pro hodnotu z urcité ¢ésti intervalu (—m, 7). Abso-
lutni hodnota maximéalntho vzajemného fazového posuvu plyne z trojihelnikové nerov-
nosti, pficemz strany trojihelnika jsou dany amplitudami A;, Ay a Ay + As. Uhel mezi
stranami A; a A4 muzeme spocitat z kosinové véty. Omezeni vzajemného natoceni fazoru
s amplitudami A; a A4 zpusobuje, ze singularni kifivky nemohou byt nekonecné a musi
mit tvar uzavienych smycek.

3.4.4 Pét a vice rovinnych vin

Pti poctu vin vétsim jak ¢tyfti jiz nelze prostorovou strukturu singularnich car jednoduse
popsat. Zména fazového rozdilu mezi jednotlivymi vlnami pii pevné zvolenych ampli-
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Obrazek 3.15: Singularni kiivky pii interferenci ¢tyt rovinnych vin, pro jejichz amplitudy
plati Al + A4 > AQ -+ Ag.

tudach nezpusobi pouze posunuti v prostoru, ale i zménu tvaru singularnich ¢ar. Proto je
tieba jejich strukturu nalézt pomoci numerickych vypocti. Jako pifklad uvedme obrazky
3.16 a 3.17, na nichz jsou vykresleny body lezici na singularnich kiivkach vzniklych pti
interferenci péti vin. Pouzité vlnové vektory jsou

ki = (0,0), ky = (Ak,0), ks = (Ak, Ak), ky = (—Ak, —Ak), ks = (—Ak, Ak), (3.41)

amplitudy byly v obou piipadech shodné, tj. A; = 1. Pfi vypoctu obrazku 3.16 byly
pocatecni faze shodné ¢; = 0 pro vSechny vlny. Pfi vypoctu obrazku 3.17 byla zménéna
pouze pocdtecni faze paté viny na ¢5 = 7. Tato zména zpusobila rozdilnost tvaru sin-
gularnich car na obou obréazcich. Nejvice patrny je napi. vznik singularni kiivky ve tvaru
uzaviené smycky v pravé dolni ¢asti obrazku 3.17.

Posklddanim vice Talbotovych bunék spravnymi sténami k sobé si muzeme utvorit
predstavu o struktufe singularnich ¢ar v prostoru. Z obrazku lze vysledovat, ze existuji dva
zékladni druhy singuldrnich ¢ar — uzaviené a (zddnlivé) nekonecné. Uzavienost singularni
cary pritom nemusi byt patrné pouze z jedné Talbotovy bunky, jako je tomu napiiklad
na obrazcich 3.15 nebo 3.17.

Vezméme Talbotovu buiku z obrazku 3.17 jako zdkladni krychli, jejiz kopie budeme
postupneé sklddat na sebe ¢i vedle sebe. Na horni podstavu zakladni krychle umistime dru-
hou krychli, k jejiz zadni sténé pridame jesté treti krychli. Na obrazku 3.18 je vykreslena
uzaviend singularni ¢ara prochazejici témito tfemi Talbotovymi buiikkami. Pro piehlednost
je rozsah os prizpusoben velikosti uzaviené ktivky a také nejsou vykresleny ostatni sin-
gularni ¢ary, které se v tomto objemu nachazi. Barevné jsou rozliseny body lezici v ruznych
bunkach — oranzové body lezi v zakladni (spodni) krychli, zelené ve druhé (ptedni horni)
krychli, ¢erné ve tteti (zadni hornf) krychli. Barevné rozliseni zmény faze o £27 pii obéhu
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Obréazek 3.16: Singularni kiivky pfi interferenci péti rovinnych viln se stejnymi ampli-
tudami a stejnymi pocatecnimi fazemi.
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Obrazek 3.17: Singularni krivky pfi interferenci péti rovinnych vin se stejnymi ampli-
tudami, avsak jednou vlnou fdzové posunutou o 7.

kolem singuldrni kfivky je tentokrat vynechédno. Na spodni, zadni a pravé sténé grafu je
vsak navic vykreslen prumét prostorové singuldarni kiivky do konkrétni roviny, diky ¢emuz
si lze udélat presnéjsi predstavu o skutecném tvaru kiivky.
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Obrazek 3.18: Uzaviena singularni ktivka prochézejici tfemi sousednimi Talbotovymi
bunkami.

3.5 Kirizeni singularnich krivek

Vratme se nyni{ k pifpadu interference ¢tyf rovinnych vin se stejnymi (pro jednoduchost
jednotkovymi) amplitudami a diskutujme podrobnéji, jak dochdzi ke kiizeni, resp. do-
tyku singularnich car. Zvolme konkrétni tvar vinovych vektoru ptislusnych jednotlivym
rovinnym vindm

k1 = (O, O, ]{]), k2 = (Ak, O, a), k3 = (—Ak, O, a), k4 = (O, Al{], CI,) s (342)

kde jsme oznacili a = vk? — Ak2. Vsechny vlnové vektory tedy maji shodnou veli-
kost k. Body lezici na singularnich carach jsou pomoci numerického vypoctu vykres-
leny na obrazku 3.19. Ve shodé s predchozim textem jsou barevné odliseny podle narustu
(Gervend), resp. poklesu (modrd) faze o 27 pii obéhu kolem singuldrniho bodu po uzaviené
kiivce v matematicky kladném smyslu v roviné z = 2, kde konstanta zy je z-ova sourad-
nice zvoleného bodu.

Singularnimi kiivkami jsou tfi soustavy rovnobéznych piimek, jez jsou feSenim jedné
z dvojic podminek uvedenych v rovnicich (3.34) az (3.36). Vyddame-li se myslené podél
libovolné ze singularnich piimek, zjistime, ze barva bodu na nf lezicich (tj. znaménko sily
singularity) se vzdy po ur¢itém intervalu zmeéni z modré na ¢ervenou ¢i naopak. K této
zméné dojde vzdy v takovém bodé zvolené piimky, v némz se tato primka krizi s dalsi,
ktera vsak je fesenim jiné z rovnic (3.34) az (3.36) nez zvolend piimka. Vyberme tedy
libovolny z bodu, v nichz se dvé singularni primky kfizi. Prubéh singularnich kiivek v je-
ho okoli je schématicky zakreslen na obrazku 3.20a. Piimky oznac¢ime I a II, bod jejich
pruniku P. P#i mysleném pohybu podél piimky I ve sméru Sipky znazornéné na obrazku
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Obréazek 3.19: Tvar singularnich ptimek v jedné Talbotové bunce pii sklddani ¢tyt ro-
vinnych vin se stejnymi amplitudami a vinovymi vektory (3.42). Singuldrni piimka I
vychézi z levé bocni stény a protind predni horni hranu krychle. Piimka II protina spodni
a horni podstavu krychle.

3.20a se barva bodu zméni v bodé P z modré na cervenou, pro piimku II se zméni z ¢erve-
né na modrou. Naskyta se otazka, zda by nemohl existovat piipad znédzornény na obrazku

3.20b, kdy pii pohybu podél kazdé z primek se barva bodu nezméni. Pokusme se nyni na
tuto otazku odpovédeét.

Obréazek 3.20: Prubéh singularnich kiivek v okoli bodu P a) pozorovany na obrézku 3.19,
b) diskutovany teoreticky.

3.5.1 Analyticky pristup

Vypocéteme nejdiive souradnice jednoho konkrétniho bodu P, v némz se dvé singularni
piimky kiizi. Piimka I bude fesenim rovnice (3.34), piimka II rovnice (3.36).
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Piimka I:
U = =y 3 = —y
kz = Akx+az+m —Akx+az = Aky+az—m
0 = Akz—(k—a)z+m (3.43) 0 = Akx+ Aky—m7 (3.44)
Primka II:
Y = =y Py = —s
kz = Aky+az+mn Akx+az = —Akr+az+w
0 = Aky—(k—a)z+m (3.45) 0 = 2Akx — (3.46)

Resenfm soustavy rovnic (3.43) az (3.46) je bod

T T 3T
P . A4
[QAk’QAk’ 2(/{—@)] (3.47)

Jednim ze dvou nejblizsich dalsich bodu, které lezi na ptimce I, avsak tentokrat vyhovuji
dvojici podminek (3.34) a (3.35) je bod P’, jehoz soutradnice jsou

T s
P10, —, ——+| . 3.48
Vypocteme-li vektor
> T T T
t; =P'P = — . 3.49
! <2Ak’ 2Akz’2(k3—a)> (3.49)
dostaneme se k parametrickému vyjadieni rovnice piimky I
s s s T 3T T
_ - - = 3.50
*=oar AR YT oaR kY P T o) 2—a)tr 8O0
kde v je parametr. Pro v = 0 dostaneme soutradnice bodu P, pro v = —1 soutradnice bodu

P’. Z vlastnosti skaldrniho souc¢inu vektoru muzeme urc¢it pruméty vinovych vektoru k;
do sméru daného primkou I, jenz je urcen vektorem t;. Pro skaldrni souc¢in vektoru k; a
t;, které sviraji thel «;, plati

kz‘ 't] = |kz‘||t]|COSOZZ‘ (351)
z ¢ehoz pro prumét |k;| cos ; dostdvame
k-t
|k;| cos oy = L (3.52)
[t1]
Po dosazeni za vinové vektory (3.42) dojdeme k vysledku
km
|ki|cosag = |ks|cosay = 2(|l:;1|a) , (3.53)
B
|ks| cosag = |ky|cosay = —————. (3.54)

t;]
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Protoze vsechny vinové vektory maji stejnou velikost k, musi platit oy = ay a ag3 = ay. To
vsak okamzité plyne také z rovnice (3.34) — aby se faze vln ¢y a ¥, ménila podél singularni
primky stejné rychle, musi byt pruméty vinovych vektoru do sméru primky stejné velké,
tedy i uhly seviené vinovymi vektory a primkou musi byt stejné.

Dulezité vsak je, ze velikosti prumétu dvojic vlnovych vektoru ki, ko a ks, ky do sméru
singularni primky nejsou stejné. Lze jednoduse ukézat, ze pro citatele zlomku z rovnic
(3.53) a (3.54) plati

™ Ta

- N _I._ -

2(k —a) 2 2(k—a)
Pramét vlnovych vektoru ki, ks do sméru singularni primky je tedy vétsi nez prumét
vektoru ks, k. To znamend, ze faze vin ¢, 99 se ve sméru singularni primky I bude ménit
rychleji nez faze vin 13,1,. Ve fazorovém diagramu se tedy pti pohybu podél singularni
piimky budou fazory vin 1, ¢y otacet rychleji nez fazory 3, 14. Zaroven v bodé P plati,
ze faze vin 1y, 13 jsou stejné, totéz plati pro dvojici vin g, 14. V bodé P’ jsou naopak
stejné faze vin ¥y, ¥4 a 1o, Y3. Situace ve fazorovém diagramu v ruznych bodech singularni
piimky I je znazornéna na obrazku 3.21.

>

‘ km (3.55)

Obrazek 3.21: Fazorové diagramy pro ruzné body na singuldrni piimce 1.

Vyberme si napt. viny ¢; a 14. V bodé P’ jsou jejich fazory orientovany stejnym
smérem. Pti pohybu podél singularni ptimky smérem k bodu P fazor viny v ptedbiha
fazor viny v, a to tak rychle, aby v bodé P lezely fazory v jedné ptimce, avsak jejich
orientace byla opa¢nd. Za bodem P fazor ¢ nadéle predbiha (spis by se dalo Fict, ze jej
naopak dohéni) fazor 14 tak, aby po urazeni vzdalenosti rovné vzdalenosti bodu P’ a P
byly oba fazory opét orientovany stejnym smeérem.

Protoze zname parametrické rovnice singularni piimky, muzeme vyjadreni vin 1y, 1y
prepsat do tvaru

3T T

= o (g )| )

m m 37 s
= exp |i1Ak (— — —’U) ia v 3.57
va Xp[ oak 2ak) T <2(k—a) ) )] (3:57)
Prubéh redlné a imaginarni casti £, 1 vin 41, 1,4 v zévislosti na parametru v je schématicky
zakreslen na obrazku 3.22. Pro v = —1 maji redlné i imaginarni ¢asti obou vln stejnou
hodnotu véetné znaménka, coz odpovida stejné fazi vin v bodé P’. Pro v = 0 maji redlné

i imaginarni ¢asti vin stejnou absolutni hodnotu, avsak opac¢né znaménko, coz odpovida
fazi vln vzajemné posunuté o pul periody v bodé P.
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Obrazek 3.22: Schématické zakresleni prubéhu redlné a imaginarni ¢asti &, n vin ¥y, 13
v zavislosti na parametru v.

Souvislost se znaménkem sily singularity je pomérné piimocara. Na obrazku 3.23a je
zakreslen fazorovy diagram pro jeden bod lezici na singuldrni piimce mezi body P a P/,
na obrazku 3.23b pro druhy bod lezici az za bodem P. Jestlize budeme v piipadé a) otacet
fazorem 1; po sméru hodinovych rucicek, splyne nejdtrive s fazorem 13 a poté s fazorem
1. Aby v piipadé b) bylo potadi splynuti fazoru ¢; s fazory 13 a 1)y stejné, museli bychom
jim otacet proti sméru hodinovych rucicek. Tento rozdil v usporadani fazoru zpusobuje,
ze znaménko singularity je v jednom ze zvolenych bodu kladné a ve druhém zaporné, coz
1ze ukdzat nésledovné.

1
or- ‘
- :

1 -1 0 1
b)

Obréazek 3.23: Fézorovy diagram pro bod lezici na singularni piimce I a) mezi body P
a P’ b) za bodem P.

Zvolme na singuldrni pifmce bod Pg|xg, 1o, 20]. V roviné z = zy sestrojime malou
kruznici o poloméru r se stredem v bodé Py, azimutalni tihel ozna¢ime . Body kruznice
oznacime Qz1, y1, 20|, pro jejich souradnice pak mame vztahy

T1— Tog =TCOSQ, Y1 — Yo =rsiny. (3.58)

Pokusme se nyni urcit, jak zavisi faze y vysledné vlny na azimutalnim udhlu ¢. Jde
nam predevsim o to, zda faze x pii obéhu kolem celé kruznice naroste ¢i klesne o 2.
Vyslednou vlnu v bodé Py oznacime ¢(xo, yo, 20), pritom z definice singulérni kiivky musi
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byt ¥ (o, Yo, 2z0) = 0. Vyslednou vlnu v bodé Q lezicim na sestrojené kruznici oznaéime
¥(x1,Y1,20). VInu v bodé Q muzeme napsat pomoci Taylorova rozvoje

Y(w1,y1,20) = (T, Yo, 20) + g—i PO($1 — ) + g—z) Po(yl — ) + g—f PO(ZO —2) =
0 0
= a—i) PO(fEl —x0) + 3—15 Po(yl — o) (3.59)

Po provedeni vypoctu dojdeme ke vztahu

W(x1,y1,20) = [2Akcos (azy)sin (—Akxg) — 2iAk sin (azp) sin (Akzo)|(x1 — z0) +
+ [—Aksin (Akyo + azo) + 1Ak cos (Akyy + az)](y — vo) - (3.60)

Pro fazi x v bodé Q pak s vyuzitim vztahu (3.58) dostaneme vztah

—2sin (azp) sin (Akxg) + cos (Akyy + azp) tan ¢

= arct . 3.61
X O T os (azp) sin (Akxzg) — sin (Akyg + azp) tan ¢ (3:61)
Spocteme-li derivaci g—i‘), dojdeme k podmince pro jeji znaménko
0
sgn [%] = sgn [—sin (7v)] . (3.62)

Jestlize hodnota parametru v € (—1,0), je znaménko derivace kladné. Tedy pti obéhu
podél kruznice v matematicky kladném sméru faze naroste o 2. To je ve shodé s ¢ervenou
barvou bodu lezicich na singularni kiivce mezi body P a P’ (viz obrézek 3.19).

Na zakladé uvedeného rozboru muzeme odpovédét na puvodni otdzku, zda pri skladani
¢tyt rovinnych vin s jednotkovymi amplitudami muze nastat situace zakreslena na obrazku
3.20b, kdy by se pfi pruchodu bodem kiizeni podél jedné singularni ptimky nezmeénilo
znaménko sily singularity. Z podminky (3.62) vyplyvéa, ze takova situace nastat nemuze.

3.5.2 Jiny pristup — tivahy o symetrii

Cely problém lze diskutovat jesté z jiné strany. Vratme se k obrazku 3.19, na kterém jsou
vykresleny singularni krivky vzniklé pti slozeni ctyf rovinnych, jejichz amplitudy splnuji
podminku A; + Ay = Ay+ Az (piipomenme, ze plati A; > A;.4). V jistych bodech dochazi
ke krizeni vzdy dvou singularnich kfivek, jeden z nich oznac¢ime P. Prubéh singularnich
kiivek v jeho okoli je véetné diive zavedeného barevného rozliseni schématicky znazornén
na obrazku 3.24. Pro jednoznacnost popisu je také zakreslen smér osy z.

Jestlize nyni zmensime amplitudu A; a vSechny ostatni ponechame beze zmény, bude
platit nerovnost A1+ A, < As+As. Tomu odpovidaji singularni ¢ary ve tvaru nekoneénych
a nikde se neprotinajicich krivek. Situace v okoli bodu P z obrazku 3.24a ptejde v schéma
zakreslené na obrazku 3.24b. Plocha konstantni faze v okoli kazdé z nekonecénych sin-
gularnich kiivek je bud pravotociva, nebo levotociva sroubovice. V kazdém pifpadé vsak
musi byt orientace Sroubovice (tedy i znaménko sily singularity) stéle stejnd po celé délce
singularni ktivky a nikdy nemuze ,samovolné* dojit k jeji zméné na opacnou.
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Obrazek 3.24: Prubéh singularnich kiivek v okoli bodu P pro ruzné amplitudy A;.

Pokud naopak amplitudu A; zvétsime, bude platit A; + Ay > Ay + A3 a singularni
krivky budou mit tvar uzavienych smycek. Situace v okoli bodu P z obrazku 3.24a piejde
v schéma zakreslené na obrazku 3.24c. Pti pohybu podél uzaviené singularni kiivky v jed-
nom sméru bude mit v jeji blizkosti plocha konstantni faze opét tvar pravotocivé ci le-
votocivé sroubovice. Po obéhnuti celé smycky se plocha konstantni faze napoji na samu
sebe tak, aby sroubovice byla uzaviena. Znaménko sily singularity vsak urc¢ujeme z narustu
¢i poklesu faze pri obéhu kolem singularni ¢ary v matematicky kladném sméru po myslené
uzaviené kiivee lezici v roviné z = konst. Proto bude mit sila singularity v pravé a levé
¢asti singularni smycky opacnd znaménka. Ke zméné znaménka dochazi ve dvou bodech,
v nichz je vektor te¢ny k singuldrni kiivce kolmy na smér osy z.

Pti plynulé zméné amplitudy A; musi dojit k plynulému pfechodu mezi usporadanim
singularnich krivek z obrazku 3.24b v usporadani z obrazku 3.24c, resp. naopak. Jedinym
moznym prechodnym stavem, ktery tuto plynulost zarucuje, je situace z obrazku 3.24a.
Uspotadani singularnich kiivek z obrazku 3.20b se tedy nemuze pii skladani ¢ty rovinnych
vin realizovat.

Podotknéme jesté, ze ke kiizeni singularnich kiivek dochazi proto, ze vzédjemny vztah
souc¢tu amplitud A; + Ay a As + As je vice symetricky (soucty jsou si rovny), nez kdyz
se kiivky nekiizi (jeden ze souctu je vétsi nez druhy). Podobnd situace nastava pro
tzv. Chladniho obrazce, do kterych se pii rozezvuceni kovové desky usporadaji zrnka
pisku rozsypana po jejim povrchu. Jeden z nejjednodussich Chladniho obrazcu vzniklych
na ctvercové desce je schématicky zakreslen na obrazku 3.25a, zrnka pisku jsou nahro-
madéna podél kiivek vytazenych tlustou carou. Pokud bychom méli moznost plynule
meénit rozméry desky, pii deformaci v jednom sméru do tvaru kosoctverce by Chladniho
obrazec vypadal podle obrazku 3.25b (viz [9]). Pii deformaci desky do tvaru kosoctverce
v opacném sméru by obrazec meél tvar podle obrazku 3.25c. Ke kiizeni ktivek, podél nichz
systému — ¢tvercova deska ma vétsi symetrii nez kosoctvercové desky.

Uvedené chovani singularnich kfivek i Chladniho obrazct tizce souvisi s tzv. snimanim
degenerace pii snizeni symetrie hamiltonianu v kvantové mechanice.
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a) b) c)

Obrézek 3.25: Jeden z nejjednodussich Chladniho obrazcu pro a) ¢tvercovou desku, b) des-
ku deformovanou v kosoctverec v jednom sméru, c¢) desku deformovanou v kosoctverec
v opacném smeéru.

3.6 Chovani funkce 1) v okoli singularni ¢ary

Nyni se budeme vénovat popisu chovani skalarni komplexni funkce v v blizkosti singularni

kiivky, pfitom budeme prevazné vychazet z [16]. Nejprve se omezime na dvourozmérny

prostor, tedy na rovinu, v niz se nachazi bod P s fazovou singularitou. V této roviné

definujme kartézskou soustavu soutadnic (z,y) a také polarni soustavu soutradnic (r, ),

obé s pocatkem v bodé P. Pro pozdéjsi ticely doplnime jesté spolecnou osu z, ktera s osami

x,y Vytvarl pravotocivou kartézskou soustavu soutadnic a ma rovnéz pocatek v bodé P.
Je-1i funkce 1) zapsana ve standardnim tvaru

=&+ in = e'X, (3.63)

muzeme v kazdém bodé roviny definovat vektor hustoty toku (zkrécené vektor toku)

j=Im(y*Vy) = Vn —nVE = 0*Vy. (3.64)

Z posledni rovnosti plyne, ze vektorové pole j je invariantni vzhledem ke globalni zméné
faze a smér vektoru hustoty toku je shodny se smérem gradientu faze. Popisuje-li funkce 1)
amplitudu linearné polarizované elektromagnetické viny, smér vektoru j odpovida sméru
Poyntingova vektoru. Podobné v kvantové mechanice, kde 1 predstavuje vinovou funkci,
ma j vyznam hustoty toku pravdépodobnosti.

Na rozdil od vektorového pole gradientu faze, které jsme pro sroubovou a hranovou
singularitu diskutovali v ¢astech 3.3.1 a 3.3.2, je vektorové pole j virové. Kvuli této vlast-
nosti vektoru toku se nékdy misto pojmu fazova singularita pouziva termin opticky vir.

V analogii s mechanikou kontinua muzeme v kazdém bodeé roviny definovat vektor viru
hustoty toku (zkracené vektor viru)

1
Q:§V><j:V§><Vn. (3.65)

Nachazi-li se v bodé P roviny zy fazova singularita sily s = +1, ma v tomto bodé vektor
2 jednotkovou velikost. Jeho orientace je zavisla na znaménku sily singularity. Pro s =1
je orientovan ve sméru vektorového soucinu e, x e, bazovych vektoru kartézské soustavy
soutadnic (tj. ve sméru osy z), pro s = —1 mifi ve sméru opacném. Je-li absolutni hodnota
sily singularity vétsi nez jedna, muze pro nékteré funkce ¢ dojit k tomu, ze vektor €2 je
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v bodé P nulovy, zatimco v okolnich bodech nulovy neni. Vektor viru lze tedy vétsinou
pouzit pouze pro urc¢eni znaménka sily singularity, jejiz absolutni hodnota je rovna jedné.
Jako priklad diskutujme hranovou a Sroubovou singularitu, jejichz zdkladni vlastnosti
jsme popsali v castech 3.3.1 a 3.3.2.

Vypoctéme nejdiive vektorova pole j a €2 pro hranovou singularitu. Protoze funkce
1 zadand vztahem (3.10) je pouze funkei proménnych z,y, muzeme rovnou pouzit de-
finiénich vztahtu (3.64) a (3.65), dostaneme

i=(=y,x+ k(= +¢%),0), Q= (0,0,1+ k). (3.66)

V bodé P[0, 0, z] je z-ové slozka vektoru viru € rovna jedné, coz odpovidé sile hranové
singularity s = 1.

U sroubové singularity (3.13) budeme pocitat prumét vektoru toku j do roviny z = 0.
Pritom s vyhodou vyuzijeme zapisu slozek vektoru j a €2 ve valcovych soufadnicich

(r,0,2), tedy

j=1(0,70), Q=(0,0,1). (3.67)

V bodé P[0, 0,0] méa vektor viru z-ovou slozku rovnu jedné, tedy sila singularity je s = 1.

Pro obecnou sroubovou singularitu (3.18) sily s = &I, kde [ je pfirozené cislo, vsak
dostaneme

j=(0,£0r*710), Q= (0,0, £y (3.68)

z ¢ehoz je videét, ze pro |s| > 1 je z-ova slozka vektoru viru v bodé P nulové. Nésledujici
rozbor tedy bude platit pouze pro fazové singularity sily s = 41 (resp. singularity, pro
néz je vektor viru v bodé P nenulovy).

Vlastnosti vektoru toku j a viru € nyni vyuzijeme pii popisu vzajemného vztahu
kvadratu amplitudy o? a velikosti gradientu fdze |Vx| v okoli bodu se singularitou f4ze.
Pfitom budeme postupovat podle [16]. V blizkém okoli bodu P zvolime bod P’, jehoz
polohovy vektor oznac¢ime r. Pro hustotu toku j v bodé P’ muzeme napsat priblizny
vztah

j(r) =&V —nVE~ (VE-1)Vn — (Vi - 1)VE, (3.69)

pricemz vSechny derivace jsou vycisleny v bodé P. Upravou pomoci vektorovych identit a
definice vektoru viru dostaneme

j) = (VEXVn) xr=Qp X1, (3.70)

kde Qp jsme oznacili vektor viru hustoty toku v bodé P. Srovnanim poslednich rovnosti
v (3.64) a (3.70) ziskdme pro bod P’ vztah mezi vektorem hustoty toku, gradientem faze
a kvadratem amplitudy ve tvaru

*Vx =j(r) ~Qp xr. (3.71)

Vzhledem k orientaci vektori p a r bude mit gradient faze v bodé P’ pouze slozku
ve sméru bazového vektoru e,. Vyjadienim operatoru nabla v polarnich souiadnicich
dostaneme pro velikost gradientu faze vztah

10
Vx| = -2

= 12
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Pro velikost vektoru toku j tedy plati

2
. o” Ox

=7Qp = 0*|Vyx| = —==, 3.73

j=r8p =0’ Vx| = 90 (3.73)

pritom jsme do velikosti vektoru viru 2p = 41 zahrnuli i znaménko plynouci z vek-

torového soucinu Qp X r. Z rovnice (3.73) nakonec dostdvame vztah mezi kvadriatem
amplitudy a velikosti gradientu faze

2 T’QP TQQP

v 2

0 (3.74)

Odtud je vidét, ze v blizkém okoli singuldarniho bodu je kvadrat amplitudy nepiimo
umérny velikosti gradientu faze. Popisuje-li funkce 1 amplitudu linedarné polarizované
elektromagnetické vlny, pak p? je intenzita, kterou naméii detektor. Tedy v blizkosti
fazové singularity je intenzita nepiimo timérnd velikosti gradientu faze.

Rozepiseme-li jesté pomoci Taylorova rozvoje velikost kvadratu amplitudy v bodé P’,
dostaneme

0* ~ v VY = (r- V&) + (r- Vi)™ (3.75)

Kfiivkami konstantni hodnoty ¢? v blizkém okoli bodu P tedy obecné budou elipsy.

Zobecnéni dosavadniho postupu na pripad singularni kiivky v trojrozmérném prostoru
je pomeérné snadné. Na singularni kiivce zvolime konkrétni bod P, v ném sestrojime vektor
tecny k singularni kiivce a rovinu kolmou k teénému vektoru. Na této roviné zavedeme
lokalni kartézské a polarni souradnice, obé s pocatkem v bodé P. Vektor viru Qp pak
bude rovnobézny s vektorem tecnym k singularni kfivce.

Nyni se pokusime chovani funkce 1 v okoli singularni ¢ary analyzovat podrobnéji
na vlastnich ptikladech. Zavislost kvadratu amplitudy na velikosti gradientu faze a také
tvar kiivek konstantni hodnoty ¢* v okoli singuldrni ¢dry muzeme vykreslit pro konkrétni
funkci . Pritom vyuzijeme postupu popsanych v ¢ésti 3.4. Pti interferenci tif rovinnych
vin s vilnovymi vektory

ki = (Ak,0), ko= (—Ak,0), k= (0,Ak) (3.76)

a amplitudami

A =04, Ay=1, A;=07, (3.77)

budou mit singularni krivky tvar rovnobéznych piimek. V jedné Talbotové buiice se
nachazi ¢tyti singularni primky, viz obrazek 3.26. Vypoctem slozek vektoru k; x ko +
ks x k3 + k3 x ki se lze presvédcit, ze singularni kiivky jsou rovnobézné s osou z. V roviné
z = 0 vybereme fazovou singularitu, nachézejici se v bodé P|x, 3o, 0]. Sestrojime kruznici
se sttedem v tomto bodé a polomérem r, jejiz rovnice jsou

T =xo+rcosyp, y=1yo+rsine. (3.78)

Zavislost fize y na azimutalnim hlu ¢ je vykreslena na obrazku 3.27a, zdvislost o
na uhlu ¢ na obrazku 3.27b. Z grafu je vidét, ze v mistech rychlé zmeény faze je velikost
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1 0

Obrazek 3.26: Singuldrni krivky pfi interferenci t¥i rovinnych vin.
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Obrazek 3.27: Zavislost a) fdze y na thlu ¢, b) kvadratu amplitudy ¢* na thlu ¢. Tvar
kiivek konstantni velikosti ¢) faze yx, d) kvadrdtu amplitudy o°.
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kvadratu amplitudy mala a naopak. Pti obéhu kolem celé kruznice proti sméru hodinovych
rucicek faze klesne o 27, coz odpovida modré barvé bodu singularni cary.

Na obrazku 3.27d jsou vykresleny kiivky konstantni velikosti kvadratu amplitudy o?
v blizkosti bodu P, jejich tvar odpovida elipsam. Pro piehlednost jsou na osach grafu
vyneseny rozdily x —xg a y — yo. Na obrazku 3.27c¢ jsou ktrivky konstantni velikosti faze .
Hodnoty faze, pro které jsou kfivky vykresleny, jsou rozdéleny rovnomérné na intervalu
(—m, 7). Vsechny kiivky se paprskovité sbihaji do bodu P, kde neni féze definovéna,
pficemz ve sméru hlavnich poloos elips odpovidajicich konstantnim hodnotam p? je jich
pomérné hodné blizko u sebe. Tato nerovnomérnost ziejmé plyne z nepiimé tmeéry mezi
kvadratem amplitudy a velikosti gradientu faze.

Vréatime-li se k piipadu interference ¢ty rovinnych vin se stejnymi amplitudami, ktery
jsme v jiné souvislosti podrobné diskutovali v ¢asti 3.5, muzeme si vSimnout zajimavého
jevu. Pro ruzné hodnoty parametru v, ktery urcuje polohu na singularni piimce I, jsou
zavislosti faze a kvadratu amplitudy na tthlu ¢ odlisné. Zduraznéme, ze pro tento piipad je
tihel ¢ definovan v roviné kolmé na smér singularni piimky, ktery je dan vektorem (3.49).
Pribéh zminovanych zavislosti je pro tii ruzné hodnoty parametru v € (0, 1) vykreslen
na obrézku 3.28. V souhlasu s rovnici (3.62) hodnota faze se vzrustajicim thlem ¢ klesa.

Ve vsech tiech pripadech stale plati, ze v mistech rychlé zmény faze s dhlem ¢ je
hodnota kvadratu amplitudy mald a naopak. Rozdil vsak je v rozsahu hodnot, jakych
kvadrat amplitudy dosahuje. V piipadé a) je tento rozsah nejvétsi, proto bude v tomto
piipadé nejvétsi i rozsah hodnot derivace x' = g—;f, ktera odpovida rychlosti zmény faze x
pii zméné uhlu ¢. To se v grafu projevi tim, ze v okoli ihlu ¢, jimz odpovida nejmensi
hodnota ¢?, bude v piipadé a) kiivka x(¢) klesat strméji nez v pifpadech b) a c). Naopak
v okoli 1hlu ¢, jimz odpovidd nejvétsi hodnota ¢*, bude v pifpadé a) kiivka y(¢) klesat
pomaleji nez v piipadech b) a c). Naskyta se tedy otdzka, zda se d4 alespon kvalitativnée
predpovidat, jestli bude rozsah hodnot rychlosti zmény faze s thlem ¢ maly nebo velky
podle toho, kde se nachdzime na singuldrni piimce.

Na obrazku 3.28 jsou vykresleny také fazorové diagramy zachycujici vzajemné uspora-
dani fazoru jednotlivych rovinnych vin v bodech singularni pifimky urcenych parametrem
v. Pripomenme, ze vzdy dvojice fazoru 1,19 a 13,14 jsou opacné orientované, barevné
oznaceni je stejné jako na obrazku 3.21. Z fazorovych diagramiu na obrazku 3.28 je vidét,
7e kdyz jsou dvojice opaéné orientovanych fazort téméf rovnobézné, je rozsah hodnot o?
a x' vetsi, nez kdyz jsou dvojice opacnych fazoru témér kolmé.

Graf zdvislosti absolutni hodnoty |x’| na parametru v € (0,03;0,97) a thlu ¢ je vy-
kreslen na obrazku (3.29). Pro hodnotu v zhruba uprostifed mezi nulou a jednickou je
maximalni hodnota |y/| mnohem mensi, nez kdyz se v blizi nule nebo jednicce, kdy ma-
ximum |x’| narustd do nekonecna (proto byl z praktickych duvodu zvolen pouze vyse
uvedeny interval hodnot v). Pro v = 0 jsou obé dvojice fazoru rovnobézné, pro v = 0,5
jsou kolmé a pro v = 1 opét rovnobézné. Zhruba lze tedy tict, ze ¢im vice jsou v konkrétnim
bodé singularni piimky dvojice opa¢nych fazoru vzajemné natocené (maximum natoceni
nastava pokud jsou dvojice fazoru na sebe kolmé), tim rovnomérnéji se bude faze pii
obéhu kolem sestrojené kruznice ménit.

Tyto vlastnosti muzeme vysvétlit pomoci fazorového diagramu, zachyceného na ob-
razku 3.30. Orientaci kazdého z fazoru 1, kde n nabyva celo¢iselnych hodnot od jedné
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Obrazek 3.28: Zavislost faze y a kvadratu amplitudy o na azimutalnim thlu ¢ pii obéhu
po kruznici kolem singuldrni piimky I z obrdzku 3.19 pro hodnoty parametru a) v = 0,1,

b) v =0,25,¢c) v =04.

1.4

124

14

_ 084
= 0.6 4 '

0.4~ Mg

e &&3‘3‘3‘:&& : \\“\\\\\ii

st

0.5

Obrazek 3.29: Zavislost absolutni hodnoty |y’| na parametru v a thlu ¢.
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do ¢tyf, budeme popisovat thlem, ktery oznacime 6,,. Pokud bychom fazorovy diagram
kreslili pro bod nachézejici se piimo na singularni piimce, mély by tyto uhly hodnoty,
které oznacime 6y,. Amplituda vsech vin je rovna jedné, proto budou mit fazory jednot-
kovou velikost. Protoze na singularni ptimce jsou dvojice fazoru 1,19 a 13,1, opacné
orientované, bude platit

902 = 901 + ™, (904 = (903 + 7. (379)

Pti obéhu kolem singularni ptimky po kruznici lezici v roviné kolmé na jeji smeér se orien-
tace kazdého z fazoru bude lehce ménit. Na obréazku 3.30 je to nazna¢eno malymi Sipkami,
které ukazuji, ze fazory budou oscilovat kolem svych rovnovaznych poloh danych thly 6y,.

Vyslednou vlnu 1 v konkrétnim bodé kruznice, po niz obihdme singularni piimku,
muzeme obecné zapsat

= an(en) = Z exp [len] . (380)

Pokud kruznice, po které obihame singularni primku, nebude prilis velka, bude zména
df,, thlové polohy fazoru v diagramu mala. Rozepiseme-li 6, = 6y, + df,,, muzeme pro
vyslednou vInu ) napsat priblizny vztah

P = Z Un(Oon, + d6,) = Z exp [i0o,] + Ziexp [i6o,]d0,, , (3.81)

Vysledkem prvni sumy je nula, nebot to je vyraz pro vyslednou vlnu v na singuldrni
primce. S vyuzitim vztahu (3.79) a souctovych vzorcu pro goniometrické funkce dojdeme
k vyrazum pro redlnou ¢ast £ a imaginarni ¢ast n vysledné viny

5 = (d@g — d01) sin Q()l -+ (d94 - deg) sin 903 s

n = —(deg - d01) COS 001 - (d€4 - deg) COS Qog . (382)
Nyni je tfeba analyzovat, jak se tyto vztahy budou chovat v zavislosti na rozdilu ihlu 6y,
a o3, coz odpovida vzajemnému natoceni dvojic opaénych fazoru vy, 1o a 13,14 v bodé

na singularni piimce. Protoze je dulezity rozdil uhlu 6y, a 63, muzeme pro zjednoduseni
popisu zvolit dp3 = 0. Vztahy (3.82) prepiseme

5 = (deg — d01) sin Q()l s

n = —(deg - d91) COS 901 — (d(94 — d93) . (383)
Jestlize 0y — 7, muzeme pro fazi y vysledné viny priblizné napsat
df, — dé
X = arctan I ~ arctan l—ﬁ} : (3.84)

Protoze vyrazy v citateli a jmenovateli zZlomku, ktery je argumentem funkce arcus tangens,
se s thlem ¢ méni zhruba stejné rychle a jejich hodnoty se pohybuji v priblizné stejnych
intervalech, bude se faze y s ihlem ¢ ménit vcelku rovnomérné. Pokud naopak 6y — 0,
pti pouziti ptiblizného vyjadieni sin 6y; = 0y, bude platit

(dby — dby) + (dby — deg)l
(901 (d92 — d91)

= arctan n ~ arctan |— 3.85
X ¢
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Jelikoz 0y, je malé ¢islo, je v tomto pripadé interval hodnot citatele zlomku v argumentu
funkce arcus tangens mnohem vétsi nez interval hodnot jmenovatele. Féze x se proto
s tihlem ¢ muze ménit mnohem rychleji i pomaleji nez v piipadé 0y, — 7.

Rozdilny prubéh faze x v zdvislosti na ihlu ¢ pro ruzné hodnoty parametru v pouka-
zuje na to, ze také tvar plochy konstantni faze bude v riznych castech singularni primky
odlisny. Na obrazku 3.31 je pro ruzné intervaly hodnoty parametru v vykreslena plocha
konstantni fize odpovidajici hodnoté x = 7. Soufadnice x,y uvedené na osach grafi jsou
pomocné lokalni soufadnice definované v roviné kolmé na smér singularni piimky tak,
ze bod s fazovou singularitou lezi v jejich pocatku. Intervaly hodnot parametru v byly
zvoleny tak, ze jejich dolni meze jsou rovny hodnotam v pouzitym u obrazku 3.28. Str-
most plochy konstantni faze na obrazku 3.31a se s tthlem ¢ méni pomérné hodné, naopak
na obrazku 3.31c je pro ruzné uhly ¢ témér stejnd, Sroubovice je pak velmi podobna
sroubovici z obrazku 3.8a pro nejjednodussi sroubovou singularitu sily s = 1.

na
W,

Y,

v,

Obréazek 3.30: Fazorovy diagram pro bod na singularni piimce. Malymi Sipkami je na-
znaceno, ze pri obéhu po malé kruznici kolem singularni piimky se bude tihlova poloha
fazoru lehce ménit.

0.1002, - 02502, 0.4002.

5 04001 - > 0.2501. > 04001 4

Obrazek 3.31: Tvar plochy konstantni faze odpovidajici hodnoté xy = 7 pro ruzné intervaly
hodnot parametru v.



Kapitola 4

Laserové svazky obsahujici fazovou
singularitu

V nésledujici ¢asti prace se budeme zabyvat nékterymi ptibliznymi fesenimi vlnové rov-
nice, ktera obsahuji fazovou singularitu a jsou zaroven dulezitd z experimentalniho hle-
diska. Konkrétné nam pujde o laserové svazky, jejichz komplexni amplituda je v roviné
kolmé na osu svazku imérna soucinu Gaussovy funkce a pridruzeného Laguerrova poly-
nomu. Tyto tzv. Laguerrovy-Gaussovy médy maji singularitu faze na ose svazku, tvar
plochy konstantni faze v jejim okoli odpovidéa Sroubové singularité. LG mdédy jsou jedny
z moznych TeSeni tzv. paraxidlni vinové rovnice, kterou nyni odvodime.

4.1 Paraxialni vlnova rovnice

Podobné jako v ¢asti 3.2 prejdeme za predpokladu ¢asové periodic¢nosti feseni od vlnové
rovnice

1 0(r,0)

2
\V4 w(r,t) = C2T (41)
pro skalarni komplexni funkci ¢ (r, t) k Helmholtzové rovnici
V2(r) + k*(r) = 0. (4.2)

pro prostorovou ¢ast 1(r). Pfitom jsme oznacili k velikost vlnového vektoru. V prostoru
definujeme kartézskou soustavu soufadnic (x,y, z) a také vélcovou soustavu souradnic
(r,p, 2), které maji spolecnou osu z.

Svazky laserového svétla jsou znamy tim, ze s narustajici vzdalenosti od osy svazku
amplituda viny rychle klesa — svazek je uzky a také malo rozbihavy. Zvolime-li hlavni
smér §iteni svazku podél osy z (tzv. paraxidlni aproximace), muzeme feseni Helmholtzovy
rovnice predpokladat ve tvaru

V(x,y,2) = u(x,y, 2)e™. (4.3)
Pritom funkce u(z,y, z) zavisi na soutadnici z jen velmi slabé. Po dosazeni do rovnice
(4.2) dostaneme
0*u ou
2 : _
Viu+ 92 + 21k:$ =0, (4.4)

26
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kde operator V2 vyjadreny v kartézskych, resp. vdlcovych souradnicich m4 tvar

, P 2_18(6) 1o

VT—@—Fa—yw resp. VT—;g rw L

(4.5)

Protoze se funkce u(x,y, z) pii zméné souradnice z o hodnotu vlnové délky zmeéni velmi
< |ku| a nésledné také %
hou derivaci podle proménné z v rovnici (4.4) pak dostdvame pro funkci u(zx,y, z) tzv.
paraxialni vlnovou rovnici

du
0z

malo, bude platit < ‘k‘%‘. Zanedbanim c¢lenu s dru-

Ju
0z
K této rovnici jsme dosli na zakladé pozadavku, aby hlavni smér siteni svazku byl podél
osy z. Tuto soutadnicovou osu tedy ztotoznime s osou laserového svazku. Nyni potiebuje-
me najit takové feseni paraxialni rovnice, pro néz bude s narustajici vzdalenosti od osy z
amplituda rychle klesat. Pritom budeme postupovat podle [32].

Viu + 2ik 0. (4.6)

4.2 Zakladni mod laserového svazku

P1i hledéni funkce u(z,y, z), kterd ma tuto vlastnost, muzeme vyjit z jednoduché pred-
stavy kulové viny sitici se z bodového zdroje umisténého v pocatku kartézské soustavy
soutadnic. Funkce 1 (r) popisujici prostorovou ¢ést této viny ve vzdélenosti |r| od zdroje
zateni je

eik|1‘|

(r) o

V blizkém okoli osy z muzeme pro vzdalenost |r| pouzit aproximaci

2 .2
|r|:\/x2+y2+22xz+x2+y . (4.8)
z

Po dosazeni do (4.7) bychom dostali vyjadieni viny ¢ (r), které je formélné podobné rovnici
(4.3) a z néhoz plyne konkrétni predpis pro funkci u(z,y, 2).

Na zdkladé jinych argumentu a mnohem podrobnéjsiho rozboru (viz [32]) 1ze dospét
k vychozi funkci

T (4.7)

T2 42
(r) = L exp lW] exp [ikz] = u(z,y, z) exp [ikz], (4.9)
jez se od té, kterou bychom ziskali pomoci uvahy s kulovou vlnou, lisi konstantou 1/iA.
Piimym dosazenim lze ovérit, ze Cast oznaCend u(z,y,z) je TeSenim paraxidlni vlnové
rovnice (4.6). Z tohoto tvaru funkce u(zx,y, z) nyni vyjdeme pii konstrukei funkce popi-
sujici tzv. gaussovsky svazek. Ten jiz bude splnovat pozadavek rychlého poklesu amplitudy
s narustajici vzdalenosti od osy z.

Jeden z bézné pouzivanych postupu, jak tuto funkeci ziskat, spoc¢iva v nahrazeni pro-
ménné z komplexnim vyrazem z — izg. Funkci u(x,y, z) z rovnice (4.9) tedy pirepiseme

A ik(z? + yQ)]
i(z —izg) 2(z —izg)

u(z,y,2) = exp l (4.10)
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kde A je normovaci konstanta, do niz jsme zahrnuli i vlnovou délku A. Pomoci uprav

1 ) (4.11)
z —izp 22+ 2% '
1 _ ag—iz \/ 22 + 2% exp {i arctan (—i)} (4.12)
i(z —izg)  2242% 22+ 2% '
a vlastnosti arctan (—a) = — arctan (o) dostaneme
A , z k(2% +y?)(z +izR)
u(z,y, 2) = —————=exp [—1 arctan (—) ex [ 4.13
( ) [22 1 22 2R 2(22 4 2%) (4.13)
Oznacime-li
1 z
- = — 4.14
R 224 2% ( )
2 2 2
w’ = ﬁ<1+2—2>:w3<1+2—2>, (4.15)
k 2% 2%
tanf = — : (4.16)
%R
1ze rovnici (4.13) prepsat
21 22 + 12 ik(z? + y?) .
u(z,y,z) = \/; — exp [— 7|y | P [—i0] . (4.17)
Konstantu 1/2/7 1ze odvodit z podminky pro normovani v roviné z = 0
/ lu(z,y,z=0)*dzdy =1. (4.18)

Zduraznéme, ze funkce (4.17) je pfesnym Fesenim paraxidlni vlnové rovnice. Gaussovsky
svazek, jehoz siteni v prostoru je popséno funkei (4.17), je oznacovan jako zakladni méd
laserového svazku. Pomoci néj lze nalézt dalsi feseni paraxialni rovnice, kterd jsou o né-
gaussovského svazku a vysvétlime vyznam velicin zavedenych rovnicemi (4.14) az (4.16).

Amplituda zdkladntho moédu je v roviné kolmé na osu z modulovana Gaussovou
funkef e~ @*+)/v* odtud ndzev gaussovsky svazek. Polomér svazku w(z) je definovan
jako vzdalenost od osy svazku, na niz amplituda poklesne e-krat oproti hodnoté na ose.
Nejmensi polomér ma svazek v roviné z = 0, kde nabyva hodnoty wy, tato rovina je
oznacovana jako pas svazku.

Parametr R zavedeny rovnici (4.14) je polomér kiivosti vlnoplochy v dané roviné
=z = konst, faktor e*(@*+¥*)/2R yyiadiuje skutecnost, ze vinoplochy jsou zakfivené. Z rovnice
(4.14) je videét, ze pro z = 0 a z — 00 je |R| — o0, tomu odpovidd vlnoplocha ve
tvaru roviny kolmé na osu svazku. Absolutni hodnota poloméru kiivosti nabyva nejmensi
hodnoty v rovinach z = +zp. Velic¢ina zi je oznacovana jako Rayleigho vzdalenost, jeji
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dvojnasobek b = 2z jako konfokélni parametr. Z rovnice (4.15) plyne, ze polomér svazku
v rovindch z = £z je w(£zr) = v2w,. Geometricky vyznam parametri je zndzornén na
obrazku 4.1.

Fazovy ¢len 6 definovany rovnici (4.16) se oznacuje jako Gouyuv fazovy posuv a od-
povida odchylce faze gaussovského svazku na ose z od faze rovinné viny s vinovym vek-
torem o velikosti k, ktera se Sifi ve sméru osy z. V roviné z = 0 jsou faze gaussovského
svazku a této rovinné viny shodné, pro z — +oo je § = +7/2.

Obrazek 4.1: Geometricky vyznam parametru gaussovského svazku.

4.3 Vyssi mody laserového svazku

Ze znalosti predpisu (4.17) pro zdkladni méd lze nalézt funkce popisujici vyssi médy,
které jsou rovnéz resenimi paraxialni rovnice. Podrobné je cely postup zpracovan v [33],

VVVVVV

paraxidlni rovnice pouziji kartézské souradnice (z,y, z), dojdeme k funkci

=S (D) (e 23] 2525).

w? 2R
X exp [—i(m +n+1)0], (4.19)

kde C,,, je normovaci konstanta a funkce H,,, H,, jsou Hermitovy polynomy. Indexy m,n
tedy mohou byt pfirozena ¢isla nebo nula. Protoze amplituda funkce (4.19) je v roviné
kolmé na osu z tmeérnd soucinu Hermitovych polynomu a Gaussovy funkce, jsou laserové
svazky popsané touto funkei oznacovany jako tzv. Hermitovy-Gaussovy mody.

Pokud se pfi hledani feseni paraxialni rovnice pouziji véilcové souradnice (r, @, z), lze
dojit k predpisu

!
Ch (TV2 2r? r? ikr? .
up(r, @, 2) = —= (—) Ly, <ﬁ> exp [—@] exp [—] exp [Fily] X

w w 2R
x exp [—i(2h + 1+ 1)0] , (4.20)

kde Cj,; je normovaci konstanta a funkce L} je pridruzeny Laguerriiv polynom. Koeficienty
h,l mohou byt prirozena ¢isla nebo nula. Pro laserové svazky popsané funkei (4.20) se
pouzivd oznaceni Laguerrovy-Gaussovy médy, nebot jejich amplituda je v roviné kolmé na
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osu z tmérnd soucinu piidruzeného Laguerrova polynomu a Gaussovy funkce. Clen rle*i®

odpovida obecnému vztahu (3.18) pro sroubovou singularitu, jejiz sila je s = +{. LG mddy

tedy predstavuji feseni paraxidlni vinové rovnice, ktera obsahuji fazovou singularitu.
Velmi zajimava vlastnost HG a LG mdédu se ukaze pii srovnani prubéhu intenzity

Imn(xayaz) = |umn(x,y,z)|2, ]hl(T,QO,Z) = ‘uhl(ra 2 Z>|27 (4'21)

v ruznych rovinach z = konst laserového svazku. Ve vsech ¢lenech vystupujicich ve
vyrazech pro intenzitu jsou soutadnice x,y a také r skalovany faktorem w, jehoz zavislost
na soutadnici z je ddna vztahem (4.15). Rozlozeni intenzity v ruznych rovinach kolmych
na osu svazku se proto bude lisit pouze skalovanim.

Funkce (4.19) a (4.20) jsou FeSenimi téze rovnice, proto by meélo byt mozné vyjadrit
up(r, , z) jako linedrni kombinaci jistych w,,,(x,y, 2) a naopak. Z predpisu pro funkce
popisujicich HG a LG mdédy je vidét, ze soucin

2%+ 92 ik(2? + y?)
exp |— 3 exp —SF

je shodny pro oba typy feSeni paraxidlni rovnice, staci tedy porovnavat ostatni cleny.
Ziejmé by se mélo rovnat vyjadieni Gouyova fazového posuvu, z ¢ehoz pro koeficienty
m,n a h,l dostaneme podminku

m+n=2h+1. (4.22)

Budeme-li chtit ziskat zépis funkce uy (7, ¢, 2), jejiz hodnota souctu 2h + 1 je pevné dana,
jako linearni kombinaci u,,,(z,y, z), pak v této kombinaci mohou vystupovat pouze ta-
kové souciny Hermitovych polynomu, jejichz koeficienty m,n spliuji podminku (4.22).
Obecny vztah pro tuto linedrni kombinaci uvedeny v [28] mé pii volbé n > m pomérné
komplikovany tvar

n+m . )
> (@20 P 0) Hyy gy () Hy (y) = 270 (1) ml (2 4-iy)™ L™ (22 +y?) | (4.23)
k=0

kde Ny
S (R LR [ (4.24)

Pro vétsi prehlednost zapisu jsme v argumentech jednotlivych funkei pouzili proménnych
x,y bez skalovacich faktort.

e~/

Ho(z) = 1 Li(z) = 1
Hi(z) = z Li(z) = —x+1+1 (4.25)

Jednoduchym prikladem, na némz muzeme ukézat vlastnosti vztahu (4.23), je rozklad

(z +iy)Ly(2® + y°) = Hy(z)Holy) + iHo(z)Hy(y) (4.26)
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kdy na obou stranich vyjde shodny vyraz x + iy = rel?. Ten odpovidd vztahu (3.13)
pro nejjednodussi sroubovou singularitu sily s = 1. Fyzikalni vyznam linearni kombinace
(4.26) je primy. Laserovy svazek obsahujici sroubovou singularitu sily s = 1 muzeme
vytvorit slozenim dvou svazku, jejichz amplituda je imérnéa pouze souradnici x, resp. y, a
jejichz fazovy rozdil je 7. Pro vyssi hodnoty koeficientu h, ! davé rovnice (4.23) mnohem
komplikovanéjsi vztahy, nicméné fyzikdlni vyznam zustava v principu stejny.

4.4 Prvni analogie s kvantovou mechanikou

Vratme se nyni zpét k paraxidln{ vinové rovnici (4.6) a piepisme ji do tvaru

O0u 1

182 2k
Po této upravé je dobie vidét, ze paraxidlni rovnice je formdalné shodnd s kvantovou
Schrodingerovou rovnici pro volnou ¢astici ve dvou dimenzich, pricemz cas t je nahrazen
soutadnici z a zlomek m/h odpovida velikosti vinového vektoru k. Popis sifeni laserového
svazku podél osy z tedy bude mit spolecné prvky s popisem c¢asového vyvoje stavu volné
¢astice ve dvou dimenzich. Funkce (4.19) a (4.20) pak z pohledu kvantové mechaniky
predstavuji casové zavislé vinové funkce zapsané v soutradnicové reprezentaci. Analogie
mezi paraxidlni a Schrodingerovou rovnici je strucné diskutovana napt. v [30]. V této ¢asti
se ji pokusime podrobnéji rozpracovat.

Z kvantové mechaniky je zndmo, ze od popisu kvantového stavu pomoci vinové funkce
lze prejit k popisu tohoto stavu ve fazovém prostoru (x,p) pomoci tzv. Wignerovy kva-
zidistribuéni funkce. Ta je pro jednorozmérnou casové zavislou vlnovou funkei wu(z,t)
definovana vztahem

_i * _ g ipq < q )
W(:p,p,t)—%r/u (x 2,t>e ulx+=,t)dg, (4.28)

Viu. (4.27)

2

Pro obecnou vlnovou funkci zavisejici na N soufadnicich muzeme sestrojit Wignerovu
kvazidistribuéni funkci, kterd je zavisla na téchto N soufadnicich a N k nim konjugo-
vanych hybnostech. Wignerova funkce je do jisté miry analogickd klasické distribuéni
funkci F(z,p,t) ve fadzovém prostoru, avsak jeji vyznam a vlastnosti jsou lehce odlisné.
Uvedme jen struéné nékteré z nich.

Pokud funkci W (z, p, t) zintegrujeme pies p pro konstantni cas ¢, dostaneme rozlozeni
pravdépodobnosti naméteni vlastni hodnoty souradnice z, tedy

/ W (z, p,t) dp = [u(z, )[2. (4.29)
Podobné pii integraci funkce W(x,p,t) pres = dostaneme rozlozeni pravdépodobnosti
naméteni vlastni hodnoty p. Déle lze ukédzat, ze funkce W (z, p, t) muze nabyvat zapornych
hodnot, coz je velmi podstatny rozdil oproti klasické distribuéni funkci, kterd musi byt
vzdy vétsi nebo rovna nule.

Protoze vlnova funkce u(x,t) zavisi na case, bude na ném zaviset i Wignerova kvazi-
distribuce W (z, p, t). Problém ¢asového vyvoje Wignerovy funkce je podrobné diskutovan
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napf. v [34]. Nés budou zajimat nékteré jeho konkrétni vlastnosti, které maji jistou sou-
vislost s funkcemi (4.19) a (4.20) popisujicimi siteni laserového svazku podél osy z.

V [34] je odvozeno, Ze pokud je vinova funkece u(x,t) feSenim Schrédingerovy rov-
nice, v niz vystupuje konstantni, linearni nebo kvadraticky potencidl, bude ¢asovy vyvoj
piislusné Wignerovy funkce spliiovat stejné vztahy, jako klasicka distribuce F'(x,p,t). Pro
tu plati tzv. Liouvilleova rovnice

H H
%F(:p,p, t) = %%F(:p,p, t) — aa—p%F(x,p, t), (4.30)
v niz H je klasicky hamiltonian odpovidajici Hamiltonovu operatoru z dané Schrodin-
gerovy rovnice. Pokud tedy nalezneme popis casového vyvoje klasické distribuéni funkce
F(x,p,t), budeme jej moci pouzit i pro Wignerovu kvazidistribuci W (z, p,t), prestoze
maji tyto funkce odlisny vyznam.

Vratme se k paraxidln{ rovnici (4.27), kterd je analogickd Schrodingerové rovnici pro
volnou ¢éstici ve dvou dimenzich. Jeji feseni (4.19), resp. (4.20), predstavuje z pohledu
kvantové mechaniky vinovou funkci zavislou na dvou soutadnicich. Odpovidajici Wigne-
rova funkce proto bude ¢tyfrozmérna. Ve Schrodingerové rovnici pro volnou castici je
potencial ziejmé roven nule, proto se bude casovy vyvoj sestrojené Wignerovy funkce
fidit stejnymi vztahy jako vyvoj ¢tyirozmérné klasické distribuéni funkce. Pro ni bude
platit rovnice analogickd (4.30), pficemz hamiltonian bude piisluset klasické volné castici
ve dvou dimenzich.

Casovy vivoj klasické distribuce ve fazovém prostoru lze popsat pomoci pohybu bodi,
které v ném reprezentuji stavy volné castice. Zvolme v ¢ase t = 0 konkrétni bod fazového
prostoru, ozna¢me jej A. V ném ma distribuc¢ni funkce hodnotu F' a jeho soutadnice
urcuji stav konkrétni volné ¢astice, pro urcitost ji ozna¢ime Q. Nechame-li nyni plynout
¢as, muzeme ve fazovém prostoru sledovat pohyb bodu, ktery reprezentuje stav castice
Q. V obecném case t bude jeji stav reprezentovan bodem B. Z Liouvilleovy véty plyne, ze
v bodé B bude mit v ¢ase t distribuc¢ni funkce stejnou hodnotu F' jakou méla v ¢ase t = 0
v bodé A. Pro nalezeni ¢asového vyvoje klasické distribuce tedy stac¢i popsat pohyb volné
castice ve dvou dimenzich. Protoze funkce (4.19) a (4.20) jsou po fadé zapsany v kar-
tézskych a polarnich souradnicich, bude tieba pro nalezeni ¢asového vyvoje prislusnych
distribuénich funkef popsat pohyb volné ¢éstice zvlast v obou souifadnych soustavach.

Zacénéme popisem v kartézskych soutradnicich (z,y), hmotnost ¢dstice zvolme jednot-
kovou. Klasicky hamiltonian ma tvar

1

H= ) (pi +p§) , (4.31)

kde pg, p, jsou hybnosti ve smérech z,y. Oznacime-li klasickou distribu¢ni funkei v case ¢
zkracené F(t) = F(x,py,y, py, t), bude pro ni platit Liouvilleova rovnice

OF(t) _ OHOF(t) OHOF(r)  OHOF() OHOF()

ot oxr Op, Op, Ox Jy Opy dp, Oy

= Pz agit) - pyag—;) : (4.32)
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Hodnotu F(x,ps,y, py,t) ma distribuéni funkce v obecném case ¢ v bodé B fazového
prostoru o soufadnicich [z, p,, y, p,]. Stejnou hodnotu vsak mé také v ¢ase ¢ = 0 v bodé
A o soutadnicich [xg, pso, Yo, Pyo], 0znacme ji F'(zo, pzo, Yo, Pyo, 0). Bude tedy platit

F(xapxa yapyat) - F(xmsza y07py07 O) . (433)

Pro urceni casového vyvoje distribuéni funkce je nyni tieba nalézt vztahy mezi soutad-
nicemi bodu A a B. Ty lze dostat fesenim Hamiltonovych rovnic, které muzeme odvodit
z vyrazu (4.31) pro hamiltonidn. Pro dvojici veli¢in z, p, dostavame

OH . OH

:t:apz—px, px:—%—o. (4.34)
Resenim téchto diferencidlnich rovnic jsou vztahy
& = pyot + o, Pz = Pao - (4.35)
Pro dvojici y, p, bychom dostali analogické rovnice
Y = Pyol + Yo Dy = Dyo - (4.36)

Pokud z téchto rovnic vyjadiime pocateéni hodnoty jednotlivych veli¢in, mtuzeme napsat

F(xupmayapyat) = F(:E _pwtapway —pyt,py,O) ‘ (437)

Timto vztahem je casovy vyvoj klasické distribuéni funkce ve fazovém prostoru plné
popsan. Zduraznéme jesté jednou, ze formalné stejnym vztahem je popsan i ¢asovy vyvoj
Wignerovy kvazidistribuce W (z, p,, v, py, t). Piitom se jedna o tzv. aktivni transformaci,
nebot se méni pritbéh samotné distribuéni funkce a neménf se vzajemnd poloha os fazového
prostoru. Spravnost nalezeného vyjadfeni (4.37) funkce F(z,p,,y, py,t) pomoci jeji hod-
noty v ¢ase t = 0 lze po dosazeni do Liouvilleovy rovnice (4.32) lehce ovérit pomoci
pravidla pro derivaci slozené funkce.

Vzhledem k tomu, ze rovnice (4.35) a (4.36) jsou zcela nezavislé a formalné maji
stejny tvar, muzeme se omezit pouze na rovinu x, p, fazového prostoru a zakreslit do ni
bod A pro ¢as t = 0 a jemu odpovidajici bod B pro ¢as t (viz obrazek 4.2). Je ziejmé,
ze obecné maji trajektorie bodu popisujiciho v této roviné stav volné castice tvar primek
rovnobéznych s osou x.

Prubéh distribucéni funkce v obecném ¢ase ¢t muzeme také ziskat z jejiho tvaru v ¢a-
se t = 0 pomoci vhodné transformace souradnych os fazového prostoru. Takovy po-
stup se oznacuje jako pasivni transformace. Jinak feceno, chtéli bychom najit takovou
soutadnou soustavu (', pl,, ', p,,), v niz by soutadnice bodu A v ¢ase t = 0 byly shodné se
soufadnicemi bodu B v ¢ase ¢, aviak vyjadrenymi v soustavé (z, p,, y, py). Transformacni
rovnice, které splnuji tento pozadavek, jsou

T = x4 pit Yy o= y+pyt
Py = Da P, = py (4.38)
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Jestlize zvolime 2’ = 0 dostaneme piedpis pro osu p/, v zavislosti na parametrech x, p,., po-
dobné pfti volbé p!, = 0 ziskdme rovnici pro osu x’. Vzdjemné usporadani os v roviné z, p,
je zndzornéno na obrazku 4.2. Osy z, 2’ jsou shodné, osy p,,pl. jsou vzajemné natocené
o jisty thel. Konstantni hodnoté soutadnice p/, odpovidd piimka rovnobézna s osou a’,
konstantni hodnoté x’ odpovida piimka rovnobéznd s osou pl,. Z obrazku je vidét, ze
tangens uhlu, o ktery jsou natoceny osy p., p., je roven t.

P.4

Obréazek 4.2: Rovina x, p, fazového prostoru.

Z formélni podobnosti mezi Schrodingerovou a paraxialni rovnici jsme vyvodili, ze
pti prechodu od prvné jmenované rovnice k druhé je tieba ¢as ¢t nahradit souradnici z.
Provedeme-li nyni tuto zaménu i pii popisu casového vyvoje distribuéni funkce, bude
tangens uhlu, o ktery jsou natoceny osy p.,p., roven z. Jestlize budeme soufadnici z
udavat v bezrozmérnych nésobcich parametru zg, potom z rovnice (4.16) plyne, ze tihel
natoceni os p,, p.. je pfimo roven parametru 6.

Tento vysledek dava do zajimavé souvislosti parametr 6 vystupujici v predpisu (4.19)
pro HG mdédy s geometrickou interpretaci nalezené pasivni transformace ve fazovém pro-
storu. Analogické vysledky bychom ziejmé dostali pro dvojici y, p,.

Prejdéme nyni k popisu klasické volné ¢éastice ve dvou dimenzich pomoci polarnich
soutradnic (r, ¢). Hamiltonidn ma tvar

H_l -2 2 :2 _1 2 pi 439
_Q(r +r<p)—§ pr+ﬁ . (4.39)

Oznacime-li klasickou distribuéni funkei v case ¢ zkracené F(t) = F/(r, p,, ¢, py,t), bude
mit Liouvilleova rovnice pro tvar

OF(t) OHOF(l) OHOF() N OHOF(1) OHOF(t)
ot or Op, Op, Or dp Op, Op, Oy N
CPLOF()  OF(t)  ppOF(t)

r3 Op, g, r?2 Oy

(4.40)



KAPITOLA 4. LASEROVE SVAZKY OBSAHUJICI FAZOVOU SINGULARITU 65

Hodnotu F(r, p,, ¢, p,, t) ma distribuéni funkce v obecném ¢ase ¢ v bodé B o soutadnicich
7, Dr, ¢, Dy]. Stejnou hodnotu ma také v case t = 0 v bodé A o soutadnicich [ro, pro, @0, Pyol,
kterou oznacime F(zg, pyo, Yo, Pyo, 0). Bude tedy platit

F(T’, DPr, (pvpcpa t) = F(TOaprOa ()007p<p07 0) . (441)

Pro urceni casového vyvoje bychom nyni opét potiebovali nalézt obecné vztahy mezi
soutadnicemi bodu A a B. Proto budeme fesit soustavu Hamiltonovych rovnic

’]:. pu— = T 4.42 ' P —_—— = _SO .
apr p ( ) Pr Or 73 (4 44)

. 0OH  p, . OH

90 apgo TQ ) ( ) p(ﬂ agp O Y ( 5)

Z rovnice (4.45) okamzité plyne p, = p,o. Dale vezmeme rovnici (4.42), zderivujeme
ji podle ¢asu a dosadime za p, ze vztahu (4.44). Dostaneme rovnici, kterou budeme bez
dalsich komentaru upravovat, tedy

r = ? /QT
2
2pi = 2t
.
2
/ ()dt = 2 / Peoqt
T
P20
= -t (4.46)

kde C? je integracni konstanta. Protoze Hamiltonova funkce (4.39) je v pifpadé klasické
volné ¢astice rovna jeji kinetické energii F, ze srovnani vztahu (4.39) a (4.46) vyplyva
rovnost C? = 2E. Pokud je 7 = 0, nache;tzi se Castice v nejmensi mozné vzdéalenosti od
pocatku souradnic, kterd je rovna r,, = pCLQO (viz obrazek 4.3). Znaménka + ptred odmoc-
ninou v rovnici (4.46) odpovidaji priblizovani a vzdalovani ¢astice od pocatku soutadnic.
Zvolme znaménko plus a upravujme rovnici (4.46) dale

d
L =
2 — Lo

/L — /dt
027“2—]930
1

2 _
e C*r?—ply = t—K

2
p
ro= \/C%O +C2(t— K)2. (4.47)
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Béhem tprav jsme zavedli novou integracni konstantu K. Pro ¢as ¢ = 0 bude mit radialni
vzdélenost hodnotu 7, z rovnice (4.47) dostaneme

2
ro = \/% +O2K? = \/r2 + C2K?2 (4.48)

Z tohoto vztahu a obrazku 4.3 vyplyva, ze konstanta K je cas, ve kterém se ¢astice bude
nachézet v minimalni vzdalenosti r,, od poc¢atku souradnic. Konstantu K bychom mohli
z rovnice (4.48) vyjadrit a dosadit ji do vztahu (4.47), ¢cimz by v zévislosti vzdalenosti r
na case pifmo vystupovala poc¢ateéni hodnota 7. Tuto tipravu si vSak odpustime, nebot
rovnice (4.47) by tim nabyla zbytetné komplikovaného tvaru. Déle muzeme z rovnice
(4.42) lehce vyjadrit p,., vysledek je
C*(t—- K
pr=—= ( ) . (4.49)
P 1 C2(t - K)?

Jako posledni jesté zbyva dopocitat zavislost thlu ¢ na ¢ase. Po dosazeni z rovnice (4.47)
do (4.43) muzeme provést tpravy

p<,00
Do 4 C2(t — K)?
/dtp - / P2 pWOdt
b 4 Ot — K)?

¢ = arctan lwl + Om - (4.50)

Pyo

p =

Posledni integra¢ni konstanta ¢,, urcuje thlovou polohu bodu, v némz se volna ¢astice
priblizi na nejmensi vzdédlenost k pocatku soustavy souradnic (viz obrazek 4.3). Ze vztahu
(4.49) a (4.50) bychom opét mohli urcit poc¢ateéni hodnoty p,o, ¢o a nasledné je vhodnymi
tpravami dostat piimo do vyjadfen{ veli¢in p,., ¢. Tyto ipravy si rovnéz odpustime, nebot
vztahy (4.49) a (4.50) by pak byly zbytecné komplikované.

=0

Obrazek 4.3: Pohyb volné castice ve dvou dimenzich.
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Pro ptehlednost shrime feseni soustavy diferencidlnich rovnic (4.42) az (4.45) na jed-
nom misté, nebot je budeme potiebovat k dalsimu vykladu, tedy

2 C*t— K
" \/2%4_02(75_[()27 Pr = 2 ( ) ’
Py
31— K) P 1 C2(t — K)?
Y = arctan p(po + Pm p(p = DPyo - (451)

Pokud by nyni v rovnicich (4.51) pfimo vystupovaly pocateéni hodnoty jednotlivych
veli¢in, mohli bychom rovnice invertovat a ziskat vyjadieni poc¢atecnich hodnot pomoci
téch v obecném case. To 1ze skutecné provést, avsak vysledné vztahy jsou pomérné hodné
komplikované a nepiehledné. Proto se uchylime k jistému zjednoduseni — nalezneme tyto
inverzni vztahy pouze pro takové castice, pro které plati K = 0. Po malych upravach
dostaneme

o = VIO, c
Ot Pro = pr_Ta

= — arctan —
70 4 Py Peo = Do (4.52)
Konecné se tedy muzeme vratit k rovnici (4.41), pomoci které chceme popsat ¢asovy vyvoj
distribu¢ni funkce. Po dosazeni pravé odvozenych vztahu ji muzeme ptepsat

C*t C*t
F(r,pr, 0, pp,t) = F (\/7"2 +C22, p, — —v - arctan —, p, 0) : (4.53)

©

Timto vztahem je casovy vyvoj klasické distribuéni funkce ve fazovém prostoru popsan,
byt ne pro vSechny mozné ¢éstice. Formalné stejnym vztahem je tedy popsan i ¢asovy
vyvoj Wignerovy kvazidistribuce W (r, p,, ¢, p,,t). Pomoci pravidla pro soucin slozené
funkce lze opét primym vypoctem ukazat, ze vyjadieni distribucni funkce ze vztahu (4.53)
spliuje Liouvilleovu rovnici (4.40). Popsat ¢asovy vyvoj pomoci aktivni transformace je
tedy mozné, ptrestoze by piislusné obecné rovnice byly pomérné komplikované.

Zvolime-li pevné parametr p,o, muzeme zobrazit trajektorii bodu reprezentujiciho stav
volné castice v trojrozmérném grafu, na jehoz osdch budou vyneseny hodnoty veli¢in
r, ¢, pr (jednd se tedy o podprostor fazového prostoru, ktery je sam o sobé étyfrozmérny).
Pro shodné casové intervaly je tato trajektorie vykreslena pro pét ruznych hodnot p,y na
obréazku 4.4, piicemz bylo zvoleno C? =1, K =0, ¢,, = 0.

Podobné jako pti popisu pomoci kartézskych soutradnic bychom se mohli pokusit o na-
lezeni takové souradné soustavy, ve které by tvar distribuéni funkce v ¢ase t = 0 byl
shodny s jejim tvarem v soustavé (r,p,, p,p,) v obecném case t. Ptijatelné geometrické
zobrazeni této transformace se mi vSak nalézt nepodarilo.
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20

- 5
/2 0 r

Obréazek 4.4: Trajektorie bodu reprezentujiciho stav volné ¢astice v trojrozmérném pod-
prostoru fazového prostoru pro ruzné hodnoty p.

4.5 Druha analogie s kvantovou mechanikou

Podivame-li se jesté jednou na tvar funkei (4.19) a (4.20), které popisuji HG a LG médy,
1ze vysledovat dalsi analogii s kvantovou mechanikou, jez je popsana napt. v [30]. Oznacme

2

2
T = T's COS (g = M , Ys = TSN g = (4.54)
w w
a uvazujme bezrozmérnou stacionarni Schrodingerovu rovnici
HVU = BV, (4.55)

pro dvoudimenzionalni harmonicky oscilator, jehoz energie je E. Vyjadieni této rovnice
pomoci kartézskych soutadnic x,, ys je znamé z kvantové mechaniky a ma tvar

3 _8—x§ - 8—y§ + o+ s | V(xs, ys) = EV(xs,ys) , (4.56)
Ptimym vypoctem metodou separace proménnych jsem nalezl feseni této rovnice v podobé
vlnové funkce

2 2
s y] , (4.57)

\Ijmn(xsa ys) - CmnHm(xs)Hn(ys) €XP [_T

kde H,,, H, jsou Hermitovy polynomy, C,,, je normalizacni konstanta a energie ma hod-
notu £ =m+n+ 1.

Déle pro tento harmonicky oscilator hledejme vinovou funkci W, (zs,ys, 0), kterd je
feSenim ¢asové Schrodingerovy rovnice

laqjmn (xsa Ys, 9)

50 = HVY,,,(xs,ys,0) , (4.58)
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v niz jsme cas t formalné nahradili parametrem 6. S vyuzitim diive uvedené stacionarni
vlnové funkce (4.57) muzeme feSeni rovnice (4.58) zapsat ve tvaru

Srovname-li nalezené feseni casové Schrodingerovy rovnice pro dvourozmérny harmonicky
oscildtor s tesenim paraxidlni vinové rovnice popisujicim HG mddy (4.19), dostaneme
jejich vzajemny vztah

M] . (4.60)

1
U (T, Yy, 2) = E\I/mn(xs,ys,e) exp [ 5B
Analogicky muzeme postupovat v polarnich soufadnicich r,, p,. Resenfm stacionarni
Schrodingerovy rovnice

17 10 ) 1 0 2

opét metodou separace proménnych jsem dospél k vysledku

2

r .
Upa(re, ) = vl L, (12) exp [—ﬂ exp [+ily,] (4.62)

pricemz pro energii plati £ = 2h + [ + 1. Dale pro ¢asovou Schrédingerovu rovnici, v niz
opét nahradime cas ¢t parametrem 6, dostaneme teseni v podobé vinové funkce

Uhi(rs, 0s,0) = Yii(rs, @s) exp [—1(2h + 1 + 1)6] . (4.63)

Vztah mezi timto fesenim Schrodingerovy rovnice pro dvourozmérny harmonicky oscilator
a Fesenim (4.20) paraxidlni rovnice popisujicim LG mddy pak bude
ikrj

1
up(r, @, 2) = E\Ifhl(rs, ©s, 0) exp [—

o7 (4.64)

Ze vztahu (4.60) a (4.64) je videét, ze vinové funkce popisujici stav dvourozmérného
harmonického oscilatoru velmi tzce souvisi s funkcemi, které popisuji HG a LG mddy.
Exponencidlni ¢len ek (@ +y*)/2R je totiz spoleény pro vSechny mody zcela bez ohledu na
hodnoty koeficientu m,n ¢i h,l. Protoze pfi Siteni laserového svazku od z = —oo do
2z = 400 nabyvé parametr ¢ hodnot od —% do 7 a pro harmonicky oscildtor jsme cas ¢
nahradili parametrem 6, bude sifeni svazku podél osy z odpovidat vyvoji harmonického
oscilatoru béhem poloviny periody. Této analogie s kvantovou mechanikou bylo vyuzito

napi. v [30] pi dalsim popisu médu laserového svétla.



Kapitola 5
Zaveér

V prvni ¢ésti prace jsem se zabyval samotnym jevem koherencni zrnitosti. Na zaklade
vypoctu prevzatého z [1] jsem pomoci autokorelaéni funkce rozlozeni intenzity urcil stredni
pricnou velikost zrn pozorovanych na druhém stinitku. Zavislost této velikosti na prumeéru
osvétlené oblasti prvniho stinitka jsem ovéril experimentalné, pricemz dosazené vysledky
byly v dobré shodé s teorii. Kromé toho jsem uvedl vlastni odhad stfedni pticné velikosti
pouzitelny i pro zrna vice vzdalena od osy z, kde jiz nefunguji aproximace provedené pti
vypoctu autokorela¢ni funkce. S vyuzitim nékterych kroku prevzatého vypoctu se mi dale
podarilo uréit stiedni velikost zrn v podélném sméru. V zavéru této ¢asti jsem se pokusil
podrobné vysvétlit principy testovani vlastnosti lidského oka pomoci jevu koherenéni
zrnitosti.

Druhad cast se tykala tzv. fazovych singularit, které s jevem koherencni zrnitosti velmi
uzce souvisi. Po prostudovani jejich zdkladnich vlastnosti jsem se zabyval interferenci
malého poctu rovinnych vin. Podafilo se mi sestavit vlastni vypocetni program, ktery pro
zadany soubor rovinnych vin najde numerickou cestou body se singularitou faze. Diky
tomu jsem pro konkrétni soubory rovinnych vin dospél k podobnym tvarum singularnich
kiivek, jaké byly zvefejnény v puvodni préci [22]. Vypocetni program jsem poté vyuzil pii
podrobné vlastni analyze problému kiizeni singularnich kiivek v ptipadé interference ctyt
rovinnych vin se stejnou amplitudou. Déle jsem se zabyval chovanim skalarni komplexni
funkce 1) v blizkosti singularni kiivky. Obecné vlastnosti odvozené v [16] jsem diskutoval
pro piipad interference ctyt rovinnych vin se stejnou amplitudou.

Ve treti ¢asti prace jsem se vénoval laserovym svazkum obsahujicim fazovou sin-
gularitu, konkrétné slo o tzv. Laguerrovy-Gaussovy mody. Po jejich odvozeni pomoci
[32] a [33] jsem podrobné rozebral analogii mezi paraxidlni vinovou rovnici a kvantovou
Schrodingerovou rovnici pro volnou ¢éstici ve dvou dimenzich. Nakonec jsem kratce zminil
tzkou souvislost mezi funkcemi popisujicimi Laguerrovy-Gaussovy médy a funkcemi, které
predstavuji feseni Schrodingerovy rovnice pro dvourozmérny harmonicky oscilator.

Hlavni ptinos této prace spociva v analyze nékterych problému, které nebyly v puvodni
literature prilis diskutovany. Kromé teoretickych tvah se mi také podafilo realizovat po-
psané experimenty s jevem koheren¢ni zrnitosti a sestavit zminény vypocetni program pro
hledani bodu se singularitou faze pii interferenci rovinnych vin.
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