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Abstrakt

Prace se zabyva vybranym souborem demonstraénich experimenti z mecha-
niky, které jsou roz¢lenény do ti{ kategorii: mechanika hmotnych bodi, mechanika
tuhych téles a pohyb téles v odporujicim prostfedi. Do kazdé ¢4sti jsou vybrany
typické demonstracni experimenty, které jsou zpracovany do jednotné formy
"karet", poskytujicich experimentatorovi kompletni popis prubéhu sestaveni,
provedeni a zpracovini experimentu. Diraz je zvlasté kladen na dislednou
matematickou a fyzikalni interpretaci experimenti.
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Kapitola 1

A3

Uvod — demonstracéni
experiment

Experiment je nepostradatelnou soucasti fyzikalniho poznani. Stoji na pocéatku
vzniku fyzikalni teorie jako experiment vstupni pifi formulaci hypotéz, pfi jejim
zévéreéném testovani pak jako experiment ovéfovaci. Pfi vykladu fyzikalnich
teorii na v8ech urovnich fyzikdlniho vzdélavani hraje dulezitou roli pifedev&im
experiment demonstra¢ni. Casto viak byva demonstracni experiment bohuzel
chapén jako pouhd ukizka pro oziveni vykladu a komentdf k nému zistava
na kvalitativni trovni. Neni-li vSak kvalitativni vyklad formulovan na zakladé
pfedchozi dukladné fyzikalni analyzy a matematického zpracovani problému,
nese s sebou nejen riziko nepfesnosti, ale i nespravnosti interpretace demon-
strovaného fyzikilniho jevu.

1.1 Uskali demonstra¢niho experimentu

Jako typicky piiklad chybné interpretace demonstra¢niho pokusu, o jejimz nebez-
pedi jsme se zminili v ivodnim odstavci, 1ze uvést nasledujici oblibeny experi-
ment:

11



12 KAPITOLA 1. UVOD — DEMONSTRACNI EXPERIMENT

Obdélnikovy ramecek je zavéSen na pruziné. Na horni zdkladn& ramecku
je, rovnéz na pruziné, zavéSeno zavazi. Zavazi je k dolni zdkladné ramecku
pfipoutano niti tak, aby pruZina byla napjata. Vychozim stavem soustavy je
rovnoviha. Po pFepdleni niti se soustava rozkmitd. Argument, %e piepélenim
niti doglo pouze ke zméné vnitfnich sil v soustavé, byva pouzit k formulaci
zévéru, ze hybnost soustavy se zachovava. Protoze hybnost byla ve vychozim
stavu nulova, nasleduje zaveér, Ze stfed hmotnosti soustavy je stile v klidu. Pr-
votni faze experimentu, tésné po piepéleni niti, probih4 vétsinou tak, Ze pfi
prvonim zb&ném pohledu tomuto tvrzeni nasvédcuje. Teprve po del§im po-
zorovani pribéhu dé&je je zietelné vidét, Ze tvrzeni neni pravdivé, nebot ke
zménd sméru rychlosti ramecku a téliska (body obratu) nedochézi ve stejnych
okamzZicich. Toto zjisténi neni nijak pfekvapivé, uvédomime-li si, ze pfi pokusu
se ménfi i vyslednice vnéjsich sil piisobicich na soustavu. Konkrétné se uplatiiuje
zména silového pusobeni pruziny, na niz visi rAmecek. Tato zména je zjevna —
pruzina méni pii kmitech svou délku. Pokud si oviem experimentator pfedchozi
skute¢nosti neuvédomi, popiipadé si nesestavi a nevyfesi soustavu pohybovych
rovnic téles soustavy, mize pozorovany déj chybné interpretovat jako demon-
straci zdkona zachovani hybnosti. Zejména ukonci-li pokus pfed¢asné, nemohou
si ani premys§livéjsi studenti vS§imnout "rozfazovani" bodi obratu ramecku a
zdvazi. (Ti ménd pFemyslivi si bez explicitniho upozornéni sami nev§imnou.)
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Jednoduchy a nazorny pokus tak miize pfi chybném vykladu zptisobit vice skody
nez uzitku. Pravé pro svou jednoduchost a nazornost se totiz snadno studenttim
vtiskne do paméti, bohuZel i s chybnym vysvétlenim.

Jednoduchych a nazornych pokusi, kterym pii absenci dikladného rozboru
hrozi obdobné& chybn4 interprtace, je fada. Témér kazdy pokus takové riziko
pfinés&i, nebot nikdy neprobihé v idealnich podminkach, pfi nichz plati nékteré
fyzikalni zakony. Napiiklad zdkony zachovani hybnosti, momentu hybnosti a
mechanické energie formulované pro izolované soustavy v "pozemskych" pod-
minkéach de facto neplati, nebot Zddné soustava v tihovém poli Zemé a v odporu-
jicim vzduchu neni izolovana. Nejjednodussi zdkonitosti proudéni kapalin, jejichz
pochopeni je ve fyzikdlnim vzdélavani na stfedoSkolské nebo zakladni univerzitni
drovni jeSté schidné, plati pro ustilené a laminarni proudéni, vyzaduji tedy opét
predpoklady, které nejsou pii redlnych demonstracnich experimentech splnény.
A to zatim hovofime pouze o pokusech z klasické mechaniky, jejiz jevy jsou
snadno pfistupné p¥imému pozorovani a odhaleni pfipadnych interpretacnich
chyb je mnohem snazsi nez v jinych oblastech fyziky.

Dobry demonstraéni experiment tedy musi byt podlozen kvalifikovanym fyzi-
kalnim rozborem, pfiméfenym matematickym zpracovanim a naslednou fyzikalni
interpretaci. Teprve poté ma smysl formulovat kvalitativni vyklad, popfipadé
elementarni vyklad odpovidajici danému typu fyzikilniho vzdélavani a fyzikalni
a matematické vybavenosti studenti.

1.2 Nalezitosti demonstra¢niho experimentu

Vzhledem k nezastupitelné a svym zptisobem rozhodujici tloze demonstra¢niho
experimentu pro pochopeni fyzikalnich zakonitosti je t¥eba peclivé promyslet
jednotlivé etapy jeho pfipravy. Za zékladni pozadavky kladené na demonstraéni
experiment lze povazovat nasledujici: Demonstraéni experiment ma byt

e uspofddany tak, aby demonstrovany jev vyrazné pievazoval nad jevy vedlej-
§imi, nelze-li je eliminovat zcela,

e realizovany s co nejjednodussim experimentalnim zafizenim neobsahujicim
(je-li to mozneé) "Gerné sk¥inky",

e njzorny, prihledny, jednoduchy a reprodukovatelny,
e snadno dostupny, véetné dostupnosti finanéni,

e podloZeny dukladnym fyzikdlnim rozborem, matematickym zpracovanim
a néaslednou fyzikaln{ interpretaci.
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Pii pfipravé demonstra¢niho experimentu je vhodné postupovat podle nasledu-
jiciho schématu, s uvazenim piedchozich pozadavki:

e specifikovat fyzikalni zadkon, ktery ma byt experimentem demonstrovan a
zvolit vhodné jev, pomoci néhoz bude zakon prokazovén,

e specifikovat vedlejsi jevy, které mohou mit na prubé&h experimentu vliv,

e zvolit konkrétni zptsob realizace experimentu s ohledem na technické
zazemi (zafizeni, pomicky, apod),

e pro zvoleny zpisob realizace experimentu kvantitativné odhadnout vliv
vedlejsich jeva z hlediska fyzikalniho zdkona, ktery ma byt demonstrovan,
a tyto jevy eliminovat ¢i minimalizovat,

e provést fyzikalni rozbor experimentu, zvolit eventuelni aproximativni po-
stupy,

o formulovat a Fesit problém matematicky (analyticky ¢ numericky),
e na zakladé rozboru fefeni zvolit nejvhodné&jsi parametry experimentu (z hle-

diska priikaznosti sledovaného jevu a z hlediska minimalizace jeva vedlej-
gich),

e realizovat experiment a porovnat jeho vysledky s teoretickym feSenim,
e interpretovat vysledky experimentu,

o formulovat elementarni kvantitativni resp. kvalitativni vyklad pfizptisobeny
dané drovni fyzikalntho vzdélavani, tj. fyzikdlnimu a matematickému zdzemi
studentt.

Je samoziejmosti, Ze hlavnim kritériem vhodnosti konkrétniho typu demon-
stratniho experimentu pro vlastni vyuku fyziky, jejimz cilem méa byt hlubsi
pochopeni podstaty jevu, je fyzikilni a matematicka spravnost vykladu a jeho
pfiméfenost moznostem posluchaci. Efektni experimenty se slozitym fyzikalnim
a matematickym pozadim mohou byt pouZivany pouze jako motivaéni, av8ak
velmi st¥idmé a vzdy s pat¥i¢nym komentafem.
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1.3 Cil a struktura prace

V této disertaéni praci je pfedlozen rozbor nékolika demonstraénich experiment
z mechaniky s vykladem na trovni zékladniho kurzu bakalafského studia fyziky.
Mechanika byla zvolena jednak jako vstupni disciplina zakladniho fyzikalniho
kurzu, jejimz prostfednictvim se studenti setkdvaji s vysokogkolskou fyzikou
vibec poprvé, jednak pro svou nédzornost a pfistupnost pfimému pozorovani.
S respektovanim poZzadavki na demonstracni experiment uvedenych v pied-
chozim odstavci jsou zpracovany typické pokusy ze tii zdkladnich oblasti kla-
sické mechaniky: mechanika hmotnych bodd, mechanika tuhych téles, pohyb
téles v odporujicim prostifedi. Témto oblastem také odpovida ¢lenéni prace do
kapitol. Jednotlivé experimenty jsou zpracovany formou samostatnych odstavci
v kapitolach. Obrazky jsou ¢islovany oddélend v kazdém odstavci, pocinaje vzdy
¢islem 1.

Cilem disertaéni prace také bylo dat sou¢asné zaklad vzniku kartotéky demon-
stracnich experimentt pro vyuku pfedméta F1030 a F1040 "Mechanika a mole-
kulova fyzika", povinnych v bakalafskych programech studia fyziky na P#irodo-
védecké fakulté Masarykovy univerzity. K tomu byla zvolena prezentace jed-
notlivych experimentii formou karet, které obsahuji potfebné udaje pro samot-
nou realizaci experiment, ale i jejich fyzikalni a matematické feSeni a piislusné
zévéry. Fyzikilni a matematicky vyklad, uréeny uciteli ¢i demonstratorovi, ma
tak zcela cilené zvolenou stru¢nou a piehlednou formu, bez zbyte¢nych slovnich
komentaita. Ukazky vykladu pouzitelného pro pfimou fyzikalni vyuku jsou v8ak
uvedeny v piiloze. Jsou jimi préce, které byly publikovany v jediném evrop-
ském Casopisu s impaktnim faktorem, ktery uvefejiiuje prace z oblasti didaktiky
vysokogkolské fyziky — European Journal of Physics.

Karty demonstra¢nich experimentd maji nasledujici jednotnou strukturu:

e charakteristika problematiky
o fyzikalni zadkony, které ma experiment demonstrovat
e pomiicky a zafizeni (dostupné ve sbirkach fyzikilni sekce P¥F MU)

e poOpis experimentu

Ciselné parametry experimentu

o fyzikalni rozbor, matematicki formulace a FeSeni

vysledky a zavéry
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V souhrnu jsou takto zpracovany dva experimenty z mechaniky hmotnych bodu
(padova brzda a gravita¢ni katapult), tii experimenty z mechaniky tuhych t&les
(civka s niti, valec na naklonéné roving a zévit s kulickou — model smyc¢ky smr-
ti) a t¥i experimenty popisujici pohyb téles v odporujicim prostfedi (méfent
koeficientu odporu vzduchu pomoci digitalni fotografie, mechanicky oscilator
s linedrnim tlumenim a mechanicky oscilator tlumeny odporem vzduchu).



Kapitola 2

Mechanika hmotnych bodt

V této kapitole uvadime dva demonstraéni experimenty z oblasti mechaniky
soustav hmotnych boda, pod nazvy "Padova brzda" a "Gravitaéni katapult".
Jejich cilem je demonstrovat platnost pohybovych rovnic soustavy ¢astic a jejich
feSeni. Sestaveni pohybovych rovnic (formulace druhého Newtonova zédkona) pro
jednotlivé hmotné body soustavy a zapis eventuelnich vazebnich podminek neni
obtiZznym problémem. Diferencidlni rovnice, k nimZ tato formulace vede, jsou
vBak nelinedrni a je tfeba je fesit numericky [2]. Numericky pfistup také lépe
odpovid4 matematickému zézemi zaéinajicich student bakal4dfského programu
fyziky. Grafické vystupy numerického feSeni dévaji dobrou nézornou pfedstavu
o prubéhu experimentu a moznost srovnani se skuteénosti.

17



18 KAPITOLA 2. MECHANIKA HMOTNYCH BODU

2.1 Padova brzda

Padova brzda je zafizeni, které pfesvéd¢ivé demonstruje vyznamny vliv tfecich
sil na pokles rychlosti télesa pfipevnéného na lané, které se naviji na osu.
Vystiznym modelem tfecich sil je v tomto pifipadé Eulertuv silovy zakon, po-
dle kterého tieci sila exponencidlné narasta s ihlem odpovidajicim ovinuti lana
kolem osy [1].

obr. 1 Padova brzda

Charakteristika:

Studium pohybu soustavy dvou téles vyrazné rozdilnych hmotnosti spo-
jenych provazem, ktery se naviji na osu (viz obr. 1 a 2). Sestaveni pohybovych
rovnic jednotlivych téles soustavy a jejich numerické feSeni s grafickymi vystupy.

Fyzikalni zakony:
Newtonovy zakony, Euleriuv silovy zdkon pro tieni.
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Pomiicky a zafizeni:
Dvé télesa (zévazi) o hmotnostech m a M, kde & je v rozmezi =5 aZ 15 ;
provaz na spojeni téles ; ty¢ (lze pouZit i prst).

Popis experimentu:

Na zacatku uspofddame experiment podle obr. 2 a uvolnime téleso A. Pii
jeho pohybu se provaz naviji na osu, téleso B klesa. Po velmi kratké dobé dojde
k zastaveni pohybu télesa B a navinut{ zbytku provazu na osu.

Ciselné parametry exprimentu:
0,

M =0,1kg; m=0,01kg;r=0,01m;lp=1m

Fyzikalni rozbor, matematicka formulace a feSeni:

téleso A

1
47//,
s
Q

téleso B

R )

obr. 2  Schéma padové brzdy
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0] ... pocatek soustavy soutfadnic

mg ... tihovi sila plsobici na té&leso A

T ... tahova sila niti ptisobici na t&leso A

Mg tihové sila pusobici na téleso B

Ty ... tahova sila niti ptisobici na téleso B

l vzdalenost télesa A od bodu dotyku T provazu s osou
r polomér osy

%) ihel otodeni télesa A kolem osy

Oznadeni soufadnic téles A a B a vazebni podminky:

Soustava mé dva stupné volnosti, pfisluné zobecnéné soufadnice jsou p(t)
a [(t). Kartézské soufadnice téles vyjadiime pomoci zobecnénych soufadnic.

Y — y-ova soufadnice télesa B

x — x-0ové soufadnice t&lesa A

y — y-ova soufadnice t&lesa A

f — koeficient dynamického (f4), resp. statického (f,) tfeni
lp — pocatecni délka zavésu télesa A

T
Y:lo—l—’f‘(§ +S0)
T =rsing +lcosy
y=rcosp —lsing

Druhy Newtoniv zikon:

MY = —Mg+T, (2.1)
mZ = —T1 cosy (2.2)
my = —mg+ T sine (2.3)

Vztah mezi Ty a T» (silovy zdkon — Eulertiv vzorec):
Tg = T1 ef(%“’) (24)

Dvojim zderivovanim vazebnich podminek ziskdme zrychleni Y, %, 9 v zéavislosti
na funkcich ¢(t) a () a jejich derivacich:

Y = —(+rg) (2.5)

F=rpcosp—ry?sing + I cos w— 21@ sin ¢ — I@sing — 1p% cos g (2.6)

ij = —r@sinp — rp? cos @ — [sin w— Qigb cos —lpcosp + 1p2sing  (2.7)
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Dalgi dpravy jsou nasledujici: Vynasobeni rovnice (2.6) cosp, rovnice (2.7)
sin ¢ a odetteni, vynasobeni rovnice (2.6) sin¢, rovnice (2.7) cosp a se¢teni.
Dostavame )
Fcosp—jjsing =@+ 1 — 1¢?
Fsing 4 jcosp = —rp? — 2igb —1p

S vyuZzitim vztahu (2.1) az (2.5) ziskAme soustavu diferencilnich rovnic pro nas
systém:

ro? 4 2l + 1 — geosp = 0 (2.8)
m(rg +1 —1p%) 4 e~ fa(5+%) (Mg — M+ T‘cp)) —mgsing =0 (2.9)

Jestlize numericky vyfesime soustavu rovnic (2.8) a (2.9), muzeme ziskat rizné
typy grafickych vystupi, z nichZ nejnazornéjsi je souvislost z-ové a y-ové sourad-
nice t8lesa A ukazujici pfimo rovinnou k¥ivku, po niZ se t&leso A pohybuje. (Pro
pouzité parametry experimentu, m = 0,01 kg, M = 0,1 kg a lj = 1 m, je tato
k¥ivka znézornéna na obr. 3.)

V jistém okamziku ¢ (¢ = 0,45 s podle obr. 3) se zastavi pohyb télesa B
(Y =0 = T, = —Myg) a pfestanou platit rovnice (2.8) a (2.9). Dale se bude
pohybovat pouze téleso A. Provaz se bude navijet na osu a délka zavésu [ t&lesa
A se bude zkracovat. Jedna se o situaci, kdy se namisto dynamického tfeni
uplatiiuje tieni statické. Aby byl splnén tento pfedpoklad, je nutné, aby byla
v pribéhu dal§itho déje splnéna podminka:

T, <T, efs(%"’"p), tj.

0<Tyel<(E+e) _ My (2.10)

Pohybové rovnice télesa A maji stale tvar (2.2) a (2.3).
Pomoci téchto pohybovych rovnic a vztaht, které jsme ziskali apravou (2.6) a
(2.7), dostaneme pro funkce I(t) a ¢(t):

m(rg + 1 —1%) = mgsinp — T} (2.11)

1o +20p +1¢ = gcos g (2.12)
Uvédomme si, Ze tyto vztahy odpovidaji rovnicim (2.8) a (2.9). Jako neznama

v nich v8ak zustava velikost tahové sily 77, pro niz nyni nemazeme pouZit silovy
zdkon (2.4). Vzhledem k tomu, Ze Y = konst, plati:
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l=Ly—roy,
kde L je délka zavésu télesa A v okamziku, kdy se zastavi t&leso B. Plati

l=—ry, [= —rp

Dosadime-li tyto vztahy do rovnic (2.11) a (2.12), mGZeme rovnice pfepsat do
tvaru:

—m(Lo — ro)p* = mgsing — T} (2.13)

(Lo — 1) — rp® — geosp =0 (2.14)

ReSenim rovnice (2.14) ziskdme pfimo trajektorii télesa A, rovnice (2.13) slouz
ke kontrole podminky (2.10).

Vysledky a zavéry:

Na obr. 3 je v kartézské soustavé soufadnic znazornéna kiivka, po které se
pohybuje téleso A do okamZiku zastaveni télesa B. Kfivku ziskame vyuZitim
feSeni soustavy rovnic (2.8) a (2.9).

03 T T T

0.2 | -

0.1 ~

y [m]

02 F

03+

0.4 |

L L
-1 -0.5 0 0.5 1
x[m]

obr. 3 Pohyb télesa A do okamZiku zastaveni t&lesa B
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Zvyraznéné body na kfivce rozdéluji trajektorii na 8 useku rizné délky, z nichz
kazdy odpovida stejnému ¢asovému intervalu. Celkovy ¢as je t = 0,45 s. Z roz-
lozeni téchto bodi na kiivece miZeme usuzovat na rychlost pohybu télesa A v jed-
notlivych dsecich. V okamziku ¢t = 0,45 s se jiz téleso B zastavi a plati soustava
rovnic (2.13) a (2.14). Jeji feSeni, opét v kartézskych soufadnicich x a y, je na
obr. 4.

0.3 T T T T T

0.2 - 4

0.1 bl

y[m]
T

0.1+ 4

0.3 I I I L L
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

x [m]

obr.4 Pohyb té&lesa A po zastaveni télesa B

Podle o¢ekavani se jedné o spiralu, jejiz okamzity polomér se zmensuje navijenim
provazu na osu.

Spojime-li do jednoho grafu obr. 3 a obr. 4, ziskime celou kfivku, po niz se
pohybuje té&leso A od okamziku, kdy zapocalo mé&Feni (obr. 5).
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0.3

0.2

0.1

ylm]

0.2

0.3

0.4

-1 -0.5 o 0.5 1
x [m]

obr. 5 Pohyb télesa A

Nyni ovéfime, je-li v kazdém okamziku splnéna podminka (2.10). Znazornime
proto pravou stranu podminky (2.10) v zavislosti na ¢ase od okamziku, kdy se
zastavi pohyb t&lesa B (v grafu na obr. 3 okamzik ¢ = 0,45 s):

800000

700000 - b

600000 b

500000 B

400000 B

T-Mg [N]

300000 - b

200000 - b

100000 B

0 1 I I I
0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7

t[s]

obr. 6 Ovéfeni podminky pro statické tieni (T = Tyef+(3+%))
Z obr. 6 je vidét, Ze podminka (2.10) je splnéna po celou dobu dgje.
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2.2 Gravita¢ni katapult

Katapulty rtizné konstrukce jsou znamy jiz od starovéku. Jejich nejvétsi slava se
podle historickych filma datuje do obdobi existence Rimské Fise. Zd4 se viak, ze
Rimané nepouzivali nejefektivnéjsi druhy katapulta. Jejich stroje byly obvykle
zalozeny na principu "pfemény" potencialni energie pruznosti v kinetickou ener-
gii katapultovaného télesa. Z hlediska konstrukce i z hlediska nastaveni na op-
timalni vykon byly ovSem velice jednoduché a nedokonalé. V tomto pfispévku
strukce je, Ze byla uzivana k dobyvani opevnénych mést zdanlivé méné vyspélym
nirodem, a to mongolskymi kmeny pfi obsazovani stfedniho vychodu v 12. az
13. stoleti. Ptiblizné v téze dobé se katapult objevoval jako bojovy prostiedek
i v Evropé, zvlasts ve Francii. Zadnému ze jmenovanych narodi vSak nepatii
prvenstvi v uZiti tohoto stroje. TREBUCHET, jak se tomuto katapultu ve svété
k4, je vynalezem ¢inskym z doby pfiblizné 300 let pf.n.l.

obr. 1 Gravita¢ni katapult
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Charakteristika:

Sestaveni pohybovych rovnic a jejich feSeni pro gravitaéni katapult. Uréeni
jeho teoretické a realné ucinnosti. Navod, jak katapult snadno sestavit z b&znych
laboratornich pomucek.

Fyzikalni zakony:

Newtonovy zakony, momentova véta pro hmotny bod (vyjadieni pramétu
derivace momentu hybnosti hmotného bodu do sméru osy rotace pomoci odpovi-
dajici slozky vysledného momentu sil pisobicich na tento hmotny bod)

Pomiicky a zafizeni:

4 laboratorni stojany; 16 pravouhlych laboratornich svorek; kovové tyce;
vodici drdha (novodurova trubka rozfiznutd podélné napul); rameno katapultu
se zavazim a hackem (viz obr. 1).

Popis experimentu:

N4&s katapult je principidlné zaloZen na "pfeméné" potencialni tihové energie
tézkého télesa v kinetickou energii télesa leh¢iho. Velmi presvédéive tak doku-
mentuje zdkon zachovani mechanické energie. Pomér hmotnosti téles feé}ilﬁg =
M
m

se pohybuje v rozmezi 20 az 100. V naSem pi¥ipadé se budeme zabyvat
zmenSenym modelem s pomérem hmotnosti 100 a hmotnosti tézkého zavazi
1 kg.

Stfed hmotnosti tézkého télesa opisuje ¢ast kruznice se stfedem v bodé O.
Pohyb katapultovaného télesa rozdélime do tif fazi. V prvni fazi se toto téleso
pohybuje po podloZce smérem vzad vzhledem ke sméru vystielu, tj. pouze ve
sméru osy z. V druhé fazi se oddéli od podlozky a spojené pomoci vlakna
s koncem ramene vykonava pohyb po trajektorii, jejimz numerickym popisem
se budeme pozdé&ji zabyvat, a v jistém okamziku se odpojii s vldknem od ramene
katapultu. TFeti faze je pouze otazkou vnéjsi balistiky, v naSem piipadé §ikmého
vrhu.

Ciselné parametry experimentu:
Rozméry katapultu (obr. 2):

a=0,093 m; b=0,407 m; (=0,301 m; ~=0,350 m
Hmotnosti téles:

M =1 kg; m=0,01kg
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Fyzikalni rozbor, matematicka formulace a FeSeni:
Pro zjednodu8eni vypod&ti pfijmeme tyto pfedpoklady (viz obr. 2):

pevna osa
t&zké zavazi (olovéné broky) spolu s nehmotnou tuhou ty¢i
katapultované téleso na vlakné (nepruzném, nehmotném)
tihové zrychleni

« ... zobecnéné soufadnice

tahova sila ve vlakné

tthova sila pisobici na katapultované téleso

Mg ... tihova sila pusobici na tézké téleso

sila pusobici na osu
P ... sila, jiz ptsobi na katapultované téleso podlozka

NS =3 20

3
S

= =

Soufadnice tézkého télesa budeme oznacovat X, Y , soufadnice katapultovaného
télesa x, .

Sestavime nyni pohybové rovnice pro télesa kapapultu v jednotlivych fazich
pohybu.
(a) Prvni faze:

obr. 2  Schéma gravita¢niho katapultu — prvni faze
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Kartézské soutfadnice téles x, y, a X, Y vyjadfime pomoci zobecnénych soufad-
nic «, ¢.

X =acosa
Y = —asina (2.15)
x = —bcosa+lcosyp (2.16)
y =bsina — I[siny )
Zarovein plati vazebni podminka

bsina — Isinp = —h,

nebot v prvni fazi se katapultované t&leso pohybuje pouze v ose x.
Prvni a druhé derivace soufadnic z, y, X, Y zapiSeme pomoci zobecnénych
soutfadnic a jejich derivaci takto:

X = —adsina
\ 2.17
Y = —adcosa ( )
X = —adsina — ad? cos
X 2.18
Y = —adcosa + aid? sina ( )
& =basina —lpsing (2.19)
y = bacosa —lpcosp
. . ) _ . _ =2
I =basina+ba” cosa —Ilgsing — 1p=cosp (2.20)

i} = béi cos a — ba? sin o — [P cos @ + 12 sin
Pohybové rovnice:
Druhy Newtontv zakon pro katapultované téleso:
ma = —T cosp
my =—mg+Tsinp+ Rp
Vazebni podminka (v prvni fazi se katapultované t&leso pohybuje podél osy
x):
j=0= Rp=mg—Tsingp (2.21)

Mizeme tedy pséat:
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T=- (béi sin o + bé® cos o — @ sin g — 1% cos ) (2.22)

cos

Momentova véta pro "t&zké" té&leso (vzhledem k ose rotace jdouci bodem O):
Ma?é& = Mgacosa — Thsin(p — ) (2.23)
Vazebni podminka pro dhly o a ¢:

sina = %singp—&— %
(2.24)

cosa = \/1 — (Esing — %)2
V dalsim se ukaze, ze diskuse tykajici se znaménka pod odmocninou ve vzta-
zich (2.24) je zbyte¢n4, nebot pfi nasem experimentalnim uspofadani nedojde
k situaci, kdy je vyraz pod odmocninou ziporny.

Dosazenim vztahu (2.22) do rovnice (2.23) a vyuZitim vazebnich podminek
(2.24) dostaneme pohybovou rovnici, jejimz numerickym feSenim ziskdme viechny
informace o pohybu katapultu v prvni fazi pohybu.

Vyuzitim vazebni podminky (2.21) najdeme i okamZzik, kdy se katapultované
téleso oddéli od podlozky (Rp = 0), tj. konec prvni faze pohybu katapultu.

(b) Druha faze (viz obr. 3):

obr.3 Schéma gravita¢niho katapultu — druha faze
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Druhy Newtoniv zédkon pro katapultované téleso:

ma = —T cosp
my = —mg+ Tsinp

Postupné vynasobime prvni rovnici sin ¢, druhou cos ¢ a seéteme, poté prvni
rovnici vynasobime cos p, druhou sin ¢ a odefteme. Vyrazy &sinp + jjcosy a
Z cos @ — i sin ¢ vyjadiime také ze vztahi (2.20). Dostaneme:

ba? sin(p — ) + b cos(p — a) — I + gcosp = 0 (2.25)

m [b&? cos(p — @) — béisin(p — o) — 1¢?*] = =T + mgsin . (2.26)
Momentova véta pro "t&zké" t&leso (vzhledem k ose prochazejici bodem O):

Ma?é& = Mgacosa — Thsin(p — ) (2.27)

Dosadime-li za T z rovnice (2.26) do rovnice (2.27), dostaneme druhou rovnici,
ktera spolu s (2.25) tvofi vyslednou soustavu diferencidlnich rovnic pro pohyb
systému:

[Ma® + mb®sin®(p — a)] & — mb®a? sin(p — a) cos(p — )+ (2.28)

+mlbp? sin(p — a) + mbgsin asin (p — a) — Mgacosa = 0

Numerickym ré8enim soustavy rovnic (2.25) a (2.28) ziskdme vSechny informace
o pohybu katapultu ve fazi 2.

(c) Treti faze:

Tieti fazi letu lze, pfi zanedbani odporu vzduchu, popsat jako §ikmy vrh.
Jeho dolet je d = ? sin 260, kde 6 je eleva¢ni thel a vy je po¢ateéni rychlost.
Vysledky a zavéry:

Obr. 4 piedstavuje pohyb katapultu v prvni fazi. Vidime na ném t#i kiivky,
odpovidajici postupné pohybu "t&zkého" télesa (M), konce ramene (z), na
némz je uchyceno vldkno spojujici rameno s katapultovanym télesem, a kata-
pultovaného télesa (m). Spojnice mezi k¥ivkami, pfedstavujici polohy ramena a
vladkna, rozdéluji pohyb katapultu na pét stejnych ¢asovych intervali.
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obr. 4 Pohyb katapultu — prvni faze

Na obr. 5 je znazornén pohyb "tézkého" télesa (M), konce ramene (z) a
katapultovaného télesa (m) v druhé fazi pohybu. Spojnice mezi k¥ivkami opét
reprezentuji polohy katapultu a rozdéluji jeho pohyb na pét stejnych ¢asovych
intervali.

06
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y [m]

-02 -

-0.4 1 I 1 i i I i
-07 -0.8 0.5 0.4 03 -0.2 -0.1 ] 01

obr. 5 Pohyb katapultu — druhé fize
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Pro &iselné parametry naseho experimentu vychézi z feSeni pohybovych rovnic
pro druhou fazi pocatecni rychlost katapultovaného télesa ve fazi tieti vy =
14 ms~!. Dolet d = 20 m. Diilezitym parametrem je také vyska vystupu, ktera
&ini ¢ = 5,5 m. Vypod¢tena téinnost katapultu je n = 71%.

Realné hodnoty se ovem od vypoétenych vyrazné ligi (v = 10 ms~1;d =
10 m; ¢ = 4 m;n = 35%). Je to zplisobeno ztratami v mechanismu. S katapultem
téchto rozméri je skutecné mozné stiilet v bézné prednaskové mistnosti.



Kapitola 3

Mechanika tuhych téles

V této kapitole si viimneme jednoduchych, avsak typickych experimenti demon-
strujicich valeni tuhého télesa. Zakladem vétSiny postupti pii feSeni tloh o vali-
vém pohybu je pfedpoklad, Ze se téleso odvaluje bez prokluzovani. Ne vzdy
je v8ak tento pfedpoklad splnén a neni jednoduché sestavit experiment tak,
abychom se jeho splnéni dobie pfiblizili. V naSich experimentech jsou, vzdy
na zakladé€ piedchoziho teoretického rozboru, voleny takové podminky, aby byl
piedpoklad valeni bez prokluzovéni realisticky.

Reseni valivych pohyba pomoci impulzovych vét byva pro studenty pomérné
obtizné a tam, kde je mozné pouzit zdkona zachovani mechanické energie, se
tomuto zptsobu feSeni vyhybaji. V této kapitole proto feS§ime v8echny tlohy
dusledné i pomoci impulzovych vét.

33
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3.1 Civka s niti

Jedné se o jednoduchy a oblibeny experiment, nazyvany také "poslusna a nepo-
slusnéa civka". Podle thlu, ktery svird napjata nit s vodorovnou podlozkou, se
civka vali pozadovanym smérem.

obr.1 Civka s niti

Charakteristika:

Odvozeni pohybovych rovnic civky aplikaci prvni a druhé impulzové véty se
spravnym zapoCtenim statické tfeci sily, formulace vazebni podminky charak-
terizujici odvalovani bez prokluzu, formulace podminek pro navijeni a odvijeni
niti a stanoveni mezniho thlu pro smykani.

Fyzikalni zakony:
Prvni a druha impulzova véta, podminka pro maximéalni pFipustnou velikost
statické tieci sily.

Pomiicky a zafizeni:
Civka s niti.
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Popis experimentu:

Civka je tvofena dvéma kruhovymi deskami o poloméru R spojenymi sou-
osym vélcem o poloméru r, na kterém je navinuta nit. Hmotnost civky je m.
Civku s niti polozime na vodorovnou podlozku a odvineme ¢ast nité, za jejiz
konec budeme tahat. Zjistime, Ze v ur¢itém intervalu Ghla, ktery svira nit s rovi-
nou podlozky, se nit na civku naviji (a), v jiném intervalu se z civky odviji (b).
Pti urc¢itém dhlu se civka po podlozce nevali, je splnéna podminka pro smykani.

Ciselné parametry experimentu:
r=5cm; R=13 cm; m = 1,2 kg; J = 0,0077 kgm?; F = 10 N

Fyzikalni rozbor, matematicka formulace a FeSeni:

mg ... tihova sila pisobici ve stfedu hmotnosti (SH)
F tahova sila niti
N tlakové sila podlozky (ptsobi v bodé O)
T staticka t¥eci sila (pisobi v bodé O)
y
W
SHe » ¢
Ap /T
7
" > -
mg
v

obr. 2 Sily ptisobici na valici se civku
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Prvni impulzova véta:
mi=mj+N+F+T
Vazebni podminka pro zrychleni stfedu hmotnosti a:

a = (a,,0,0)

Zvolime soustavu soufadnic podle obr. 2. Pro jednotlivé slozky dostavame, jiz
s uvazenim vazebni podminky, tyto vztahy

ma, = Fcosp+Ty, 0=—mg+ N+ Fsing (3.1)
Druhé impulzova véta:
J&= MF + MT
kde Mp = 7p X ﬁ, resp. Mrp = 7o x f, je moment sily 13, resp. T vzhledem ke
stfedu hmotnosti civky (SH), 7p a 7 jsou polohové vektory pusobist sil F' a T

vzhledem k SH. Ve slozkach plati (pfi rovnomérném rozloZeni hmotnosti civky
vzhledem k jeji ose)

£€=1(0,0,e,), atedy Je,=Fr+T,R (3.2)
Vazebni podminka (valeni bez prokluzu):
a=¢R = a, = —<,R (3.3)
(a) Nit se na civku naviji:
ay =a, €,=—¢

Dosazenim do (3.1) a (3.2) ziskame:

meR = Fcosp+T1T,, —Je=Fr+T,R (3.4)
Regenim soustavy rovnic (3.4) dostavame:

.l F(Rcosyp —)
mR2+J

0 FR(Rcosp —r)

mR2 +J

(3.5)



3.1. CIVKA S NITI 37

Jcosp +mrR
mR2 +J
Podminky pro situaci (a) jsou splnény pro € > 0, tj.

T, =

r
> — 3.6
cos I (3.6)

(b) nit se z civky odviji:
g =—a, €,=¢

Dosazenim do (3.1) a (3.2) ziskame:

—meR=Fcosp+T,, Je=Fr+T,R (3.7)

ReSenim rovnic (3.7) dostaneme:

_ F(r— Rcosyp)
T T MR 1 (38)

- FR(r — Rcosy)

mR2+J
Jcosp +mrR
T, = preBP TR
mR2 +J
Situace (b) nastava pro ¢ > 0, tj.
< (3.9)
cos — )
YR
(c¢) Mezni situace nastava pro:
~ opak =0
cosp=—, pak &=
¥ R p

Pro zrychleni stfedu hmotnosti @ a ani pro silu T jiz nemtzeme odvozenych
vzorcl pouZit, nebot jiz neni splnéna podminka valeni bez prokluzovani, na
zékladé které byly odvozeny.

Valeni vzhledem k okamZité ose otadeni:

Jednodugsi moZnost vysvétleni priabéhu experimentu pfedstavuje formulace
druhé impulzové véty vzhledem k okamzité ose ota¢eni dané spojnici dvou bodi
dotyku civky s podlozkou. Pro moment sily, kterou tdhneme za nit, plati:
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M =1xF,
nebot momenty ostatnich sil vzhledem k bodu O jsou nulové. Odtud:

Je=tFsin(a—¢), kde J =J+mR>2

Pro vyjadfeni momentu setrvac¢nosti civky vzhledem k okamZzité ose otaceni
jsme pouZili Steinerovy véty. UZitim vé&t o trojuhelnicich dostavame pro ¢ stejné
vyrazy jako v (3.5) a (3.8). Navijeni a odvijeni niti z civky ukazuji obr. 3 a 4.
Pro a > ¢ je moment M nesouhlasng rovnobézny s osou z a nit se na civku
naviji. Pro a < ¢ je M souhlasné rovnobéZny s osou z, nit se odviji. Pro o = ¢
prochézi vektorova piimka sily F vztaznym bodem O a M = 0. Nastév4 mezni
situace. Podminku pro mezni thel ziskAime jednoduchou geometrickou tvahou
pro piipad, kdy # || F'. Dostaneme oCekdvany vztah:

r
cose =4

obr. 3 Navijeni niti na civku
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(b)

obr. 4

4

mg

\4

Odvijeni niti z civky

P

o1
B

JH

Ny

obr. 5 Mezni situace — podminka pro smykani

mg

v

39
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Vysledky a zavéry

Na obr. 6 je pro ¢iselné parametry experimentu uvedené vySe znézornén
graf zavislosti velikosti zrychleni stfedu hmotnosti civky na thlu ¢, ktery svira
nit s vodorovnou podlozkou. Zlom na k¥ivce grafu odpovida mezni situaci, tj.
podmince pro smykéni civky. Podrobny, ale ponékud odlisny p#istup nalezneme
v [4].

lal [ms?]
N

mezni situace

0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

¢ [rad]

obr. 6  Graf zavislosti zrychleni civky na thlu niti s vodorovnou rovinou
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3.2 Valec na naklonéné roviné

Efektnim experimentem, vhodnym pro vstupni motivaéni pfednasku z mechaniky,
jsou "zavody" dvou valci stejné hmotnosti a stejnych vnéjsich rozméri, valicich
se bez klouzani po naklonéné roviné. Jeden z valct je dfevény a plny, druhy
je duty a na jeho vnitfnim obvodu je pfipevnén kovovy prstenec. Podstavy
obou vélca jsou piekryty riznobarevnym papirem, aby rozdilnost valci nebylo
mozZno na prvni pohled objevit. Studenti ocekavaji, Ze oba valce se budou valit
po naklonéné roviné stejné rychle.

obr.1 Valce na naklonéné roviné

Charakteristika:
Odvozeni pohybovych rovnic uZzitim impulzovych vét pro valec valici se po
naklonéné roviné bez prokluzu. Spravné zahrnuti statické tfeci sily do vypoctu.

Fyzikalni zakony:
Prvni a druhéd impulzova véta, zdkon zachovani mechanické energie.

Pomiicky a zafizeni:
Plny dfevény vilec, duty dfevény vélec s kovovym prstencem na vnitinim
obvodu, deska realizujici naklonénou rovinu, vaha, stopky.
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Popis experimentu:

Valec o poloméru r se vali po naklonéné roving v tthovém poli Zems&. Zjigtu-
jeme, ze zrychleni jeho stfedu hmostnosti @ zavisi nejen na sklonu naklonéné
roviny «, na hmotnosti valce m a jeho vnéjS§im poloméru, ale i na momentu
setrvacnosti J valce vzhledem k ose jeho geometrické symetrie, tj. na rozlozeni
jeho hmotnosti.

Ciselné parametry experimentu

Pro experiment byly pouzity valce se shodnymi hmotnostmi m = 0,4 kg a
shodnymi vné&jsimi poloméry » = 5 cm. Pro dhel naklonéné roviny s vodorovou
podlozkou byla zvolena hodnota o = F.

Fyzikalni rozbor, matematicka formulace a FeSeni:

obr. 2  Vélec na naklonéné roviné — silovy diagram

(a) ReSeni pomoci impulzovych v&t:

Na vélec ptisobi Zemé tihovou silou mg a podlozka normalovou tlakovou silou
N a statickou tieci silou T Sily NaT pusobi v bodé O styku vélce s podlozkou
(viz obr. 2). Podle prvni impulzové véty plati:

md':mg’—l—f—i—ﬁ

V soustavé souradnic zvolené podle obr. 2 plati pro zrychleni stfedu hmot-
nosti @ vazebni podminka:



3.2. VALEC NA NAKLONENE ROVINE 43

d = (a,0,0)
Ve slozkdch ma prvni impulzova véta tvar
x: ma=mgsina—T y: 0=-mgcosa+ N (3.10)

Formulace druhé impulzové véty vzhledem ke stfedu hmotnosti valce (pfed-
pokladéame, Ze hmotnost valce je vzhledem k jeho geometrické ose, prochazejici
stfedem hmotnosti, rozloZena symetricky) mé tvar

JE=Myp = Je =rT, (3.11)

nebot thlové zrychleni € mé smér osy z, tj. €= (0,0, —¢).

Vzhledem k tomu, Ze se valec vali bez prokluzu, plati vazebni podminka
ve tvaru rovnosti obvodového zrychleni aon,, = re a velikosti zrychleni stfedu
hmotnosti, tj.

a=re.

Jeji dosazeni do prvni z rovnic (3.10) a vztah (3.11) vedou k soustavé rovnic
mer =mgsina — T
Je=1T (3.12)

pro neznadmé € a 1. Jejim FeSenim dostavame

T Jsina
=mg—s——
Vo2 47
mgrsin o mgr? sin a
_ mgrse q = gt SR
mr? +.J mr? +.J

(b) ReSeni pomoci zakona zachovani mechanické energie:
Za nulovou hladinu tihové potenciélni energie zvolme vodorovnou rovinu jdouci
stfedem hmotnosti valce na pocatku pohybu (¢ = 0), kdy je vélec v klidu.
Ozna¢me h okamZzitou vzdalenost stfedu hmotnosti valce od této hladiny. Pak
plati:

Potecialni energie vzhledem k nulové hladiné tihové potencialni energie:

E, = —mgh
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Kineticka energie translaéniho pohybu:

1
FE;, = gmv2

Kineticka energie rota¢niho pohybu:
1
Erot = §Jw2

Zakon zachovani mechanické energie:

Ep+Ek+Erot:O

(Vzhledem k volbé nulové hladiny tithové potencialni energie je celkova
mechanicki energie soustavy nulova.)
Mizeme tedy pséat:

1 1
mgh = §mv2 + §Jw2 (3.13)

Vazebni podminka pro valeni bez prokluzu:
V=wr=q=c¢r (3.14)

VyuZitim podminky (3.14) miZeme (3.13) pfepsat do tvaru

1
mgh = guzg(mr2 +J) (3.15)
Dale plati
do .
e

kde ¢ = ¢(t) je celkovy thel otoCeni valce od okamziku ¢ = 0.

Hloubku A pod nulovou hladinou tihové potencidlni energie vyjadiime ve
tvaru:

h =r¢sina

Rovnici (3.15) maZeme piepsat do tvaru

2mgrosina = ¢*(mr? + J) (3.16)

Reéenim diferencialni rovnice (3.16) pfi pocatetnich podminkach ¢(0) = 0,
#(0) = w(0) = 0 dostaneme thel ototeni ¢ valce jako funkci Gasu:

¢(t)

_ 1mgrsina ,

= Nl
2 mr2 4 J (3.17)
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Je vidét, ze ota¢ivy pohyb valce je rovnomérné zrychleny s tthlovym zrych-

lenim ]
_ mgrsina
mr? +J
Pohyb stfedu hmotnosti valce je rovnéz rovnomérné zrychleny a plati
_ mgr? sin a
T

Vysledky a zavéry

Jestlize nechame po naklonéné roviné valit valce stejnych vnéjsich rozmérid a
stejnych hmotnosti a raznym (vzhledem k ose jdouci stfedem hmotnosti symet-
rickym) rozloZzenim hmoty, bude jejich translagni i tthlové zrychleni zaviset na
hodnoté momentu setrva¢nosti. Jako piiklad uvadime graf zavislosti transla¢niho
zrychleni na hodnot& momentu setrvac¢nosti pro vélec a naklonénou rovinu v tiho-
vém poli s parametry uvedenymi v odstavci Ciselné parametry experimentu.

2 1 1 1 1
0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

J [kg m?]

obr. 3  Graf zavislosti zrychleni vilce na hodnoté momentu setrva¢nosti valce
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3.3 Zavit s kulickou - model smycky smrti

Tento demonstra¢ni experiment je jednoduchym modelem zndmé a plisobivé va-
rietni atrakce — jizdy motocyklu tzv. smyckou smrti. Jezdec se p¥i této jizdé ocita
hlavou doli. Je tato situace paradoxni? Nakolik je takova jizda nebezpetna?

obr. 1  Model smycky smrti

Charakteristika:

Odvozeni podminek nutnych k tomu, aby kuli¢ka projela celou smyckou,
aniz by ztratila kontakt s vodici drahou. Uréeni minimélni vysky, z jaké musi
byt kulicka vypusténa.

Fyzikalni zakony:
Prvni a druhd impulzova véta, zdkon zachovani mechanické energie.

Pomiicky a zafizeni:
Kulicka, vodici draha se zavitem.

Popis experimentu:
Zavit s rozb&hovou ¢asti je vyroben z kovového profilu tvaru U s §ifkou mensi
nez pramér 2r kuli¢ky, kterou nechame zavitem probihat.
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Ciselné parametry experimentu:
r=0,02m; R=0,13 m

Fyzikalni rozbor, matematicka formulace a FeSeni:

obr.2  Schéma smycky smrti, silovy diagram

Budeme-li pfedpokladat, ze se kulicka pohybuje po vodici draze bez prokluzu
a zaroven zanedbame odpor prostiedi a valivy odpor, mtuzeme postupovat takto:
Vazebni podminka pro valeni kuli¢ky po vodici dréze:

v=wr (3.18)

Pro zrychleni stfedu hmotnosti kulicky @ v neinercidlni soustavé spojené s kuli-
¢kou plati @ = 0. Proto je

mg+ F,+ N+ T+ Ff =0,
kde N je tlakova sila, jiz ptisobi vodici draha na kulicku, T je staticka tfeci sila
branici prokluzu kulicky, F}* je tend setrvacéné sila, F, je setrva¢nd odstiediva
sila. Je-li kulicka v nejvy38im bodé smycky, jsou sily 1" a F}* vodorovné a ostatni

sily jsou svislé. Aby kuli¢ka neztratila kontakt s drahou, musi platit:

N>0= mg<Fy

mU2

R—r

mg < (3.19)
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Z podminky (3.19) ziskdme omezeni velikosti rychlosti stfedu hmotnosti kulicky
a vyuzitim zdkona zachovani mechanické energie vysku hg, ze které je nutné
kulicku vypustit, aby prosla celou drahu. Nulovou hladinu tihové potencidlni
energie klademe do vysky hg nad trovei roviny, v niz se nachaz{ stfed hmotnosti
kulicky v okamziku, kdy je v nejvySsim bodé zavitu. V tomto bodé plati

E, = —mgho
1

FE;, = gmv2
1

Erot = §Jw2

Zakon zachovani mechanické energie:

Ep+Ek+Erot:O

1 1
mgho = §m1)2 + §Jw2 (3.20)

Vyuzitim podminek (3.18), (3.19) a vztahu (3.20) dostaneme minimalni hodnotu
vysky ho:

(R—r)(m+ Tig)
2m
Uzijeme-li v experimentu homogenni kuli¢ku, jejiz moment setrvac¢nosti vyjadiime

vztahem

ho = (3.21)

2
J = gm’l"2

ziskdime hodnotu vysky hg jako funkci poloméru R zavitu vodici drahy:
7
10

Tento vysledek je platny pouze pro pfipad, Ze se v experimentu neuplatni valivy
odpor. Hodnota hg zjisténé pfi provedeni experimentu vSak je:

ho (R - 7")

ho =R

Naméfend a vypoctend hodnota vysky hg se lisi. Tento nesoulad je zpisoben tim,
7e vodici drédha neni hladka a kuli¢ka ve skute¢nosti neni v neustalém kontaktu
s drahou. Vazebni podminka (3.18) neni tedy splnéna nepietrzité.
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V pfedchozim jsme ukizali, jak stanovit vychozi polohu kuli¢ky, abychom
doséhli toho, ze kulicka projde celou drahu, aniz by ztratila kontakt s vodici
drahou. Nyni vyuzijeme impulzovych vét k sestaveni pohybovych rovnic kulicky
a budeme fesit jeji pohyb v obecnosti. Dale jiz budeme za h povazovat vysku
nad nejniz§im bodem trajektorie kulicky.

(R—7)(1 —cosa)

h =

obr.3  Pohyb kulicky v zavitu

Rozdélime feSeni dlohy na dvé ¢asti:
(a) Pohyb kulitky po naklonéné roving o thlu sklonu 5.

(b) Pohyb kuli¢ky po kruhové draze v zavitu.

(a) Pohyb kuli¢ky po naklon&né roviné:

Sestavime pohybové rovnice pro pohyb kuli¢ky na naklonéné roviné v libo-
volné inercialni vztazné soustavé. Soustava soufadnic je zvolena orientovina tak,
7e osa x je rovnobéZzné s naklonénou rovinou a mé smér pohybu kuli¢ky, osa y
je k naklonéné roviné kolmé a sméfuje nahoru, osa z je orientovana tak, aby
soustava byla pravotociva.

Na kuli¢ku pusobi tihova sila mg, tlakova sila podlozky N a staticka tieci sila
T, ktera zabraiiuje prokluzu. Zrychleni stfedu hmotnosti kulicky oznaéime a.
Prvni impulzové véta pro kulicku ma tvar
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mad = mg + T+ N
a pro zrychleni plati vazebni podminka
d = (a,0,0).
Ve slozkéch
x: ma=mgsinf—-T, y: 0=-mgcosf+ N (3.22)
Druhou impulzovou vétu formulujeme vzhledem ke stfedu hmotnosti kulicky:
J&= Mrp = Je =T, (3.23)

kde My je moment statické tfeci sily vzhledem ke stfedu hmotnosti kulicky.
Valeni bez prokluzu charakterizuje vazebni podminka:
a
&= 07 Oa -
£=(0,0,-%)
Dosazenim do prvni z rovnic (3.22) dostaneme
mer =mgsin g —T (3.24)

Regenim soustavy rovnic (3.24) a (3.23) mame

T—m Jsin 8 mgrsin 3 mgr? sin 8
= — s, E = — s, Qg = —-
Y21 J mr2 +J mr2 +J

(b) Pohyb kuli¢ky v zavitu:
Sestavime pohybové rovnice pro pohyb kuli¢ky po kruhové draze v zavitu.
Prvni impulzova véta (vyznam symbold pro sily je stejny jako v pFipads (a):
ma =mg + N+T
Rozepsanim do te¢né a normalové slozky dostaneme:
ma; = —mgsina + T, (3.25)

ma, = —mgcosa + N (3.26)

Pro te¢né normélové zrychleni plati

ar = (R—7)d, a,=(R—r)d?
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Druha impulzova véta vzhledem ke stfedu hmotnosti:

J&= Mr

Je, =1rT; (3.27)
Vazebni podminky:

Er=—Q

R—r

aR—r)=pr=p=a "

Rovnice (3.25), (3.26) a (3.27) pfepiseme do tvaru:

m(R — r)iv = —mgsina + T,

m(R —r)a® = —mgcosa + N,
2
T
—Ja=—=T,.
[0 R t

ReSenim ziskané soustavy dostaneme pohybovou rovnici pro kulicku v kruhové
draze a vztahy pro tfeci a normélovou silu:

2

.. mgr .
= .2
a+m7‘2(R—r)+JRsma 0 (3.28)
N =m(R —r)d* +mgcosa (3.29)
JR .

Poznamka: Pomoci zdkona zachovani mechanické energie 1ze snadno odvodit
zavislost N(a): Oznacme @ rychlost stfedu hmotnosti v nejnizs§im bodé zavitu,
¥ v obecném bodé. Plati

2

1 1 v
—mU(z) + §JT_2 = §’fn'U2 + §JT_2 + mg(R - T)(l - COSO()

s o mg(R—r)(1—cosa)_ ,
=2 — 2
i mr2 + J :

Rovnici (3.29) piepiSeme do tvaru
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2
N = o +mgcosa, tj.
R—r
N = ( mud _ 2m?rg 3m2r? +mJ
CCR—r e+ J

o g gcosa (3.31)
Z podminky pro prichod kulicky hornim bodem drahy stanovime rychlost kulicky
vg v nejniz§im bodé drahy:

N(m) >0
mu} _ 5m2r2—|—m.]g >0
R—r mr2+mlJ

5mr? + J
2> - - .32
Uo_mr2+Jg(R T) (3.32)
Vysvledky a zavéry:

Vo

Resenim rovnice (3.28) ziskame zévislost thlu « na ¢ase. Po¢ateéni podminky
volime ve tvaru «(0) =0, &(0) =

7. Tuto zéavislost ukazuje obr. 4.

a [rad]
=
T
\
N\

]
03 04
tIs]

obr.4  Casova zéavislost ahlové polohy kuli¢ky v zavitu
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Rovnice (3.29) pak vyuZijeme ke znazornéni grafické zévislosti velikosti sily N
na case:

0,08

0,06 [ N / g

\ :
/
Z 004 | \'\ /
z \\ //
\ /
002 |- \ /
\ /’/
/
0,00 1 1 \T\\_,//I 1 J
00 01 02 03 04

obr. 5 Casov4 zavislost velikosti tlakové sily ptsobici na kulicku v zavitu

Obdobné ziskdme ze rovnice (3.30) velikost te¢né sily T; (staticka tfeci sila)
v zavislosti na ase:

0,004 [ e
/ / \
0,002 - / \
// \\\
/ N /
\ /
= 0,000 | / N /
= N\
£ \ /
\ /
N\ /
0,002 \ /
AN /
\\ /
0,004 | _
1 1 1 1 ]
00 0,1 02 03 04

obr. 6 Casova zavislost statické t¥eci sily pusobici na kulicku v zavitu
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V piipadg, ze kulicku vypustime z dostateéné vysky, takze projde celou dréhu,
aniz by s ni ztratila kontakt, mtzeme zjistit, zda kuli¢ka v nékterém okamZziku
proklouzne, nebo ne. Pro tento uéel vykreslime do jednoho grafu zévislosti ab-
solutni hodnoty velikosti tfeci sily na ¢ase a velikosti normaélové sily vynasobené
koeficientem statického tfeni pro pouZité materialy (v naSem pfipadé ocel-ocel:
fs = 0.15). Jestlize nastane situace, kdy |T¢| > N fs, pak kulitka proklouzne.
Situaci ukazuje graf na obr. 7.

0,010
0,008

0,006

N THIND

0,004

0,002

0,000 £
00

04

obr. 7 Casové zavislosti velikosti sil N a T pro kovovou kulicku

Jak je vidét z grafu na obr. 7, k prokluzu v naSem pi#ipadé dojde. Je-li splnéna
podminka pro prokluz, dojde k nému v mistech pfed a za horni avrati kulicky
(viz obr. 7).

Jestlize nastane p¥ipad, kdy bude kulicka vypuSténa z vysSky mensi, nez je
nutné k jejimu prichodu celym zéavitem (velikost rychlosti vy v dolnim bods
zévitu nebude splitovat podminku (3.32), miZeme ze vztahu (3.31) uréit, v kterém
bodé se kuli¢ka oddéli od drahy.

N(a)=0

~ 2r%2g(R—1) —v§(mr? + J)
cosa = TBm+ ) (3.33)




3.3. ZAVIT S KULICKOU - MODEL SMYCKY SMRTI 55

Jesté se vratime k vysvétleni ztrat energie pii pohybu kuli¢ky po vodici draze
pii redlném experimentu. Nejvyraznéjsi efekty, které se projevi, jsou tyto:

a) Ztraty pii prokluzu, tj. energie se ztraci tfenim.
b) Ztraty kmitanim soustavy, tj. kulicka po draze skice, ¢imZ pfedavé energii
draze, ta se rozechviva a ztraty jsou zplsobeny Gtlumem.

P#i provedeni experimentu se samoziejmé neprojevi pouze jeden z efektd, ale
jejich kombinace. Prokluz miizeme eliminovat pouzitim kulicky z tvrdé gumy,

sx 2

kdy vyrazné zvysime koeficient statického tfeni. Jak se zméni podoba grafu na
obr. 7 pfi pouziti kulicky z tvrdé gumy ukazuje obr. 8 (k prokluzu dojde ve
vyrazné krat§im ¢asovém intervalu).

0,035
0,030
0,025

0,020

N THIND

0,015

0,010

0,005

0,000 L=
0,0

04

obr. 8 Casové zavislosti velikosti sil N a T' pro gumovou kulitku

Jestlize experiment provedeme tak, Ze zamezime prokluzu kulicky na dréze,
ukaze se, ze vypocet je ve velmi dobré shodé s experimentem. Prokluzu zamezime
tim, Ze kuli¢ka bude mit dostatecnou pocatecni energii k tomu, aby byla ve vSech
bodech drahy splnéna podminka: |T'| < N.f;, tj. v kazdém okamZiku se uplatiuje
mezi kulikou a vodici drahou pouze statické t¥eni (v grafu na obr. 7 budou mit
kiivky nejvyse dva spolecné body).

Naladime-li experiment tak, aby byla splnéna tato podminka, zjistime, Ze
vyska h nad urovni nejnizsiho bodu trajektorie je h = 3, 18(R — ), tj.
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ho = 1,18R. To velmi dobfe odpovida exprimentu, kde jsme stanovili méfenim
hodnotu A = 3R. Pouzijeme-li v experimetu gumovou kulicku, hodnota h se
mnohem vice pfiblizi k hodnoté vypocétené pro ideélni pfipad pomoci zikona
zachovani mechanické energie.

Zbylé ztraty energie béhem dé&je jsme jiz popsali vyse v bodé (b).



Kapitola 4

Pohyb téles v odporujicim
prostiedi

CviCeni a ulohy v zakladnim kurzu obecné fyziky, konkrétné v mechanice, se
v prevazné vét§iné piipadd fesi za pfedpokladu, Ze odpor okolniho prostiedi
(typicky vzduchu) proti pohybu télesa je zanedbatelny. TentyZ pFedpoklad se
pouziva pii interpretaci demonstra¢nich experimenti. Studenti tak mohou mit
dojem, Ze odporujici sily lze zanedbat vzdy. Uvedenych zjednodugujicich pfed-
pokladi pak automaticky pouZivaji i v situacich, kdy odporujici (brzdici) sily
maji na pohyb télesa podstatny vliv.

Nejjednodussi zavislost brzdici sily na rychlosti je linedrni. Bohuzel, v pii-
padé pohybu télesa ve vzduchu neni takovy model vhodny. Tuto skuteénost
ilustrujeme v této kapitole pomoci dvou experimenti — pad télesa ve vzduchu a
tlumené kmity télesa na pruziné. V obou pfipadech je zavislost odporu vzduchu
na rychlosti kvadratickd. Linedrnimu modelu naopak odpovid4a brzdéni pohybu
kovového nemagnetického pasku v magnetickém poli Foucaultovymi proudy, coz
rovnéz dokdzeme vysledky demonstra¢niho experimentu.

57
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4.1 Meéreni koeficientu odporu vzduchu

K bé&Znym metodam pro méfeni koeficientu odporu C patii méfeni mezni rychlosti
padu nebo méfeni na specidlnim siloméru v aerodynamickém tunelu. Obé tyto
metody maji znacna tskali pii realizaci. P¥i méfeni mezni rychlosti nemame
obvykle dostatek prostoru, druhy zptisob se neobejde bez nadkladného aerodyna-
mického tunelu. Néasledujici jednoduchy experiment umoziiuje zméfit koeficient
C pomoci digitalniho zadznamu padu télesa ve vzduchu.

Charakteristika:

Bezrozmérn4 fyzikalni veli¢ina, koeficient odporu C, vystupuje v Newtonové
vztahu pro odporovou silu jako konstanta imérnosti zahrnujici vliv tvaru télesa
a jeho orientaci vzhledem ke sméru pohybu.

Fyzikalni zakony:
Druhy Newtonav zédkon, Newtontv vztah pro odporovou silu, Stokestav vztah
pro odporovou silu.

Pomiicky a zafizeni:
Polystyrenova koule, digitalni fotoaparat, stroboskop.

Popis experimentu:

Méteni koeficientu C' provedeme piimou metodou, kterd se vyhyba obéma
vySe uvedenym obtizim. PouZijeme mé&ieni poloh télesa pii padu v odporujicim
prostiedi a proloZeni feSeni pohybové rovnice naméfenymi hodnotami.

Ciselné parametry experimentu:
m=6,87x10"2kg; r=0,04m; g =9,81 ms2; p=1,17 kg.m 3
(T =300 K)
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Fyzikalni rozbor, matematicka formulace a FeSeni:

tabule se stupnici

padajici koule

stroboskop

fotoaparét

obr. 1  Uspofadani experimentu (ptadorys)

Stroboskop je zamérné umistén mimo osu "fotoaparat-koule", aby svétlo odrazené
od tabule nepfeexponovalo snimek.
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Obr. 2 Zaznam padu télesa Obr. 3

Na obr. 2 vidime fotografii, kterd vznikne zdznamem pomoci digitalniho
fotoaparatu a stroboskopu.

Na obr. 3 vidime schematicky obrazek padu koule s vyznaenymi silami
pusobicimi na kouli a se zvolenou soufadnicovou soustavou. Pocatek soutfadni-
cové soustavy umistime do mista prvni "dobfe" rozligitelné koule. Tato poloha
odpovida okamziku ¢ = 0 s. V naSem experimentu zaéin& pohyb koule v ¢ase
t <0 v bods z(tg) = 2o = —0, 15 m. Rychlost v ¢ase to je v(tg) = 0 ms~1.

Parametry zaznamu:
Ekvivalent ISO 400; clonové ¢islo 3,3; ¢as expozice 1 s; frekvence zableskt
stroboskopu 25 Hz; vzdalenost znadek na tabuli 10 cm

Fotografii zpracujeme tak, Ze vytvofime dvousloupcovou tabulku zavislosti polohy
na Case (t,z), kde znacky na tabuli pouzijeme pouze jako orienta¢ni a skute¢né
méfeni polohy provedeme v pixelech a pfepoéteme pomoci znamého poméru

pizel
metr D& metry.
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Pohybovéa rovnice koule:

méd = mg + Fy, (4.1)

kde m je hmotnost koule, g je tithové zrychleni a Fy odporova sila vzduchu.
Budeme testovat dva modely odporové sily, a to linedrni (Stokesiv) a kvadra-
ticky (Newtonav).

1
Fd7Stokes = —671'777"07 Fd,Newton = _§CSP’U27

kde v je rychlost koule, 7 dynamicki viskozita vzduchu, r polomér koule, C'
empiricky koeficient, S prafez koule a p hustota vzduchu.

Porovnanim numerického Feseni rovnice (4.1) pro linearni (Stokesiv) model
odporové sily s naméfenymi daty zjistime, Ze tento model neodpovida realité.
Jestlize pouZzijeme 7 jako volny parametr, dostaneme hodnotu 230-krét vétsi nez
je skuteéna hodnota dynamické viskozity pro vzduch, jejiz hodnota je n3p0x =
17,1 x 1075 Pa.s. Pro spravnou hodnotu 7300 dostaneme pravou ¢arkovanou
¢aru v obr. 4.

Tento vysledek je v souladu s nagim ocekavanim, Stokestiv model totiz neni
spravny pro hodnoty Reynoldsova &isla vEtsi nez 34 [9]. Pro parametry naseho
experimentu je tato hodnota pfekroena jiz pii rychlosti kolem 5 cm.s !, ktera
odpovida velmi kratkému ¢asovému intervalu po za¢atku padu.

Nyni se soustfedime na moZnost uréeni empirického koeficientu C, vystupu-
jictho v Newtonové vztahu pro odporovou silu.

Pohybova rovnice:

1
mi + §CSpv2 =mg (4.2)

Rovnici (4.2) budeme fe$it numericky s po¢ateénimi podminkami
v(0) =0 ms~! a 2(0) = —0.15 m. Prolozeni feseni z(¢,C') namé&fenymi hodno-
tami x(t) provedeme metodou nejmensich &tvercl a ziskdme koeficient C.
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Vysledky a zavéry:

1.8
1.6
14

X [m] l*
0.8;
0.6

02

0 01 02 03 04
t[s]

obr.4

Plnou ¢arou je vyznaceno nejlepsi proloZeni numerického feSeni rovnice (4.2)
naméfenymi daty metodou nejmensich ¢tverci, pravé ¢arkovana kiivka odpovida
Stokesovu modelu a leva kfivka volnému padu.

Nejlepsi shoda feSeni rovnice (4.2) s naméfenymi daty dava hodnotu:

C =0.42+0.03

Tato hodnota je ve velmi dobrém souladu s tabelovanymi udaji.

Pro preciznéjsi analyzu padu télesa v odporujicim prostiedi by bylo nutné
uvazit jesté vliv vztlakové sily pusobici na téleso, tj. na pravé strané rovnice
(4.2) by se objevil ¢len F, = Vpg. Pro spravné zapocteni této sily je t¥eba si
uvédomit, ze V nemusi byt nutné vnéjsi objem télesa, zejména je-li materiil
poérovity. Je proto t¥eba uvazit vnit¥ni strukturu materialu.
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4.2 Mechanicky oscilator s linearnim tlumenim

Brzdici silu line4drné zévislou na rychlosti pohybu télesa lze realizovat pomoci ne-
magnetického kovového pasku kmitajiciho na pruziné a tlumeného Foucaultovymi
proudy.

obr. 1 Kmity oscilatoru tlumeného Foucaultovymi proudy

Charakteristika:

Pruzinovy mechanicky oscildtor tlumeny Foucaltovymi proudy, sestaveni
pohybovych rovnic, odvozeni a experimentalni prokizani linedrniho charakteru
tlumeni.

Fyzikalni zakony:
Prvni impulzové véta, zavislost brzdici sily zptisobené Foucaultovymi proudy
na rychlosti pohybu.

Pomiicky a zafizeni:
Pruzina, zavazi, svitivd dioda, prouzek hlinikového nebo médéného plechu,
magnety.
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Popis experimentu:

V levé ¢asti obr. 1 vidime zavéSeny pruzinovy oscilator, ktery je navic osazen
svitivou diodou a hlinikovym paskem, ktery se mize volné pohybovat mezi poly
magnetd. Fotografie vznikne tak, Ze pohyb svitici diody zaznamename digital-
nim fotoaparitem umisténym na oto¢ném stativu v tmavé mistnosti.

Ciselné parametry experimentu:

thlova frekvence netlumeného oscilatoru wy = 7.17 s~1; Gas zavérky 30 s; ek-
vivalent citlivosti filmu ISO 400; clonové &islo 5; synchronizace blesku s dlouhymi
Casy zaveérky, zablesk na zacatku expozice

Expozice: Fotoaparat nastavime tak, Ze oscilator mame v levé ¢asti zorného pole,
zahajime expozici (v tento okamZik ndm blesk osviti pozadi s méfitkem), za-
Eneme otalet fotoaparatem na stativu (timto pohybem rozvineme pohyb oscila-
toru z GseCky do roviny). Nerovnomérnost rota¢niho pohybu fotoaparatu zptasobi
"roztfesenost" vysledné fotografie. To viak nepfedstavuje zddnou komplikaci,
nebot periodu zndme z jednoduchého méteni se stopkami. Tato "nerovnomérnost"
zplsobend ru¢ni rotaci nijak neovlivni pfesnost naeho méfeni a zaroveii ndm
uSetii naklady za pfidavna zafizeni.

Fyzikalni rozbor, matematicka formulace a FeSeni:

Pohybuje-li se nemagneticky kovovy pasek v magnetickém poli o indukeci B
a jeho rychlost ¥ je kolméa ke sméru vektoru magnetické indukee, pak podle [6]
a [11] je brzdici sila zpisobena Foucaultovymi proudy dana vztahem

Fy = —KoiB? K >0 je konstanta (4.3)

Je-li hlinikovy pasek z homogennitho materidlu, jeho vodivost o konstatni a
magnetickd indukce mezi pély magnetu se neméni, pak je "brzdna" sila Fp,
ktera zpisobuje tlumeni oscilatoru, zavisla pouze na prvni mocniné rychlosti a
mé vzdy opacny smér nez rychlost.

K experimentilnimu ovéfeni "linedrnosti" tlumeni popsaného oscilatoru vyuzi-
jeme fotografii na obr. 1.

Linearni oscilator s Hookovou pruznou silou tlumeny odporovou silou typu
Fp = —bi ma pohybovou rovnici:

mz=—kz— bz,
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kterou v naSem pfipadé prepiSeme do tvaru:
mz = —kz — KoB?z (4.4)
Rovnici (4.4) upravime:
F +2v: +wiz =0, (4.5)

kdey=22awy=1/£ ,b=KoB>
Reseni této rovnice méa pfi vhodné volbé pocateénich podminek tvar:

z =Ae " coswt, (4.6)

kde w = /wi — 2.

z[m]

t[s]

obr.4  Grafické znazornéni funkce (4.6)

Vysledky a zavéry:

Jestlize prolozime naméfené body trajektorie reprezentujici jednotlivé
maximélni vychylky oscilatoru obélkou funkce (4.6), zobrazené na obr. 4 s jedi-
nym volnym paramerem -y, ovéfime soucasné platnost naseho modelu a zjistime
¢iselnou hodnotu koeficientu dtlumu .
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0.08 E

0.04 | T i

0.02 u\;\“““-”“ |

t[s]

obr.5

Zjisténa velikost koeficientu atlumu v pomoci jednoparametrického fitu
metodou nejmengich &tverci je v = (0.181 £ 0.005) s~ . Tomuto odpovida
velikost relativni chyby 6 = 2.85%.

Tento vysledek je potvrzenim spravnosti linedrniho modelu.
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4.3 Mechanicky oscilator tlumeny odporem
vzduchu

Vétgina mechanickych dloh a demonstraénich experimentii se fesi a interpretuje
za predpokladu, Ze odpor prostfedi pii pohybu téles ve vzduchu lze zanedbat.
Tento predpoklad vSak neni realisticky a zejména pii interpretaci experimenti
je tfeba odpor vzduchu zapodist.

obr. 1 Kmity oscilatoru ve vzduchu

Charakteristika:

Demonstra¢ni experiment, pomoci néhoz testujeme vhodnost raznych mo-
delt zavislosti odporové sily vzduchu na rychlosti télesa. Je jednoduchy, efektni a
nepiili§ ndkladny a na rozdil od experimenti nevyuzivajicich kmitani nevyzaduje
ani pfili§ prostoru.

Fyzikalni zakony:
Druhy Newtontv zédkon, Newtontv vztah pro odporovou silu, Stokesiv vztah
pro odporovou silu.
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Pomiicky a zafizeni:
Pruzina, zavazi, svitiva dioda, digitalni fotoaparat, karton.

Popis experimentu:

V levé ¢asti obr. 1 je vidét obyc€ejny pruzinovy mechanicky oscilator, ktery
je osazen svitivou diodou. Oscilator miize kmitat témeéf jako netlumeny, nebo
k nému miZe byt pfidan tlumici prvek, v naSem piipadé ¢tvercovi karténova
deska. Fotografie vznikne uzitim digitalniho fotoaparatu umisténého na otoéném
stativu v tmavé mistnosti, s témito parametry:

Ciselné parametry experimentu:
Cas zavérky 30 s; ekvivalent citlivosti filmu ISO 400; clonové ¢islo 5; syn-
chronizace blesku s dlouhymi ¢asy zavérky, zablesk na zacatku expozice

Expozice:

Fotoaparat nastavime tak, abychom vidéli oscilator v levé ¢asti zorného pole,
zahdjime exporzici (v tomto okamzZiku blesk osviti pozadi s m&Fitkem), zatneme
otadet fotoapardtem na stativu (timto pohybem rozvineme pohyb oscilatoru
z GseCky do roviny).

Fyzikalni rozbor, matematicka formulace a FeSeni:

Linearni model odporové sily

Nejcastéji uZivanym typem zévislosti odporové sily prostiedi na rychlosti
pohybu télesa je zavislost linearni (napfiklad pro kouli jde o obvykly Stokestv
vzorec F,q = 6mnrv , kde r je polomér koule a 1 dynamicka viskozita prostiedi).
Motivem této volby je vétS§inou moznost snadno ziskat analytické feSeni pro-
blému. Linearni oscilator s Hookovou pruznou silou tlumeny odporovou silou
tohoto typu mé pohybovou rovnici:

mij = —ky — by, (4.7

kde k je tuhost pruziny a m hmotnost télesa.
Rovnici (4.7) lze pfepsat do tvaru

i+ 2vj 4+ wiy =0, (4.8)

deWQZ\/% avzﬁ.
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Regeni této rovnice ma pfi vhodné volbé pocatecnich podminek tvar:

y = Ae "' coswt, (4.9)

w=1/wi—~2, (4.10)

a Ae™7! je tasové proménnd amplituda, kterd uréuje kiivku, jiz se dotyka graf
zavislosti vychylky oscilatoru na Case (tzv. obalka grafu).

Zvolime-li ve vztahu (4.9) pocateéni amplitudu, periodu kmitu a celkovou
dobu, po kterou sledujeme kmitani, shodné s experimentem a znazornime-li
feSeni (4.9) graficky (viz obr. 2), miZeme pfimo porovnat Gtlum modelového
oscilatoru se skutetnym (napiiklad srovnanim vysek prvnich nékolika odpovi-
dajicich si maxim).

kde

0.25 T T T T T
0.2
0.15
0.1
0.05

y [m]
o

-0.05
-0.1
-0.15
-0.2
-0.25

1 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30
t[s]

obr. 2  Vychylka oscilatoru pfi linedrnim tlumeni

Pti pokusu o docileni nejlepsi shody experimentalnich tdajd s teoretickou
kfivkou v oblasti prvnich deseti kmiti v8ak zjistujeme, Ze po uplynuti delsi
doby je teoreticky ttlum vyrazné vyssi nez ttlum naméfeny (viz obr. 1 a 2).
Pro oscilator, kde tlumicim prvkem je deska kmitajici spolu s oscildtorem ve
vzduchu, je tedy linearni model tlumeni nevyhovujici.
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Kvadraticky model odporové sily

Typickym piikladem tohoto modelu je Newtoniv vztah pro velikost odporové
sily Foq = %C‘Spv2 , kde p je hustota vzduchu, S je obsah pfi¢ného fezu
vzhledem ke sméru pohybu a C je empirickd konstanta, z&visejici mimo jiné
na tvaru télesa a jeho orientaci vzhledem ke sméru pohybu. Obecny vztah pro
odporovou sflu tohoto typu m4 tvar F,y = —B|&]7 , kde |7] je velikost rychlosti
aB= %C’Sp.

Oscilator s Hookovou pruznou silou tlumeny odporovou silou tohoto typu
mé pohybovou rovnici:

kterou lze pfepsat do tvaru

i+ Byli +wiy =0 (4.11)

ReSeni rovnice (4.11) nedokidZeme ziskat v analytickém tvaru, umime ji v8ak
snadno fesit numericky. Graf feSeni odpovidajiciho po¢ateénim podminkam p¥i
experimentu je na obr. 3.

0.25 T T T T T
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0.1
0.05

y [m]

-0.05
-0.1
-0.15

1 1 1

-0.2

0 5 10 15 20 25 30
t [s]

obr. 3  Vychylka oscilatoru pii kvadratickém tlumeni
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Srovname-li obr. 1 s obr. 3, vidime, Ze obé kfivky jsou si jiz na prvni
pohled vyrazné podobné (a odlisné od grafu na obr. 2). Z pouhého dojmu
vSak nemuZzeme usuzovat na korektnost modelu s "kvadratickym tlumenim".
Opréavnénost uziti tohoto modelu budeme muset jesté ovérit.

Predpoklddejme, 7e periodu feSeni na obr. 3 lze povazovat za konstantu
danou intervaly mezi sousednimi maximy nebo minimy. Opravnénost tohoto
pfedpokladu potvrzuje urceni poctu kmitd v raznych, avSak stejné dlouhych
Casovych intervalech. V dalsim budeme k zpracovini méfeni pouzivat pouze
naméfend maxima a minima, ¢imZz zcela odstranime problém s "roztfesenosti"
fotografie na obr. 1, zptisobenou ru¢nim oticenim fotoaparatu na stativu.

Pro porovnani vypoc¢tenych a naméfenych hodnot vyuzijeme ptiblizny vypocet
zaloZeny na energetické Gvaze, abychom ziskali pokles amplitudy oscilaci jako
funkci ¢asu. Z proloZzeni naméfenych dat touto funkci ziskdme parametr § a
thlovou frekvenci kmita w.

UvaZzujme Easové intervaly [t t,+to] mezi libovoln& zvolenym n-tym maximem
a bezprostiedné nasledujicim minimem oscilatoru. Délku téchto intervali miZeme
v ramci naseho méfeni [0, 30] s povazovat za konstantni, nebot rozdil mezi prvni
a posledni studovanou periodou je pouze 0,2% (zjisténo pHimym mé¥Fenim).
Mizeme tedy povazovat pohyb za oscilace s konstantni periodou wg = %,
ale s pomalu se ménici amplitudou A(¢) a fazovym posuvem ¢(t), podrobnéji
viz [5].

y(t) = A(t) cos (1) , P(t) = wot + (1) (4.12)

= —woA(t) sin () + [A(t) cosb(t) — A(t) sinh(£)(t)] (4.13)

Mg&jme na paméti, Ze wq je vlastni frekvence netlumeného oscilatoru. Uvazime-li,
ze A(t) a ¢(t) jsou pomalu se ménici funkce ¢asu, pak muzeme zanedbat vyraz
v hranatych zavorkach ve vztahu (4.13) a maZeme psat:

dE  d (1 1
ey (gmgf + §ky2> = —mBw A3| sin® wot|, (4.14)
kde E je energie harmonického oscilatoru dana vztahem

1 1 1
E(t) = imUQ + ikyQ = §mw§A2(t) (4.15)

Diferencovanim vztahu (4.15) a aproximaci vyrazu % jeho st¥ednf hodnotou



72 KAPITOLA 4. POHYB TELES V ODPORUJICIM PROSTREDI

to
1 4
(| sin® wot|) = & /sin3 wot dt = 3 (4.16)
0
dostaneme:
dA 4 dA 48w
2494 _ % 3 43 = = g2 4.1
Mg 3 my dt 3 (4.17)
Regeni rovnice (4.17):
Ao 4840
A= Q= 4.1
1+Qt 3r 0 (4.18)

Vysledky a zavéry:
ProloZzenim namé&fenych maxim nebo minim feSenim (4.18) ov&fime model s "kva-
dratickym" tlumenim.

0.25

0.2 F\ |

015 F 4

y [m]

01t ]

0.05 ) 1

t[s]

obr. 4 Pokles amplitudy A(t) oscilatoru s kvadratickym tlumenim

Perioda je dana intervalem mezi sousednimi maximy nebo minimy ¢ = 1,24 s,

coz odpovida thlové frekvenci wy = 5,08 s~1. Hodnota parametru 8 = 0,38 m~!.
Nyni se vratime k tomu, pro¢ jsme v textu upozoriiovali na fakt, ze wg je

ihlovéa frekvence piislugnd netlumenému oscilatoru. Hmotnost oscilatoru je

m = 8,75 x 1072 kg a mé&fenim jsme dostali tuhost pruziny k£ = 3,0 Nm~!,
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coZz dava wo vypostend = 9,9 s~ 1. Tento nesoulad s naméfenou hodnotou mizeme
snizit tim, Ze zapo¢teme hmotnost pruziny m, = 4,89 x 1072 kg. Hmotnost
oscilatoru je tedy mg = m+ %mp a odpovidajici thlova frekvence w), = 5,4 s~ 1.
Je tedy ziejmé, ze tato korekce je stile nedostateéni. Muzeme tedy pfedpok-
ladat, Ze rozdil mezi vypoctenou a méfenou thlovou frekvenci zpisobuje vétsi
"efektivni" hmotnost oscilatoru m > mg.

Tedy

wi = ko L_ (4.19)
m mo +m
kde m je pfidavna hmotnost, kterou mizeme pfisoudit vzduchu nesenému os-
cilatorem.
Hodnoty pfidavné hmotnosti zjistime pomoci numerického feSeni rovnice
(4.11) namé¥enymi daty [t,,zy] . Zaroveh uréime hodnotu koeficientu C, ktery

vystupuje v Newtonové vztahu pro odporovou silu.

m=>5,1g

obr.5  dvé tlumici desky s odpovidajicimi pfidanymi hmotnostmi "neseného"
vzduchu.

Tato hodnota je C' = 1,3 a velmi dobfe koresponduje s tabelovanymi hod-
notami. Volbu Newtonova modelu potvrzuje i to, Ze pfi naSem experimentu
dosahuje Reynoldsovo &islo velkych hodnot.
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Kapitola 5
Zavér

V praci bylo zpracovano osm konkrétnich demonstraénich experimenti zabyva-
jicich se mechanikou hmotnych bodi, mechanikou tuhych téles a pohybu téles
v odporujicim prostiedi. Popis jednotlivych experimentt byl sestaven do formy
"karet", které maji jednotnou stukturu zaméfenou tak, aby experimentator,
ktery tuto kartu pouzije, dostal do rukou jasny popis provedeni, zpracovani a
vyhodnoceni daného demonstra¢niho experimentu, véetné upozornéni na nés-
trahy, kterym je vyhodné se vyhnout a nejsou na prvni pohled patrné.

Kazdy demonstra¢ni experiment uvedeny v této praci byl sestaven s diirazem
na maximaln{ jednoduchost a dostupnost zafizeni a zdrovén s pozadavkem mini-
maélnich finan¢énich niklada.

Znalny duaraz je v préaci kladen na korektni a dikladné matematické zpra-
covani vypoCtu a méfeni a jejich naslednou fyzikalni interpretaci. Demonstraéni
experiment zde nebyl pouze efektni podivanou, ale dilezitym zdrojem informaci
pro néaslednou fyzikilni a matematickou analyzu problému.

Tato prace je pouze vybérem nékolika zajimavych iloh z nepfeberného mnoz-
stvi demonstranich experimenti, které ukazuji, ze dislednym zpracovinim lze
ziskat velké mnozstvi pfidanych informaci o zkoumaném fyzikilnim systému.
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