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Abstrakt

Préce se zabyva rozborem vybranych problémi mechaniky hmotného bodu a mechaniky tuhého
télesa na urovni uréené absolventiim bakalifského studijniho programu fyziky. Takto formulované
pasaZze potom v seviené podobé transformuje také na stfedoSkolskou vroveni. Vybér témat je za-
méfen jednak na oblasti, které studentiim ¢asto ¢ini problémy, jednak na oblasti, v nichZ se bézné
dostupnd, literatura omezuje na feSeni specialnich pfipadi.

Text sestava ze dvou volné navazujicich ¢asti: Mechaniky hmotného bodu a Mechaniky tuhého
télesa. Kazd4 z nich je uvedena souhrnem potfebnych fyzikdlnich pojmu a zdkoni, které jsou v na-
sledujicich kapitolach aplikovany na konkrétni situace: pohyb sférického kyvadla a pohyb hmotného
bodu v blizkosti rotujici Zemé& v ¢asti prvni a pohyb setrvaénikl v €asti druhé. Diiraz je pfitom
kladen na duslednou matematickou formulaci problémi a na jeji fyzikalni interpretaci. Ve srovnani
s b&znou literaturou je pfi obecném popisu pohybu tuhého télesa vyrazné preferovan maticovy for-
malizmus. Obé ¢asti uzavira struény elementarni vyklad tematiky na stfedoskolské tirovni, doplnény
souborem tloh k samostatnému feSeni.

Prace je urfena absolventim kurzu obecné fyziky a odpovidajicich matematickych disciplin
(iroveii bakalafi), jejichZ poznatky v mnohém rozsifuje. Uditelim fyziky navic poskytuje prostor
k vybéru a zptsobu zpracovani latky pro béZné i nestandardni hodiny.



Abstract

The thesis presents an analysis of some problems of the mechanics of a point particle and the me-
chanics of a rigid body at the level appropriate to Bachelors of Physics. Thus formulated passages
are then transformed into concise version appropriate to the secondary school level. The choice
of topics is aimed at fields often being problematic for most students on the one hand and at the
topics restricted to the form of solving particular cases in the literature available on the other hand.

The text consists of two loosely linked parts: Mechanics of a Point Particle and Mechanics of
a Rigid Body. Each of them is opened with a summary of useful physical concepts and principles that
are applied to concrete situations in following chapters: motion of a spherical pendulum and motion
of a point particle in the proximity of the rotating Earth in the first part and motion of a rigid
body about a fixed point in the second part. Great emphasis is put on consistent mathematical
formulation of analysed situations and on its physical interpretation. In comparison with textbooks
available, matrix algebra is considerably preferred for general description of a rigid body motion.
Both parts are concluded with a brief elementary presentation of the topics appropriate to the
secondary school level completed with a complex of examples for the individual study.

The work is drawn up for university students who completed the introductory course of general
physics and corresponding mathematical disciplines (Bachelor level). It makes knowledge of the
students more profound in many ways. Moreover, teachers can use it for the choice of topic and
method for presentation in both common and non-standard classes.
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Uvod

Klasickd mechanika tvofi jiz tradiéné vstupni blok kazdého kurzu obecné fyziky, prezentovaného
na riznych stupnich a typech Skol. Toto pojeti je ddno pfedmétem samotné mechaniky — nejstarsi
fyzikalni discipliny, popisujici pohyb makroskopickych téles, ktera nas bézné obklopuji. Pravé moz-
nost ¢etnych odkazi na kaZdodenni zkuSenost a jeji postupné zobeciiovini dovoluje prostfednictvim
mechaniky ndzorné prezentovat axiomaticky zpusob vystavby fyzikdlnich teorii a vstipit tak stu-
denttm ziklady fyzikdlniho my$leni.

Prvni formulace axiomi klasické mechaniky — trojice Newtonovych pohybovych zdkomi - spada
do druhé poloviny 17. stoleti. Pfestoze se pozd€ji objevily i jiné pristupy k budovani klasické me-
chaniky (D’Alembert, Lagrange, Hamilton a jini), které vychazeji z obecné&jsich principii a vedou
napiiklad k prehlednéjsimu zapisu pohybovych rovnic vazanych systéma, zistava i nadale vyznam
Newtonovych zdkoni nesporny. Newtonovy zdkony totiZz maji jednoduchy tvar uvadéjici do sou-
vislosti veli¢iny zavedené s ohledem na kaZzdodenni praktickou zkuSenost a jsou zcela univerzalni,
tj. umoziiuji bezezbytku popsat pohyb libovolného mechanického systému i jeho ¢asti.

PredloZend prace je zaméfena na oblast fyzikdlniho vzdélavani, a proto disledné respektuje
newtonovskou formulaci mechaniky. Text je rozdélen do dvou volné navazujicich ¢asti: Mechaniky
hmotného bodu a Mechaniky tuhého télesa. V kazdé z nich jsou pro tplnost nejprve vymezeny
zékladni pojmy a zdkony vztahujici se k dané problematice (kapitoly 1., 2., 3., 7. a 8.), které
jsou nasledné& aplikovany na vybrané situace (kapitoly 4., 5. a 9.). Zmin&né kapitoly jsou podany na
arovni navazujici na bakalafsky studijni program fyziky, a proto je v nich kladen diraz pfedevsim na,
dfislednou matematickou formulaci pojmi, zdkond i konkrétnich problémi a na rozbor specidlnich
pfipadi, u nichZ lze ziskané vysledky nazorné fyzikalné interpretovat. Obé ¢asti pak uzavira vyklad
problematiky na stfedoSkolské drovni (kapitoly 6. a 10.).

Vybér témat zafazenych do prvni ¢asti prace je motivovan skutecnosti, Ze fada studentd ne-
rozumi dobfe obsahu Newtonovych zakoni a nedovede je aplikovat na jednoduché situace ([7]).
Vhodnym, avSak v udebnicové literature zpravidla opomijenym systémem, na némz lze z oblasti
mechaniky hmotného bodu ukéazat i procvi¢it velmi mnoho, je malé télisko zavéSené na niti nepro-
ménné délky - tzv. sférické kyvadlo. Rozboru jeho obecného pohybu na pokrocilé (vysokoskolské)
irovni je vénovana kapitola 4. Nasledujici kapitola 5. si na téze trovni v§ima pohybu hmotného
bodu vzhledem k neinercidlni vztazné soustavé spojené s rotujici Zemi. Ukazuje a porovnava také
dvoji moZny prFistup k nalezeni trajektorie nevdzaného hmotného bodu: feSeni pohybovych rovnic
formulovanych v neinercidlni vztazné soustavé spojené se Zemi na strané jedné a feSeni pohybovych
rovnic formulovanych v inercidlni vztaZzné soustavé a transformaci vysledkl do vztazné soustavy
spojené se Zemi na strané druhé. Prvni tfi kapitoly prace predstavuji pfipravny ramec, v némz jsou
shrnuty potfebné pojmy a zdkony kinematiky a dynamiky hmotného bodu.

Druhd &ast prace se zabyva nejprve kinematikou a dynamikou tuhého télesa (kapitoly 7. a 8.),
a to jak prostfednictvim ndzornych geometrickych predstav, tak uZitim maticového aparatu. Kapi-
tola 9. pak aplikuje vyvozené zavéry na pohyb setrva¢niki. Divodem k pravé této volbé je prakticka
dilezitost setrvaénikd a tim vznikajici potifeba popsat rtzné aspekty jejich pohybu. Prestoze by
bylo moZné pfistupovat zde k feSeni pohybu setrva¢niku co nejobecnéji a na zikladé ziskanych
vysledki dospét ke specidlnim piipadiim, zdmérné této moznosti neni vyuzito. Obecné feseni pro-
blému (napfiklad pohyb asymetrického setrva¢niku) je totiz pomérné niro¢né, zatimco speciaini
ptipady (pohyb kulového a symetrického setrvaéniku) lze popsat snadno — uplatnénim konkrétnich
postupt pro kazdy z nich.

Kapitoly 6. a 10. pfevadéji v zavéru kazdé z ¢asti diskutovanou problematiku na stfedoskolskou
urovein a jsou dokladem skute¢nosti, Zze dobré porozuméni pohybovym zakontim umoZiiuje pochopit
i pomérné slozité mechanické jevy. Nekladou si v8ak za cil prezentovat Gplny a vzorovy uéebnicovy
vyklad (vzhledem k chybg&jicimu kontextu pfedchozi a navazujici latky by to ani nebylo mozné).
Obé tyto kapitoly jsou koncipovany jako struény navod pro uditele, ktery vystihuje my$lenkovy



sled vedeni vykladu, rekapituluje kli¢ové pojmy a zdkony dané oblasti a aplikuje je na konkrétni
situace. Pro pfibliZeni zavidénych pojma a pro ukazku pouZiti probiraného apardtu je v textu
zafazeno nékolik feSenych piikladi, odd&lenych od daliiho vykladu symbolem <. KaZdy z oddili je
pak zakonden souborem tloh k samostatnému feSeni, zaméfenym na procvic¢eni a hlubsi pochopeni
latky. Naro¢néjsi dlohy jsou podle b&Zného zvyku oznaéeny hvézditkou. Ponévadz jsou obé kapitoly
formulovany jako relativné samostatné, nebylo moZné vyhnout se na nékterych mistech ¢astecnému
zopakovan( jiz difve uvedenych pasdzi. Podstatna &¢ast kapitoly 6. byla publikovana v &lancich [6]
a [7].

Prace se v mnohém opira o dostupnou literaturu. PouZity byly pfedevsim stiedoskolské uceb-
nice [2] a [27], vysokoskolské udebnice [3], [8], [9], [11], [15], [17] a [18], ale také star3i a dnes jiZ
ke studiu malo doporu¢ované kniha [26]. Témat, kterd jsou zde diskutovéna, si literatura vsima
s riiznou mirou podrobnosti. Zatimco pohyb hmotného bodu v blizkosti rotujici Zemé je feSen
pouze v [26] z hlediska neinercidlni vztazné soustavy, pohyb sférického kyvadla je vyCerpavajicim
zptisobem popsdn v téze publikaci a struénéji pak v novéj§i knize [3]. Pohyb setrvalnika fesi né-
které vysokoskolské ucebnice (napf. [3], [9], [11] a [17]) jen pro specidlni pfipady, obecnéj§i postupy
uvadi (8] a [18] a detailn{ rozbor [26].

Rada vysledki potiebnych k sepsani prace byla erpana z uéebnice [26], zde je viak pouZito
odli$ného zptisobu jejich zpracovani a prezentace. Ulebnice je totiZz velmi podrobnd a precizni,
s mnozstvim zajimavych argumentaci, ale obsahuje zastaralé postupy a jeji ¢asti na sebe misty
natolik tésné navazuji, Ze potfebnou pasiz nelze proéist bez znalosti kontextu okolnich paragrafi.
Ostatni citované prameny dobfe slouzily zejména k prvnimu sezndmeni s problematikou, k némuz
(26] neni nejvhodné&jsi.

V textu je pouZito obvyklého znadeni fyzikdlnich veli¢in. Ve snaze nezavadét pfili§ netypicka
oznaceni jsou pritom nékteré — zpravidla pomocné — velifiny oznaceny jiz drive pouzitymi sym-
boly. Vzhledem k jejich dostate¢né prostorové vzdalenosti by ale nemélo dojit k pfipadné zdméné.
S obledem na pfehlednost jednotlivych pasaZi se pak podle pot¥eby (vidy v8ak s dostate¢nym
upozornénim) meéni zplsob znadéeni a indexovani n&kterych velid¢in: zatimco oznaceni vztazné sou-
stavy zpusobem S = (O;z1,z2,z3) a rozlideni slozek vektort dolnimi éislicovymi indexy 1, 2, 3 je
vyhodné na mistech, kde se uzitim Einsteinovy sumadni konvence provadéji obecné maticové vy-
pocty, v pfipadé konkrétnich aplikaci (kapitoly 4., 5., 6., a 10.) je pouZito oznaceni S = (O; z,v, 2)
a rozlideni slozek vektord dolnimi indexy 4, y, .. Na mistech, kde se nepfedpoklada nedorozuméni,
je opét se zfetelem na pfehlednost textu vynechdno explicitni vyznaceni zavislosti veli¢in na Case,
soufadnicich atd.

Kazda z ¢asti prace je ¢lenéna do prubézné &islovanych kapitol. Kapitoly se dale déli do oddild,
pro néz je zvoleno obvyklé desetinné ¢islovani, v pfipadé potieby pak dale do paragrafi oznace-
nych velkymi pismeny latinské abecedy. Pasdze psané petitem obsahuji roz§ifujici informace nebo
podrobnéjsi komentafe a jejich vynechani nenarusi souvislost vykladu. Dopliiujici poznamky, které
by mohly rusit ¢tendfovu pozornost, jsou uvedeny vidy pod €arou na piislu$né strané. Rozsahlejsi
pocetni postupy a odvozeni jsou zafazeny v dodatcich.



I. CAST

MECHANIKA HMOTNEHO BODU






1. Zakladni kinematické pojmy a veli¢iny

Predmétem nejstarsi fyzikalni discipliny — mechaniky — je studium pohybu téles a jejich ¢asti. Podle
pfistupu k tomuto problému mechaniku délime na kinematiku, kterd pohyb téles popisuje, a na
dynamiku, kterd zkouma pric¢iny zmén jejich pohybového stavu. Kinematika tedy zavadi s ohledem
na potieby axiomaticky budované dynamiky zdkladni pojmy a veli¢iny charakterizujici pohyb.

ProtoZe se vidy zabyvime jen nékterymi aspekty pohybu, nahrazujeme redlna télesa vhod-
nymi modely, které abstrahuji od nepotfebnych informaci. Nejjednoduss$im modelem je hmotny
bod. Rozumime jim geometricky bod, v némz je form4lné soustiedéna hmotnost télesa, ztotoZnény
s nékterym z jeho bodd. Mechanika hmotného bodu mé Siroké aplika¢ni mozZnosti, nebot kazdé
téleso lze myslenkové rozdélit na dostate¢né malé elementy a na né pak v celé fadé situaci pohlizet
jako na hmotné body. Zakladni kinematické pojmy a veli¢iny jsou proto zavedeny pravé pro hmotny
bod.

1.1 Pohyb hmotného bodu. Rychlost a zrychleni

Pohybem hmotného bodu oznacujeme déj, pri némz se méni poloha hmotného bodu vzhledem k da-
nému pozorovateli. Abychom mohli pohyb hmotného bodu kvantitativné popsat, spojujeme s po-
zorovatelem wvztaZnou soustavu S = (O;€,€a,€3) = (0;x1,2,3), zadanou pofatkem v bodé O
a bazi (€1, €z, €3), kterd urcuje smér a orientaci souradnicovych os z1, z2, £3. Bazi vztazné soustavy
je zvykem vybirat tak, aby byla ortonormalni a pravotociva.

Poloha hmotného bodu v okamziku ¢ je vzhledem k soustavé S popsana trojici soufadnic

X = [z1(¢), z2(t), z3(t)], resp. slozkami polohového vektoru
7(t) = OX = (z:1(t), 72(t),, 23(t)), (L1)
kde z;(t) pro i € {1,2,3} jsou funkce &asu. Kfivku
C: z1=1z1(t), z2 = z2(t), z3 = z3(t), (1.2)

jejimZz parametrem je ¢as, nazyvame trajektorii hmotného bodu. V piipadé, Ze je trajektorie ¢asti
pfimky, mluvime o primocarém pohybu, v opa¢ném piipadé nazyvame pohyb kfivocargm (v daném
¢asovém intervalu [t,t + At]).

Zménu polohy hmotného bodu v intervalu [¢t,t + At] charakterizuje vektor posunuti (obr. 1.1)

AT ag

T (t+At)

Obr. 1.1. K definici vektoru posunuti



Prostfednictvim vektoru posunuti definujeme primeérnou rychlost hmotného bodu v intervalu
[t,t + At] vatahem
Ar[t,t+At] _ ’I'."(t -+ At) — 'F(t)

(D te+ay = N At (1.4)

Primérn4 rychlost obecné zavisi na délce intervalu, k némuZ ji vztahujeme (pfesnéji na volbé
okamzikli ¢t a t + At). Pro delsi Casové tiseky mize byt pfili§ hrubou charakteristikou pohybu,
a proto je snahou volit At co nejmensi. Jako limitni p¥ipad primérné rychlosti pro At — 0 zavadime
okamZitou rychlost hmotného bodu, ktera se jiz vztahuje pouze k okamziku ¢, tj.

Ft+ At) —7() _ dF(D)

_ — 2(1) 1.5
AtSo At a — @ (1.5)

Podle ¢asového pritb&hu okam#ité rychlosti délime pohyby hmotného bodu na rovnomérné (|7 (t)| =
= konst.) a nerovnomérné (|7 (t)| # konst.).
Podobné zavidime primérné zrychleni hmotného bodu v intervalu [¢,t + At]

Aﬁ[t,t+At] _ 17(t + At) — 17(15)

(@t a0 = A7 At (1.6)
a okamzité zrychleni hmotného bodu v Case t
a(t) = lim LEFADZTQ) AV s iy (1.7)

At—0 At dt

1.2 Te¢né a normdlové zrychleni

Vektor okamzité rychlosti o' (t) hmotného bodu je podle definice vZdy teény k trajektorii. Jednotkouvy
vektor tecny k trajektorii v bodé 7 (t) proto v kinematice vyjadfujeme vztahem

N ICRI0
T() = =—= = . (18)
Y= Fo = v 0
Vektor 7 (t) splije v kazdém okamziku podminku 7 (t) 7' (t) = 1. Jejim derivovdnim podle ¢asu
dostadvame 27 (t) 7 () = 0, odkud je patrné, %e vektory 7 (t) a 7 (¢) jsou vzajemné kolmé. Vektor
F(t
() = ) (L9)
il

nazyvame jednotkovym vektorem hlavni normdly k trajektorii v bodé 7 (t). Tento vektor ma mezi
viemi jednotkovymi vektory, které jsou kolmé k te¢né trajektorie, privilegované postaveni. Vzhle-
dem ke zptusobu zavedeni totiz uréuje spolu s polohou hmotného bodu 7(¢) v okamziku ¢ a vekto-
rem 7 (t) oskulaéni rovinu, v niz lez{ bod 7 (¢) a dva jemu limitné blizké body trajektorie. Zaméfeni
oskulaéni roviny zpravidla popisujeme jednotkovym vektorem binormdly

Bt)=7(t) xA(t). (1.10)

Hmotny bod opiSe v intervalu [¢,t + At] oblouk trajektorie o délce

o= [ () (5 (50) e [oam
t t

do okamziku ¢ tedy urazi drdhu

S (t) = AS[O,t]' (].12)



Pomoci téchto veli¢in je definovana kfivost trajektorie v bodé 7 (t) jako velikost zm&ny vektoru 7 (t)
vztaZzend k oblouku trajektorie o limitné malé délce, tj.

AT
k()= lim ! ”’HM, =
Asit 14440 AS[t,t-}-At]

(1.13)

Uvedeny vztah mé ovSem smysl pouze za predpokladu, Ze drdha hmotného bodu s (t) je — alespon
v jistém intervalu zahrnujicim okamZik ¢ — vzajemné jednozna¢nou funkei Casu a €as tak lze vy-
jadrit jako t = t(s). Derivaci na pravé strané (1.13) je tedy nutno chipat jako derivaci vektoru
7 = T(t(s)) podle drahy. Odtud

L ar@)| (a7 ()| dt(s) [T
r () = ds(t)‘_ at ‘ ds @) (1.14)
S kfivosti bezprostiedné souvisi polomér kfivosti trajektorie v bodé 7 (t)
1 v (1)
R(t) = —— = 1lo. 1.15
5(t) |7 (@) (1.15)

Obecné definované charakteristiky krivost a polomeér kfivosti maji ve specidlnich p¥ipadech
pfimoc¢arého pohybu a pohybu po kruZnici ocekdvany vyznam. Pro pfimocary pohyb hmotného
bodu plati (s pfipadnou vyjimkou okamzikd, kdy v (t) = 0)

7(t) =0, (1.16)

proto
k() =0, R(t) — oco. (1.17)

Vsimnéme si pohybu hmotného bodu po kruznici o poloméru R. Bez (jmy na obecnosti miZeme
pfedpokladat, Ze tato kruZnice lezi v roviné Ozjzs soustavy S a jeji stfed splyvd s bodem O.
Polohovy vektor hmotného bodu m4 slozky

7(t) = (Rcos(t), Rsinp(t), 0), (1.18)

kde ¢ (t) je funkce ¢asu. Uzitim defini¢nich vztahd dostdvame postupné

ﬁ(t) = (—R(p(t) sincp(t) ) R(p(t) cos (p(t) ) 0) ’ (119)
- () .
7(t) = W (—sine(t), cos(t), 0). (1.20)

Piedpokladame-li, ze ¢ (t) > 0, plati

7(8) = (=p(t)cosp(t), —¢(t) sing(t), 0), (1.21)
Fol = ¢, v =Re (1.22)
a odtud )
ol 1

s=tpi=p RO=R (1.23)

Pro ¢ (t) < 0 vychézi totéz, pro ¢ (t) = 0 nelze (stejné jako pro v (t) = 0 v pfipadé piimodarého
pohybu) k vypoétu kfivosti trajektorie v bodé 7(t) vztah (1.14) pouzit.

Kruznici o poloméru R (t), ktera lezi v oskulaéni roving a ma v bodé 7 (t) s trajektorii hmotného
bodu spole¢nou teénu, nazyvame oskulaéni kruznici.



Pro okam?#ité zrychleni hmotného bodu miZeme uzitim (1.8), (1.9) a (1.15) psét

T v v?
0 +o@) T - LBz, Rgg

@(t) = dv (¢) _ d v (t) 7 (t)] _ dv (t) -

F6). (124
at at dat () (1.24)

Vidime, Z%e vektor zrychleni hmotného bodu lezi v oskulaéni roviné. Jeho primét do sméru tec¢ny

k trajektorii

G (1) = d’:h(: 7 (1) (1.25)

nazyvame teéngm zrychlenim, primét do sméru normdly k trajektorii

~—

v2(t)
(%)

i (t) (1.26)

an(t) =

&

nazyvame normdlovym zrychlenim (obr. 1.2).

oskulacéni
kruZnice

ay

n

Obr. 1.2. Rozklad vektoru zrychleni hmotného bodu do sméru teény a do sméru normaly k trajektorii

Teéné zrychleni ma smér te¢ny k trajektorii a uréuje zménu velikosti rychlosti hmotného bodu,
normalové zrychleni sméfuje do stfedu oskula¢ni kruznice a souvisi se zménou sméru vektoru rych-
losti. Klasifikaci pohybt hmotného bodu podle teéného a normalového zrychleni ukazuje nasledujici
tabulka:

TYP POHYBU ROVNOMERNY NEROVNOMERNY
PRIMOGARY a-(t)=0 a-(t)£0
an(t) =0 in(t) =0
KRIVOSARY a-(t)=0 a-(t) 20
an(t) 0 dn(t) Z 0

Podle velikosti te¢ného zrychleni délime dale pohyby hmotného bodu na rovnomeérné zrychlené
(ar(t) = konst.) a nerovnomérné zrychlené (a.(t) # konst.).



1.3 Pohyb hmotného bodu po kruznici

Samostatné popisovanym pfipadem je pohyb hmotného bodu po kruZnici.
Piedpoklidejme zde — opét bez Gjmy na obecnosti, Ze uvaZovana kruznice o poloméru R, kterd,
je soucasné kruznici oskulaéni, lezi v roviné Oz;z; a jeji stfed splyva s bodem O. Polohu hmotného

bodu popisuje vektor
7(t) = (Rcos¢(t), Rsinp(t), 0), (1.27)

kde funkci Gasu ¢ (t) nazyvame tdhlem otoéeni. Takto zavedeny thel otoéeni je odeéitdn od kladné
poloosy 7 proti sméru pohybu hodinovych rucic¢ek. Jeho prostiednictvim definujeme primérnou
tihlovou rychlost hmotného bodu v intervalu [t,t + At] vztahem

. Ay, t+AL) —p(t)
(@) ttran = [tAt:At] €3 = il Ai v (f) €3. (1.28)

Limitnim pfipadem primérné thlové rychlosti pro At — 0 je okamzitd tihlovd rychlost hmotného
bodu v Case ¢

3(t) = tim LUTAY 00 o d‘gf) & = & (1) & (1.29)

Dale definujeme primérné dhlové zrychleni hmotného bodu v intervalu [t,t + At]

A GE+A)—D(t
(@[t,urm] = [tA’t:At] = ( Ai (t) (1.30)

a okamzité uhlové zrychleni hmotného bodu v case t

£(t) = Al}r_nm“q’(HAAti_a(t) = d‘zf) =a(t) = ¢ (¢)e. (1.31)

Pro velikost vektoru okamzité rychlosti hmotného bodu, ktery se pohybuje po kruznici, plati

_ds(?) do (1)
v(t) =g at

- R|E2| = Rlwn(o), (1.32)

kde jsme oznadili & (t) = (0, 0, w3(t)). Protoze vektory 7(t), ¥'(t) a & (¢) tvofi v uvedeném poiadi
ortogonalni pravoto¢ivou soustavu?!, dostdvame odtud

T(t)=d() x7(t)=Rn(t) xJ(t). (1.33)
Vektorovym nasobenim posledniho vztahu zleva vektorem 7 (t) a vyuZitim identity A x (E X 5) =

= (A'G)B’ - (A’B’)é’ ziskéme pro @ (t) vyjadieni

@ (t) = = . (1.34)

Dosadime-li jej do defini¢niho vztahu pro okamzité tihlové zrychleni, vychazi po tpravé

2(t) = d‘flit) _ () . Rt (1.35)

V analogii s (1.34) a (1.35) pak zavadime okamZitou dhlovou rychlost a okamZité whlové zrychleni
hmotného bodu, ktery se pohybuje po obecné trajektorii, vztahy

@(t) = g—(t)R—x(g@ g(t) = %@;‘i(ﬂ (1.36)

v nichZ R (t) je polomér odpovidajici oskulaéni kruznice, uréeny vztahem (1.15).

1Vektor okam¥ité thlové rychlosti @ (t) je vzdy souhlasn& rovnob&ny s vektorem binormaly § (®).



2. Popis pohybu hmotného bodu riznymi pozorovateli

Veli¢iny definované v predchozi kapitole vykazuji zévislost na zptsobu volby vztazné soustavy.
Proto vzniké potfeba nalézt mezi nimi pFislusné transformaéni vztahy.

Uvazujme tedy o dvou vztaznjch soustavich S = (O;é1,€s,€3) a §' = (0';é},€%,¢e%5). Nej-
jednodussi situace nastava v pripadé casu. Zkusenost, Ze ¢as plyne ve vSech vztaZnych soustavach
stejné, tj.

t=1¢, (2.1)

mu v ramci klasické mechaniky umoZiiuje pfipsat roli univerzalniho parametru. Transformaéni
vztahy mezi ostatnimi veli¢inami jako funkcemi &asu ¢t pak vyjadfujeme podle okolnosti dvojim
zpusobem: vektorové a maticové.

2.1 Vektorova formulace

Oznadme 7 (t) polohovy vektor hmotného bodu v soustavé S, 7’(t) polohovy vektor téhoz hmotného
bodu v soustavé S’ a b(t) = OO0 polohovy vektor bodu O v soustavé S (obr. 2.1). Tyto vektory
spliuji vztah .

F(t) =7'(t) +b(¢), (2.2)
z néjz odvodime souvislost mezi rychlosti ¥'(¢) = %9- hmotného bodu vzhledem k soustavé S
a rychlosti 7'(t) = %Q hmotného bodu vzhledem k soustavé S’. Symbolem

d €S dl
—_— r . —
at’ P &

pfitom vyjadiujeme, Ze ¢asovou zménu piislusné veli¢iny posuzujeme z hlediska soustavy S, resp. S'.
Derivovéani (2.2) podle ¢asu dava
df  d7  db

ar _ ao 2.3
dt dt+dt’ (2:3)

kde jsme s ohledem na piehlednost zapisi jiz nevyznacovali zavislosti jednotlivych veli¢in na case.

T'(t)

é‘;/
>
\ / 83
0 7

Obr. 2.1. Polohovy vektor hmotného bodu ve dvou riznych vztaznych soustavach

Predpoklddejme, Ze soustava S’ kond vzhledem k soustavé S zcela obecny pohyb, sloZeny z po-

suvného (translaéniho) pohybu bodu O’ rychlosti @; = % a z otdcivého (rotacniho) pohybu béze
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(€,€%,€%) kolem bodu O’ dhlovou rychlosti &. Podle obr. 2.2 plati pro libovolny vektor @, ktery
je v soustavé S’ neproménny,
d .
pri @ X . (2.4)

Pokud se navic vektor @ méni také v soustavé S’, plati obecny vztah

dg da .
E=E+wxu. (2.5)
Jeho aplikaci na 7/ vychézi z (2.3)
T=0"+0+& x7 =7+ 7, (2.6)

Veli¢ina

Uy = Uy + 0 X

=3y

' (2.7)

souvisi se vzajemnym pohybem vztaZnych soustav S a S’. Nazyvame ji undsivou rychlosti hmotného
bodu, nebot predstavuje rychlost, jiz pozorovatel v soustaveé S pripiSe hmotnému bodu, ktery je
trvale v klidu v po¢atku soustavy S'.

U (t+At)
“ up, t+A1)

()

Obr. 2.2. K vyjidfeni zmény vektoru @ vzhledem ke dvéma riiznym vztaZnym soustavam

Podobné odvodime vztah mezi zrychlenim @ = %‘ hmotného bodu vzhledem k soustavé S

7 — 'g! % vz P Ui ,
a zrychlenim hmotného bodu @’ = -4~ vzhledem k soustavé S'. Oznadime-li @ = %t zrychleni
bodu O’ vzhledem k soustavé S, dostavame
G=a'+a+3x (BxF)+28x 7 +Ex 7 =" +ay. (2.8)
Veli¢inu
Gu=a+0X (@XT)+20x T +&x 7' (2.9)

nazyvame undsivym zrychlenim hmotného bodu.

Zdtraznéme, Ze slozky vSech vektord vystupujicich ve vztazich (2.2) — (2.9) musi byt vyjadieny
vzdy ve stejné bazi, tedy bud v béazi (€1, €2, €3), nebo v bazi (€}, €%, €%). Souvislost mezi vyjadienim
slozek daného vektoru v ruznych bazich ukazuje nasledujici oddil.

11



2.2 Maticova formulace

Uvazme libovolny vektor 4. Jeho slozky necht jsou v bazi (€1, €, €3) soustavy S
4 = (uy, ua, U3)S (2.10)

a v bazi (€', €%, €%) soustavy S’

i = (u}, uj, ué)s, , (2.11)
£.
4 =u;& =uie;, kde 1€{l,2,3} (2.12)

i€i>
Kazdy z vektort baze (€!,€%,€%) viak miZeme vyjadfit jako linedrni kombinaci vektort baze
<€1a€2a€3)) tedy
é’; = aijé‘j, kde 1,5 € {1,2,3}. (2.13)
Regularni matici
a1 a2 a3
A=(az)=| aa a2 a3 (2.14)
a31 a3z ass

=) = =

nazyvame matici prechodu od bdze (€1,€3,€3) k bdzi (€',€%,€5). Jeji prvky a;; jsou v pfipadé
vzajemného pohybu soustav S a S’ obecné funkcemi ¢asu. Spojenim (2.12) a (2.13) dostdvame

@ = uj€; = u;ai;€; (2.15)

a odtud, vzhledem k jednoznalnosti vyjadfeni slozek vektoru @ v dané bazi,

uj = uja;;, resp. u=u'A, (2.16)
kde u = (u;) a u’ = (u}) jsou postupné fadkové matice tvofené slozkami vektoru @ v bazi (€1, €2, €3)
a v bazi (€/,€%,€e%). Ob& tyto baze jsou ortonormélni, proto je matice A ortogonalni, t;.

AT = AL, (2.17)
Odtud
AAT = ATA = E, resp. Qij0k; = Qj;Qjk = Oik- (2.18)

Vztahy (2.18) nazyvame relacemi ortogonality. Z nich a z pfedpoklddané pravotocivosti obou bazi
vyplyva, ze
detA =1. (2.19)

> !

Protoe Al m4 vyznam matice pfechodu od baze (€, €%, &%) k bazi (€}, €2, €3), plati

uj = wuiaji, resp. u' =uAl. (2.20)

Uvedené obecné zavéry nyni pouZijeme k odvozeni transformaénich vztahi pro rychlost a zrych-
leni hmotného bodu vzhledem ke vztazné soustavé S a S’. Oznalme, stejné jako v piedchozim oddile,

7 (t) polohovy vektor hmotného bodu v soustavé S a 7'(t) polohovy vektor téhoz hmotného bodu
v soustavé §'. Dile ozna¢me

= (@) (2.21)
fadkovou matici sloZek vektoru 7 v soustavé S a
v = () (2.22)

fddkovou matici slozek vektoru 7' v soustavé S’. Tyto matice soucasné reprezentuji souradnice
hmotného bodu v soustavé S a v soustavé S’. Podle (2.2) a (2.16) plati

r=rA+B, (2.23)

12



. v 7 2’ . v ’ v . 7 L4 v Id . .
kde B je fadkova matice tvofend slozkami vektoru b = OO’, vyjadienymi v soustavé S. Derivovinim

(2.23) podle ¢asu vychazi _
v=VA+rA+wv, (2.24)

kde v = 1 je fddkovd matice slozek vektoru rychlosti hmotného bodu vzhledem k soustavé S, matice
v/ = ¢ m4 podobny vyznam a v; = B. Druhd derivace pak v souladu se zavedenjym zpiisobem

oznaceni dava _ B
a=aA+2vVA+rA+a. (2.25)

Vzhledem k tomu, Ze A je matici pfechodu mezi bazemi soustav, které se v obecném piipadé
vzajemné otaceji, musi jeji prvky souviset se slozkami vektoru dhlové rychlosti. V§imnéme si této
souvislosti podrobnéji.

Necht jsou v bazi soustavy S slozky vektoru thlové rychlosti & = (w1, wp, ws)g. UvaZme opét
libovolny vektor @. Uzitim (2.16) a (2.20) vychazi

. s ; du;  d'ug
i =0'A+u'A=0'A+uATA, resp. dit‘ = ﬁz + ajpajit. (2.26)
Porovnani posledniho vztahu s (2.5) dava
((.3 X ﬁ)i = €4jkWilUE = ajk(zjiuk, (2.27)

kde €5, je Levi-Civithv symbol. Libovolnost vektoru i vede k zavéru

€ijkW; = ajkdji, resp. Q= ATA, (2.28)
kde
0 w3 —wo
Wy —wq 0
Uréime-li z (2.28) _ ) ]
A=AQ = A=AQ2+AQ (2.30)

a dosadime do transformaé¢nich vztahu pro rychlost (2.24) a zrychleni (2.25), dostaneme
v = VA+YAQ+ vy, (2.31)
a = aA+2VAQ+rAQY 4+ FAQ + a;. (2.32)

Analogicky lze vyjadfit jednotlivé veli¢iny vztaZené k soustavé S’ prostfednictvim odpovidaji-
cich veli¢in vztaZenych k soustavé S.
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3. Dynamika hmotného bodu

Zpusob zavedeni veli¢in popisujicich pohyb hmotného bodu nezévisi na volbé vztazné soustavy.
Z kinematického hlediska jsou tedy vSechny vztaZné soustavy rovnocenné. P¥i formulaci zdkont
dynamiky je v8ak tfeba odliSovat preferované soustavy inercidini od ostatnich — neinercidinich.

3.1 Inercialni vztaZné soustavy

K definici preferované vztazné soustavy slouzi abstraktni pfedstava volného hmotného bodu jako
hmotného bodu, ktery je zcela oprostén od interakce s ostatnimi hmotnymi objekty. Nalezneme-li
(v rdmci pozadované piesnosti) ¢tvefici volnych hmotnych bodd, které nelezi v jedné roviné, miiZzeme
s nimi spojit vztaznou soustavu. Tuto vztaZnou soustavu nazveme inercidlni. Jedna z moznych
formulaci prunitho Newtonova zdkona je potom nésledujici:

V inercialni vztazné soustavé je kazdy volny hmotny bod v klidu nebo v pohybu
rovnomérném primocarém.

Platnost prvniho Newtonova zédkona umoziuje vybrat inercialni vztaznou soustavu tak, Ze jeji baze
je ortonormdlni a pravotoliva. Takové vztazné soustavy budeme mit v dal$im textu také na mysli.
Z transformac¢niho vztahu (2.6) pro rychlost hmotného bodu

T=0"+0+&x7

vyplyvé, Ze pokud je jista soustava S inercidlni, pak je inerciilni také kazd4 jin soustava S’, pro
kterou

¥ + @ x 7' = konst. (3.1)
Vzhledem k libovolnosti vektoru 7’/ je inercidlnost soustavy S’ zaruéena pravé tehdy, kdyz plati
¥y, = konst. @ = 0. (3.2)

Inercidlnimi jsou proto vSechny vztaZné soustavy, které se vzhledem k dané inercidlni soustavé
pohybuji rovhomérné pfimodafe a neotaceji se. Ostatni soustavy oznalujeme jako neinercidini.

Experimenty ukazuji, Ze modelu inercidlni soustavy dobfe vyhovuje Galileova vztaind soustava,
jejiz pocéatek lezi ve stfedu hmotnosti slunedni soustavy a osy maji vzhledem ke stalicim staly
smér. VztaZnd soustava spojena se Zemi! — laboratorni vztaind soustava — je neinercialni, protoze
se vzhledem ke Galileové soustavé pohybuje po zakfivené trajektorii a zaroven se otaéi. P¥i b&€znych
pokusech a dg&jich vSak nejsou projevy jeji neinercidlnosti pfili§ vyznamné (podrobnéji kapitola 5.),
a proto ji v prvnim pfiblizeni obvykle povazujeme za inercialni.

Z hlediska aplikaci ma zdsadni vyznam druhy Newtontdv zdkon, ktery postuluje souvislost mezi
¢asovou zménou hybnosti = m% hmotného bodu o hmotnosti m a vyslednici F sil, kterymi na
tento bod pusobi okolni hmotné objekty:

V inercidlni vztazné soustavé je derivace hybnosti hmotného bodu podle casu
rovna vyslednici sil, které na néj pisobi, tj.

=F.

=1

!Zemské t&leso zde budeme pro jednoduchost pokladat za tuhé.
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V pfipadé m = konst., jimz se budeme nadale zabyvat, ma druhy Newtontv zadkon jednoduchy
tvar

ma =ms = F. (3.3)

Abychom mohli druhého Newtonova zdkona pouzit k vypoctu trajektorie hmotného bodu, mu-

sime jej doplnit silovymi zdkony a principem superpozice sil. Obsahem silového zékona je kvanti-

tativni vyjadreni sily, kterou na hmotny bod pisobi konkrétni hmotny objekt. Pfikladem je vztah

pro gravita¢ni silu, kterou na hmotny bod o hmotnosti m; a polohovém vektoru 7; pusobi jiny
hmotny bod o hmotnosti ms polohovém vektoru 7%

= mima S o
Fy = h———— (72 — 1), (3.4)
|7y — 71 |
kde k je experimentalné zjisténd gravitacni konstanta. Princip superpozice sil pak uréuje vyslednici
sil F; (vyjadfenych odpovidajicimi silovymi zdkony), jimiZz na hmotny bod soucasné piisobi rtzné
okolni objekty, pfedpisem

Fo=F +Fy+-- Fy_1 + Fy. (3.5)

M=

F=
1

-,
i

Posledni, tieti Newtoniv zdkon, popisuje vzajemné pisobeni hmotnych bodi:

Kazdé dva hmotné body na sebe navzijem piisobi stejné velkymi, ale opacné
orientovanymi silami. Tyto sily leZi na primé spojnici obou bodi a soudasné
vznikaji i zanikaji.

UvaZzme dva hmotné body o hmotnostech m; a mg, které nejsou v interakei s jinymi hmotnymi
objekty. Kombinaci druhého a tfetiho Newtonova zdkona dostavame
- - mo a
mia; = —maas - —_— = —1 (36)
ma a9
Vztah (3.6) dovoluje z experimentdlné zjisténych zrychleni urdovat hmotnosti hmotnych bodd
vzhledem k predem danému etalonu. Z méreni zrychleni hmotnych bodl o zndmych hmotnostech,
které jsou podrobeny interakci s konkrétnim objektem, pak vyvozujeme tvar pfisluiného silového
zékona .

Vsimnéme si dile soustavy n interagujicich hmotnych bodid. ZkuSenost ukazuje, Ze vysledna
sila, jiZ na vybrany hmotny bod plisobi (n — 1) ostatnich bodi#, zavisi obecn& na polohdch 7
a rychlostech 7; v8ech bodi, na ¢ase t a na ¢; skaldrnich parametrech a;;, které charakterizuji -ty
bod (napiiklad hmotnost, elektricky naboj atd.). Plati tedy

— —

F:F(Olij,’f_';;,fl_"i,t), kde ’I:E{].,"-,n}, Je{l,’Q1} (37)

Trajektorie vybraného hmotného bodu potom vyhovuje soustavé t¥i diferencidlnich pohybovyjch
roUnic

mi; = B (Olij,ﬁ,’l._"i,t) , (3.8)
m.’fg = FQ (aij,ﬁ,'f"i,t) y (39)
mis = F3 (a,-j,ﬁ,f."i,t) (3.10)

%V literatufe se n&kdy rozliSuje mezi hmotnosti vystupujici v druhém Newtonove zikon& (setrvaénd hmotnost)
a hmotnosti figurujici ve vztahu pro gravita¢ni silu (gravitaéni hmotnost). ProtoZe jsou si podle &etnych experiment
tyto veli¢iny umérné, postuluje se v ramci klasické fyziky jejich rovnost a mluvime pouze o hmotnosti.
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a pocateénim podminkdam, obvykle zadanym ve tvaru
F(to) = FO, ’U(tO) = 603 (311)

kde tg je vhodny okamZik (zpravidla volime to = 0). Rovnice (3.8) — (3.10) jsou soucasti soustavy 3n
skalarnich diferencidlnich pohybovych rovnic pro n hmotnych bodd.

V mechanice éasto fesime p¥ipad, kdy pohyb vybraného hmotného bodu ovliviiuje pohyb ostat-
nich zanedbatelnym zptsobem. Polohy a rychlosti ostatnich hmotnych bodi lze pak povaZzovat za
znamé funkce ¢asu a pro vybrany hmotny bod psat

—

mr=F

(aij,r*, 7, t) . (3.12)

3.2 Neinercialni vztazné soustavy. Fiktivni sily

Vétsina vztaZnych soustav, které nis v kazdodennim Zivoté obklopuji (napiiklad rozjizdé€jici se
dopravni prostfedky, vytahy, ale také samotnd Zemsg), je neinercidlni. Vyjasnéme proto, jak se
hmotny bod v takovych vztaZnych soustaviach pohybuje.

Oznaéme S = (0; €1, €, &3) inercidlni vztainou soustavu a S’ = (0'; €1, €%, €}4) soustavu nei-
nercidlni. Transformaéni vztah pro zrychleni hmotného bodu m4 tvar (2.8)

— — - — — — — — - — —/ -
a=a'+at+wx(wxr')+2w><v'+sxr'=a + ay.

Nésobenim obou jeho stran hmotnosti m hmotného bodu dostavame s vyuzitim druhého Newtonova
zdkona

N —
ma = ZE
i=1
vztah
N . N .
md' =Y F,—ma, =Y F;+F* (3.13)
i=1 =1
Vyraz
F*=-—-mdy=-md,—m[@x (@x7)] -2m (@ x7) —m(Ex7) (3.14)

nazyvame fiktivni silou, protoze ma fyzikalni rozmér sily, aviak na rozdil od redingch sil F’l nemsj
v rdmci newtonovské interpretace ptivod v interakci hmotného bodu s okolnimi hmotnymi objekty.
Tuto ,silu“ je nutno chapat pouze jako dodateény faktor, ktery formalné& rozsifuje platnost druhého
Newtonova zdkona i na neinercidlni vztaZné soustavy. Fiktivni silu F* tvor{ soudet &tyi Clent:
translacni (fiktivni) sila

P = —ma, (3.15)
odstfedivd (fiktivni) sila
r=-—m[@x @], (3.16)
Coriolisova (fiktivni) sila
Ft=—2m (@ x ") (3.17)
a Eulerova (fiktivni) sila3
Fp=-m(@Ex7'). (3.18)

Zépis (3.13) nazveme druhym Newtonovym zdkonem v neinercidlni vztainé soustavé S'. Tieti New-
tontiv zdkon zlstdva v platnosti beze zmény, protoZze se tykd redlnych sil vzijemného pilsobeni
hmotnych bodu.

3Literatura nékdy zavadi podobné nazvy také pro odpovidajici &leny unadivého zrychleni. Terminologie viak neni
jednotnd, a proto ji zde neuvadime.
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Zavérem tohoto oddilu si kratce vSimneme laboratorni vztazné soustavy. Lze ukdzat (kapi-
tola 5.), Ze vliv Coriolisovy i Eulerovy fiktivni sily na pohyb hmotného bodu ¢asto byva zanedba-
telny. Do druhého Newtonova zakona v laboratorni vztazné soustavé vSak vidy musime zahrnout
méFitelnou vyslednici realné gravitaéni sily Zemé ﬁg, fiktivni translacni sily F‘t* a fiktivni odstredivé
sily F*,

Fg = F,+ Fr + Fx, (3.19)
ktera je znama jako tthovd sila. Tihova sila piisobi v laboratorni vztazné soustavé na kazdy hmotny
bod, bez ohledu na to, zda se pohybuje nebo ne. Zrychleni, které tihova sila udili hmotnému bodu,
nazyvame tithovym zrychlenim.
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4. Pohyb sférického kyvadla

V této kapitole si viimneme pohybu jednoduchého fyzikalniho objektu — sférického kyvadla. Rozu-
mime jim hmotny bod v homogennim tihovém poli Zems, jehoz pohyb je vazan na kulovou plochu
(sféru). Modelu sférického kyvadla vyhovuje malé télisko zavéSené na niti nebo ty¢i zanedbatelné
hmotnosti a nepromé&nné délky, piipadné télisko, které klouze po podlozce se sférickym povrchem!.

4.1 Zakladni informace o sférickém kyvadle

Pohyb sférického kyvadla popiSeme v laboratorni vztazné soustavé S = (O;z,y, z), kterou budeme
v celé této kapitole povazovat za soustavu inercidlni. Jeji pocatek O ztotoZnime se stfedem vazebni
kulové plochy (predpokladame tak, Ze stfed sféry je v laboratorni vztazné soustavé v klidu), osu z
orientujeme ve sméru tithového zrychleni g a zbyvajici dvé osy z, y zvolime tak, aby soustava byla
ortogonalni a pravotoliva (obr. 4.1).

Obr. 4.1. Zavedeni vztaZné soustavy pro popis pohybu sférického kyvadla

Kartézské soufadnice kyvadla [z(?), y(t), z(t)] spliuji vazebni podminku
o2 (t) 4+ 42 (t) + 22(t) = 12 = konst., (4.1)

kde ! je polomé&r kulové plochy. Tato podminka snizuje polet parametrd, které popisuji polohu
sférického kyvadla, na dva (napf. [3]). Abychom je vybrali, pfejdeme — s ohledem na geometrii
problému — od kartézskych soufadnic kyvadla k soufadnicim sférickym [r(t), 8(t), ¢(t)]. V nich ma
vazebni podminka tvar

r(t) =1 = konst. (4.2)

Poloha kyvadla je tedy v kazdém okamZiku jednozna¢né uréena dvojici hla [6(¢), #(t)]. Vyjimku
tvori pouze body o kartézskych soufadnicich [0,0, ! ], pro néz neni thel ¢ definovan.

Zanedbame-li odpor prostfedi, ptisobi na kyvadlo pouze tihova sila Fo = mg a vazebni sila T,
kterd ma v kazdém bodé& trajektorie kyvadla smér normdly ke kulové ploSe. Vazebni silou plsobi
na kyvadlo podle zpisobu jeho realizace zavés (nit nebo ty¢), eventuelné podlozka se sférickym
povrchem. Pohybova rovnice kyvadla mé tedy tvar

mi=mg+ T. (4.3)

!Télisko, které se po plode vali, neodpovida pfedstavé hmotného bodu, protoze je nutné uvazovat nejen o jeho
posuvném pohybu, ale také o pohybu otacivém.
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Jejim rozepsanim do kartézskych, pripadné sférickych slozek obdrzime soustavu t¥i diferencidlnich
rovnic druhého Fadu pro t¥i nezndmé funkce ¢asu 6(t), #(t) a T'(t). Postup je vSak pomé&rné pracny
a ziskané rovnice jsou malo prehledné.

Jako ukézku rozepiSeme pohybovou rovnici (4.3) do kartézskych sloZek. Dostavame

T
mi = -IT, (4.4)
mij = _% T, (4.5)
mi = —%T—f—mg, (4.6)

kde |T| = |T| a T > 0 pravé tehdy, kdyZ je vazebni sila orientovand do stfedu kulové plochy (T zde — na rozdil

od oznaen{ zavedeného v pfedchozich kapitoldch — nevyjadfuje velikost vazebni sily) 2.
Do rovnic (4.4) — (4.6) pak dosadime transformadni vztahy

z = lsinf cos ¢, y = lsin @ sin ¢, z=1cos#f (4.7)

a jejich druhé derivace podle &asu, pro néz vychazi

z = l(cosacosd)é—sinBsin¢'$—sin0cos¢é2—2c0s05in¢9q'b—sin6cos¢q32), (4.8)
= l(cosBsin¢§+sinacos¢$——sinesinq&éz+2c0s0cos¢é¢—sin05in¢¢2), (4.9)
i = -l (sin9§+cos092). (4.10)

Jako nejvyhodné&jsi se ukazuje odvodit z pohybové rovnice kyvadla (4.3) tvar zdkona zachovani
mechanické energie a druhé impulzové véty pro dany piipad (napi. [11], [17], [26]). Protoze je
tfeti slozka vysledného momentu pusobicich sil vzhledem k bodu O nulova, neméni se podle druhé
impulzové véty odpovidajici slozka momentu hybnosti kyvadla. Disledkem pohybové rovnice (4.3)
jsou tedy dva obecné nezavislé prvni integraly pohybu kyvadla®: mechanicks energie

1 1 . .
E= §m02 —mgz = Eml2 (02 + sin%6 ¢2> — mgl cos § = konst., (4.11)
kde hladinou nulové tihové potencialni energie je vodorovna rovina z = 0, a tfeti slozka momentu
hybnosti .

L, = m(zy — &y) = mi?sin®0 ¢ = konst. (4.12)

Konstanty E a L, jsou predepsany pocateénimi podminkami kyvadla.

Vyjadreni integralt pohybu prostfednictvim sférickych souradnic 8 a ¢ ma smysl pouze v pii-
padé, Ze je ihel ¢ definovan, tj. pro sin @ # 0. Za uvedeného pfedpokladu miZeme z (4.12) osamos-
tatnit

. L,
= mi2sin®6 (4.13)
a dosadit do (4.11). Vychézi
L of 4 L
E= —z—ml 0° + iy | mgl cos §. (4.14)
Zpétnym dosazenim z = [ cos @ do (4.14) ziskdme po Gpravé vztah
52 f(Z) — - i_jﬁ pro f(z) > 0’ (4_15)

= 2
(ml) mi
v ném?% jsme oznadili

f(z) = —2m2gz® — 2Bmz® + 2m2gl%z + 2Emi? — L? = 2m (E + mgz) (12 —~ z2) — L2 (4.16)

*Zatimco se télisko zavéSené na niti pohybuje po kulové plofe pravé tehdy, kdy% T > 0 (nit miZe byt pouze
napinana), pro t&lisko upevnéné na tyéi z4dné takové omezeni neexistuje (ty¢ muze byt jak napindna, tak i stladovana).
30 nezévislosti funkei je pojednano nap¥. v [24].
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Vsimnéme si nyni pfipadu, kdy v priibéhu pohybu nastane sin 6 = 0, tj. kyvadlo prochazi nékte-
rym z bodi o kartézskych soufadnicich [0, 0, +!]. Dosazenim téchto soufadnic do (4.12) zjistime,
ze

L,=0. (4.17)
Predpokladejme naopak, Ze plati L, = 0. Potom
L,=m(zy—2y) =0 = y(t) = Cz(t), (4.18)

kde C je integra¢ni konstanta uréend poéate¢nimi podminkami kyvadla. Pro L, = 0 se tedy kyvadlo
pohybuje ve stale stejné svislé roviné, kterd prochazi bodem O. Polohu kyvadla v této roviné
popisuje jedin4 soufadnice 0, jejimZ prostfednictvim se vyjadiuje mechanickd energie jako

2

E = " —mgz = %ml29.2 — mgl cos @ = konst. (4.19)

Posledni rovnost se nezméni vynasobenim jejich stran vyrazem sin?§. Po zpétném dosazeni z =
= lcos@ a tipravé opét ziskdme dfive odvozené vysledky (4.15) a (4.16).

Obecné platné vztahy (4.15) a (4.16) slouZi k nalezeni zavislosti z(t), resp. 6(t). Protoze v3ak
f(z) pfedstavuje polynom tfetiho stupné, je — pfi volb& znaménka odpovidajici sméru pohybu
kyvadla - zavislost z(t), resp. 6(t) eliptickym integralem a nelze ji tudiz v obecném piipadé vyjadrit
pomoci elementérnich funkef (napf. [24]). TotéZ plati také pro zavislost ¢(t), ktera je za pfedpokladu
L, # 0 urlena diferencialni rovnici (4.13). I pfesto lze uzitim vztahi (4.13), (4.15) a (4.16) ziskat
alespon kvalitativni pfedstavu o pohybu sférického kyvadla, a to v zivislosti na jeho parametrech
m, | a na vzijemném vztahu integracnich konstant E, L,.

4.2 Kbvalitativni charakteristika pohybu sférického kyvadla
Pro tfeti soufadnici sférického kyvadla plati
zel-l,1]. (4.20)
Dalsi omezeni pfipustné hodnoty proménné z je podle (4.15) dano pozadavkem
f(z) 2 0. (4.21)

Abychom ziskali o pohybu kyvadla konkrétn&jsi predstavu, vySetiime pribéh funkce f(z) v zé-
vislosti na volb& hodnot F a L,. Pro vyznaéné body funkce plati

f(=)=-L; <0, f(+) =-L;<0. (4.23)

Polynom reprezentovany f(z) je tfetiho stupné&, a proto mé alespoii jeden redlny kofen z;. Ten lezi
podle predchozich zavéra v intervalu
21 € (—o0, —1]. (4.24)
Zjistime, za jakych podminek mé rovnice f(z) = 0 alespon jeden redlny kofen v intervalu pripust-
nych hodnot z € [—I, I]. Vypoltem prvni a druhé derivace se pfesvéd¢ime, ze v bodé
E2 +3(mgl)> + E

Zmin = — <0 (4'25)
3mg

nastava lokalni minimum funkce f(z) a v bodé

E?2+3(mgl)’ - E
Zimax = 3fngg S =E o (4.26)
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nastava lokalni maximum. ProtoZe podle zdkona zachovani mechanické energie (4.11), resp. (4.19)
spliiuji hodnoty E podminku
E > —mgl, (4.27)

plati
Zmax € (0, 1] (4.28)

Rovnice f(z) = 0 musi mit z fyzikdlnich divodd v intervalu z € [—I, [] alespoii jeden realny
kofen, odpovidajici nulové z—ové sloZce rychlosti kyvadla (srv. (4.15)). Proto mohou s ohledem
na dosavadni informace o prib&hu funkce f(z) nabyvat integraly pohybu kyvadla pouze takovych
hodnot F a L,, aby platilo

f(#max) 2 0, (4.29)
tj.
4E? [ E? + 3 (mgl)? - E] + 12 (mgl)? [\/E2 +3 (mgl)® + 3E}
12 < T . (4.30)

Fyzikaln& moZné priibshy funkce f(z) jsou schematicky zndzornény na obr. 4.2.
Pro potteby dalsi diskuze jesté ur¢ime z—ovou slozku zrychleni kyvadla v libovolné z pfipustnych
poloh. Uzitim (4.15) vychézi

L 1 dfe),_ 1 1 df(2) (i 7{1(1/2)):2(11)2(1?;)'

CEENTE & O TmloyiG) de

(4.31)

Nyni pfikro¢ime k popisu pohybu sférického kyvadla. V zavislosti na hodnoté L, mohou nastat
dva kvalitativné odlisné pfipady: L, # 0 a L, = 0.

(a) Predpokladejme, ze L, # 0 (situace znizornéné na obr. 4.2(a)). Z (4.12) dostavame, Ze plati
sinf # 0 a tim také
. L
¢=—7
ml? sin“0
Protoze rychlost (j) neméni znaménko, pohybuje se kolmy primét kyvadla do vodorovné roviny
ve stale stejném smyslu. Pfitom mohou nastat tyto moznosti:

I. V (4.29), resp. (4.30) plati ostra nerovnost, tj. rovnice f(z) = 0 ma v intervalu ([, [)
dva rizné reilné kofeny z2 < z3 (obr. 4.2(a) I.). Vzhledem k (4.23) a (4.28) je vidy

z3 € (0, 1), (4.32)
kdezto podle (4.16) je
f(0)>0, tj. 2z €(=,00 pro 2EmI®> L2
f(0)=0, tj. 2z=0 pro  2Emi® = L2, (4.33)
f(0) <0, tji. 25€(0,1) pro  2Emi? < L2

(Snadno se proveéfi, ze Z4dnd z trojice podminek (4.33) neni v rozporu s (4.27) a (4.30)).
Podle obr. 4.2(a) I. a vztaht (4.15), (4.31) dale dostaviame

d
;o= 0, _%(;{)_ >0 = >0 pro 2=z, (4.34)
d
z = 0, j(;iz) <0 = 2<0 pro  z = z3, (4.35)
z # 0 pro z € (29, 23) . (4.36)
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Obr. 4.2. Néakres moznych prib&hd funkce f(z) pro sférické kyvadlo: (a) L, #0, (b) L, =0
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Ponévadz pro zddnou hodnotu z € [z2, z3] neni soucasné splnéno z = 0 a z = 0, pohybuje
se kyvadlo periodicky mezi dvéma vodorovnymi rovinami o rovnicich

z = 29, z = z3. (4.37)

Lze ukédzat (napf. [3], [26]), Ze mezi néasledujicimi kontakty s danou hrani¢ni rovinou
opise kyvadlo 1hel
A > . (4.38)

II. V (4.29), resp. (4.30) plati rovnost, tj. rovnice f(z) = 0 m4 v intervalu € (—I, [) dvoj-
nasobny realny koren (obr. 4.2(a) II.). Pro néj vzhledem k (4.23) a (4.28) plati

29 = 23 = Zmax € (0, l) . (439)

Kyvadlo se v tomto pripadé pohybuje rovnomérné po kruZnici, kterd lezi ve vodorovné
roviné uréené rovnici

l

konstantni dhlovou rychlosti
. L,
¢ = mi2 sin?6, (4.41)

(mluvime o kdnickém kyvadle).

(b) Prfedpoklidejme, ze L, = 0 (situace zndzornéné na obr. 4.2(b)). Podle vysledku (4.18) se sfé-
rické kyvadlo pohybuje ve stale stejné svislé roviné prochazejici bodem O (mluvime o matema-
tickém neboli rovinném kyvadle). Polynom f(z) je opét tfetiho stupné, a proto nelze obecny
pohyb matematického kyvadla popsat pomoci elementérnich funkei. Oproti pfipadu (a) vsak
z (4.16) ihned ziskdvame kofeny* rovnice f(z) = 0

E
-, 4L (4.42)
mg

V zéavislosti na hodnoté E mohou nastat nasledujici situace:
I. Rovnice f(z) = 0 m4 dva rizné redlné kofeny (obr. 4.2(b) L.)
1 = —l, 29 = 23 = Zmax = l. (443)

Tato situace nastane podle (4.42) prévé tehdy, kdyZ mechanickd energie nabyva své

E = —mgl. (4.44)

Kyvadlo tedy setrvava v nejniz$im bodé& [0, 0, ] vazebni kulové plochy (je v rovnovazné
poloze stalé).

II. Rovnice f(z) = 0 ma tfi rizné reilné koreny (obr. 4.2(b) II.)
—l=zn1<z<2z3=1. (4.45)
Tato situace nastane podle (4.42) pravé tehdy, kdyz
—mgl < E < mgl. (4.46)

Kyvadlo se (ze stejného divodu jako v &asti (a) I.) periodicky pohybuje po oblouku
kruZnice, ktery lezi ve svislé roviné. Trajektorie je shora omezend vodorovnou rovinou

4V piipadé (a) by bylo moZné kofeny rovnice f(z) = 0 rovnés ziskat, napiiklad uZitim Cardanovych vzorci.
Vysledky by ale byly pro kvalitativni charakteristiku pohybu kyvadla zbyte¢né, nehled& na pracnost jejich odvozen.
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I11.

z = z9, v niz mé kyvadlo podle zdkona zachovani mechanické energie (4.19) a vztahu
(4.42) nulovou rychlost.

Z (4.19) miZeme odvodit také pohybovou rovnici kyvadla. Derivovanim podle ¢asu vy-
chazi

0 = mi%0 + mglsingd = é+%mW=o. (4.47)

Tuto rovnici, popisujici libovolny pohyb matematického kyvadla, neni mozné vyfesit
explicitné (napf. [26]). Pro kmity matematického kyvadla v blizkosti rovnovadzné polohy
0 = 0 lze ale poloZit sinf = 6, t;j.

é+%0=a (4.48)

Obecné feSeni posledni (jiz pfiblizné) rovnice ma tvar

0(t) = Cy sin (\/gt) + Cacos (ﬁt) , (4.49)

kde konstanty C;, Cy uréujeme z potateénich podminek kyvadla. Oznacime-li 6(0) = 6o
a 6(0) = wyp, dostavime

0(t) = wg\/gsin (ﬁt) + 6 cos (ﬁt) : (4.50)

Rovnice f(z) = 0 m4 dva rtizné redlné kofeny (obr. 4.2(b) III.)
21 = 22 = Zmin = —1, z3 =1. (4.51)
Tato situace nastane podle (4.42) pravé tehdy, kdyz
E = mgl. (4.52)
Kyvadlo se nyni miiZe pohybovat po celé kruZznici leZici ve svislé roviné. Protoze ale plati
z =0, Z2=0 pro z = -, (4.53)

dosdhne kyvadlo bodu z = —I za dobu t — oo od uvedeni do pohybu. Pokud z(0) = 0,
setrvava kyvadlo v nejvy$$im bodé [0,0, —!] vazebni kulové plochy (je v rovnovazné
poloze vratké).

Skuteénost, Ze bodu z = —I dosdhne kyvadlo pro t — oo, lze potvrdit i vypottem. Bez Gjmy na
obecnosti miZeme pFedpokladat nasledujici volbu podite¢nich podminek:

2(0) =20 € (-1,1,  2(0)<0. (4.54)

Polohy z € [, zp) dosdhne kyvadlo podle (4.15) za dobu

z

mldz
t(z) = — . (4.55)
o= 7

z0

Po dosazeni

f(z)=—2m2g (2 — 21) (2 — 22) (2 — 23) = 2m?g (2 + 1)2(I - 2) (4.56)
vychézi

ldz
t(z) = —/———————. (4.57)
(z+1) /29 (L 2)
Z0

Pro z = —! tento integral diverguje, tj. t(—!) — oo.
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Iv.

4.3

Rovnice f(z) = 0 mé t¥i rizné redlné kotfeny (obr. 4.2(b) IV.)
21 € (—o0, =), 29 = —l, 23 =1. (4.58)
Tato situace nastane podle (4.42) pravé tehdy, kdyz
E > mgl. (4.59)

V nejvyssi poloze vazebni kulové plochy je nyni podle zadkona zachovani mechanické ener-
gie (4.19) velikost rychlosti kyvadla nenulova, a proto se kyvadlo pohybuje po kruZnici
leZici ve svislé rovingé ve stale stejném smyslu.

Sférické kyvadlo s jednostrannou vazbou

Pro sférické kyvadlo plati vazebni podminka (4.1)

z2(t) + y2(t) + 22(t) = 12 = konst.,

kterd odpovida oboustranné vazbé hmotného bodu na kulovou plochu. Pokud v3ak uvaZujeme napiiklad o pohybu
t&liska zav&$eného na nehmotné niti neproménné délky, plati pro né€ vazebni podminka ve tvaru

z?(t) + ¥2(t) + 2%(t) < 1% = konst. (4.60)

a mluvime o jednostranné vazbé hmotného bodu na kulovou plochu. Definici sférického kyvadla odpovidaji pouze
takové polohy hmotného bodu, pro n& plati v (4.60) znaménko rovnosti. Jako sférické kyvadlo se tedy télisko
zavésené na niti chova pouze v pfipadé&, kdy je nit napnuté, tj. pravé kdyZ plati (v souladu s oznaenim zavedenym
na str. 19) T > 0. Pro podrobnéjsi diskuzi pohybu takového systému odvodime vztah pro veli¢inu T (napft. [26]).

Skaldrnim ndsobenim pohybové rovnice (4.3) polohovym vektorem 7 dostaneme

miT = mgr + TF. (4.61)

K urgeni 77 derivujme vazebni podminku zapsanou ve tvaru_ 72 = |2 = konst. dvakrat podle Casu. Postupné

1

vychézi 77 = 0 a 77 + 77 = 0. Po dosazeni 77 = —#'? = —v2, TF = -Tl, gr=gz a E = §mv — mgz do (4.61)
ziskdme hledané vyjadieni

2E 4 3mgz
7 .

T= (4.62)

Télisko zavéSené na niti se chova jako sférické kyvadlo pouze v oblasti vazebni kulové plochy shora omezené
vodorovnou rovinou

2F
=2y = — 2. tj. T > 0). .
2 =ar=-g (tj. T > 0) (4.63)

Soutasné se kyvadlo podle zdkona zachovani mechanické energie miZe pohybovat pouze po &asti kulové plochy
shora omezené vodorovnou rovinou

z =zp = —m% (ti-v* > 0). (4.64)

Rovina z = 27 leZi pro E # 0 vidy bliZe stifedu vazebni kulové plochy neZ rovina z = zg. Pro E = 0 obé roviny
splyvaji a prochéazeji stfedem vazebni plochy.

Je zfejmé, %e kyvadlo, které se pfi vhodné volbé politeénich podminek pohybuje pouze po dolni polokouli
vazebni plochy, nikdy nepfekro¢i rovinu z = zg a tim ani rovinu z = 27, v niZ je T = 0. SloZit&j{ je jiz pripad,
kdy kyvadlo v prib&hu pohybu vystoupi na horni polokouli (E > 0). O tom, zda pfi dané volb& po&éate¢nich
podminek kyvadlo projde rovinou z = zr, rozhoduje znaménko hodnoty f(zr):

Pokud f(z7) > 0, prochéazi kyvadlo b&hem pohybu rovinou z = zr s nenulovou rychlosti. Je-li kyvadlo
realizovano téliskem na niti, opousti v této roving vazebni kulovou plochu a déle se pohybuje po trajektorii
$ikmého vrhu aZ do okamZiku, kdy je nit opé&t napnuta.

Pokud f(zr) = 0, kyvadlo dosédhne roviny z = zr, ktera je pro n&j soutasn& rovinou omezujici jeho pohyb.
Pokud f(zr) < 0, kyvadlo roviny z = z7 nedoséhne.

K ureni typu pohybu sférického kyvadla s jednostrannou vazbou je tfeba zjistit hodnotu f(zr). Dosazenim
(4.63) do (4.16) pro ni vychdzi

fler) = —— g + SEmi? - L. (4.65)

Abychom rozhodli o jejim znaménku, vySetfime priib&h funkce

8 E3 2
9(B) = - me? — + ;Em 12— L2. (4.66)

25



Plati

lim = +oo, lim = —o0. (4.67)
E——o0 E—+4c0

Pro sférické kyvadlo jsou v8ak pfipustné pouze takové hodnoty mechanické energie E, pro néz je splnéna nerovnost
(4.27)
E > —mgl

a pfi daném E déle podminka (4.30)

4E? [\/W - E] + 12 (mgl)? [\/m + 3E]

L? <
= 27mg?

Fyzikélné vyznaénym je tedy bod E = —mgl (minimaln{ pfipustnd hodnota mechanické energie kyvadla), déle
bod E =0 (pro E = 0 roviny z = zg a z = zr splyvaji) a konetné bod E = %mgl (pro E > %mgl lezi rovina
z = zr nad nejvy38im bodem vazebni kulové plochy, a proto je vidy T > 0). Pro tyto body vychézi

10 3
o(=mgl) = —=m%l® ~ 12 <, 9(0) = —L% <0, o(3mat) =-12<0. (a6

Polynom reprezentovany g (E) je tfetiho stupng, proto ma vidy alespoh jeden redlny kofen Ej, ktery podle
dosavadnich zavérid leZi v intervalu
Eq € (—o0, —mgl). (4.69)

Vypo&tem prvni a druhé derivace zjistime, Ze funkce g(E) nabyva v bod&

3
Buin = - Lmgl € (-mat, 0 (4.70)
lokdlniho minima a v bod&
V3
Emax = ngl € (0, mgl) (4.71)

lokélntho maxima. Pro funk&ni hodnotu v maximu pfitom vychézi

2v3
g(Emax) = T ngla — Lg (4.72)

Podle volby po&atetnich podminek kyvadla mohou nastat nésledujici situace (snadno se provéri, Ze Zadné
z nich neni v rozporu s podminkami (4.27) a (4.30)):

(a) L. # 0 (situace zndzorndné na obr. 4.3(a))

L Pro L2 > 28 m2%3 je g(Emax) < 0 a rovnice g(E) = 0 m4 jeden reélny kofen (obr. 4.3(a) I.)
E; € (—o0, —mgl). (4.73)

Pfi jakékoli volb& hodnot E a L, plati g(E) < 0, a proto je v priib&hu pohybu kyvadla vidy T > 0.
II. ProL? = 2495 m?gl3 je g(Emax) = 0 a rovnice g(E) = 0 m4 dva rzné redlné koreny (obr. 4.3(a) IL.)

E; € (—OO, —mgl), E2 = E3 = Emax € (0, mgl). (4.74)
Pti jakékoli volbé& hodnot E a L, je g(F) < 0, a proto v prib&hu pohybu kyvadla stédle plati 7' > 0.
III. Pro L2 < ZJQQ m2gl® je g(Emax) > 0 a rovnice g(E) = 0 mé t¥i rizné redlné kofeny (obr. 4.3(a) III.)

3
El € (—007 _mgl) » E2 € (OyEmﬂ,X)) E3 € (Emax: imgl) ) (475)

pfiem? pro L2 — 249@ m2gl3 je E3 = Emax, E3 — Emax (obr. 4.3(a) I1.) a pro L; — 0 je uZitim
(4.68) E; — 0, E3 — %mgl (obr. 4.3(b)). Podle konkrétni volby E a L. mohou nastat jak pfipady
9(E) < 0 (vidy plati T' > 0), tak pFipady g(E) > 0 (kyvadlo prochézi rovinou z = zr, v niZ vyraz
(4.62) méni znaménko).
(b) L, = 0 (situace zndzornéna na obr. 4.3(b))
Rovnice g(F) = 0 m4 t¥i rdzné redlné kofeny

E; = —-;-mgl, E; =0, E3 = %mgl. (4.76)
Pro E < 0 plati g(E) < 0, tj. T > 0. Pro E > 0 je g(E) > 0, a proto kyvadlo vidy prochazi rovinou
2 = zp, v niZ vyraz (4.62) méni znaménko.
Zji3t&né zévéry jsou patrné také ze skuteCnosti, e rovina z = zr le#f (s vyjimkou E = 0) bliZe stfedu
vazebni kulové plochy neZ rovina z = zg, kterd v pfipadé, Ze protind kulovou plochu, uréuje maximaln{
vysku vystupu matematického kyvadla.
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Podobnou diskuzi lze provést také pro télisko pohybujici se po duté nebo vypuklé kulové plose.

I I
&(E) £(E)
E. X , 1 N El E‘
-mgl O 32mgl E -mgl 0 3/2mgl
I
8(E)
E, Es
Nmgl_O] 32mgl E
1.
8B
E, R 0 E, E, s
Sfngl_— fmgl g
(a) (b)

Obr. 4.3. Nékres moznych prib&hid funkce g(E): (a) L; #0, (b) L, =0
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5. Laboratorni vztaznda soustava a jeji neinercialnost

Libovolnd vztazna soustava spojend se Zemi je neinercidlni, protoZe se vzhledem k inercidlni Ga-
lileové soustavé pohybuje po zakfivené trajektorii (a@; # 6) a soucasné se otaci kolem zemské osy
(@ # 6) V této kapitole posoudime, jaky vliv mé neinercidlnost laboratorni vztazné soustavy na
pohyb hmotnych bodt. Zemi pfi tom budeme povaZovat za tuhou homogenni kouli, jejiz thlova
rychlost je konstantni.

Zem& ve skute€nosti tuhym homogennim t&lesem neni. Zmé&ny jejiho tvaru a rovnéz zmé&ny vektoru thlové
rychlosti zpisobuje celd fada faktordi, napifiklad pochody v zemské kiife, proud&ni vodnich a vzdudnych mas,
gravita&ni ptisobeni nebeskych objekt atd. V rdmci b&¥nych experimenti lze v8ak zmé&ny tvaru Zemé i zmény
vektoru jeji tthlové rychlosti zanedbat (napf. [5]) a Zemi nahradit vhodnym zjednodusenym modelem (napf. [21]).
O opréavn&nosti volby modelu rozhoduje porovnani teoretickych zdvérd, které jeho uZitim ziskdme, s vysledky

odpovidajicich experimentd.

5.1 Pohyb nevazaného hmotného bodu

UvaZujme o soustavé tvofené Zemi a nevdzangm hmotngm bodem, tj. hmotnym bodem, jehoz pohyb
neni podroben zadnym vazbdm. Zavedme vztaZznou soustavu S = (O;z,y, z) s poatkem ve stfedu
Zemé a s osou z souhlasné rovnobéznou s vektorem jeji ithlové rychlosti & = konst. Tato soustava
necht se vzhledem ke Galileové vztazné soustavé neotadi. Bod O se vSak pohybuje po zakiivené
trajektorii, a proto soustava S neni inercialni.
Zanedbame-li odpor vzduchu, mé4 pohybova rovnice nevdzaného hmotného bodu v soustavé S
tvar (str. 16)
mé=Fy+ > Fy+F =Fy,+mY_ K, —ma, (5.1)
1 (3

kde m je hmotnost hmotného bodu, Fg je gravitacni sila, kterou na hmotny bod piisobi Zem¢,
Z F gi je vyslednice gravitagnich sil, jimiz na hmotny bod ptisobi nebesk4 télesal, 3° K; je intenzita

odpovidajiciho gravita¢niho pole a F’t* je fiktivni sila. Pro zrychleni d@; bodu O (tj. pro zrychleni
stfedu Zemé) vzhledem ke Galileové vztazné soustavé plati

Ma =MY K;—-F, = at=ZKi-Mg, (5.2)
i 1

kde M je hmotnost Zem&?. Porovnanim (5.1) a (5.2) dostavame

L = m = mM , =
ma = Fg + MFg m a = Fg. (53)
Vyraz
mM
= 5.4
b= 0 (5.4)

nazyvame redukovanou hmotnosti soustavy ,Zemé + hmotny bod“. ProtoZze obvykle plati m <« M,
je p =m, tj.

—

md = Fy. (5.5)

K této sile nejvice pfispiva Slunce, Mé&sic a planeta Jupiter.

*Predpokladame, Ze intenzita gravitatniho pole buzeného nebeskymi objekty je ve viech bodech zemského télesa
a jeho bezprostfedniho okoli stejna. Tento pfedpoklad je vzhledem k rozmérim Zemé a vzhledem ke vzdalenosti
nebeskych objektl velmi dobfe splnén.
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Pohyb nevazaného hmotného bodu tedy uréuje pouze realna gravita¢ni sila Zemé&3. Tato sila m4
pro uvazovany model Zemé jako homogenni tuhé koule vyjadieni

_ mM
Fg = —K:—T-a—— 7= mg'g, (56)

kde & je gravita¢ni konstanta, 7" je polohovy vektor hmotného bodu v soustavé S a g, = K je vektor
gravita¢niho zrychleni (tj. vektor intenzity zemského gravitaéniho pole) v misté, kde se hmotny bod
pravé nachazi. Vektor gy sméfuje vidy do stiedu Zemé.

Zavedme laboratorni vztaznou soustavu S’ = (0'; 7', 7', Z') s po¢atkem O’ ve vybraném bodé na
povrchu Zems. Osa z’ necht ma opaény smér nez vektor gravita¢niho zrychleni v tomto bodg, osu z’
volme te¢nou k mistnimu poledniku a sméfujici na jih; osa §' je potom te¢na k mistni rovnobézce
a sméfuje na vychod (obr. 5.1(a)). Oznaé¢me « thel, ktery svird osa Z’ s rovinou rovniku Ozy
(tzv. geocentrickd §ika bodu O').

(a) (b)

Obr. 5.1. Zavedeni vztaznych soustav pro popis pohybu hmotného bodu

Trajektorii nevdzaného hmotného bodu v laboratorni vztazné soustavé nalezneme dvojim zpi-
sobem:

3

A) feSenim pohybovych rovnic v laboratorni vztazné soustave,

B) feSenim pohybovych rovnic ve vztazné soustavé S a transformaci ziskaného vyjadfeni trajek-
torie do laboratorni vztaZné soustavy.

ProtoZe ndm pijde piedevSim o posouzeni neinercidlnosti laboratorni vztazné soustavy (tj. o pro-
jevy fiktivnich sil), nebudeme pro jednoduchost pfihliZet k dal§im typim silového ptisobeni okolnich
objekti na hmotny bod, naptiklad k odporu vzduchu.

A) Reseni pohybovych rovnic v laboratorni vztazné soustavé

Pohybova rovnice nevdzaného hmotného bodu m4 v soustavé S’ tvar (str. 16)

mi' = Fy + Fy + Faq + Fg = mgg - md| —m [& x (& x 7)) —am(@x3), (57

3V literatufe se zpravidla zakfiveni trajektorie bodu O (tj. zrychleni @;) zanedbéva a soustava S se tak povaZuje
za inercidlni. Soucasné se nepfihliZi ani ke gravitaénimu pisobeni nebeskych t&les. Zde jsme ukazali, e 724dn4 takova
zjednoduseni neni tfeba pfijimat, nebot oba vlivy se kompenzuji.
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kde ¢arkované veli€iny s pruhem se vztahuji k soustavé S’ a @ oznacuje zrychleni bodu O’ vzhledem
k soustavé S. Bod O’ se v soustavé S pohybuje rovnomérné po kruznici o poloméru R cos o, kde R
je polomér Zems, proto pro slozky vektoru @ vyjad¥ené v soustavé S’ plati

ay = (—R w’sinacosa, 0, —R w2c052a) o (5.8)

Ostatni vektory vystupujici v pohybové rovnici (5.7) maji v soustavé S’ slozky

= — Py - = CN Y AN = =) =t )
F=@,7,7)s, v’:(z,y,z)s_,, a’:(:c,y,z)gl, (5.9)
Gg = (0,0, —g¢) g, &= (—wcosa, 0, wsina)gy . (5.10)
Rozepsénim (5.7) dostaneme trojici skalarnich rovnic* pro trajektorii hmotného bodu
i = 2y§wsina+ Rw’sinacosa + Fw?sin’a + Zw?sinacos a, (5.11)
7 = —27wsina - 2% wcosa + §'w?, (5.12)
7 = 2¢wcosa+ Ruw’cos’a + F'w’sina cos a + Zw?cos’a — gg. (5.13)
Vsimnéme si vektoru
g:g'g—a;—@*x(ax%"), (5.14)
pro jehoZ slozky § = (g;, op» g;) _, v soustavé §' plati
S
g. = Ruwsinacosa+ Z'w?sin’a + Zw?sinacos a, (5.15)
g, = Ju? (5.16)
g, = Ruw’cos’a+ Fwlsinacosa + Zw?cos’a — gg. (5.17)

Vektor ¢ jsme v zavéru kapitoly 3. nazvali vektorem tihového zrychleni a silu Fg= mg tthovou silou.
Tihova sila ptsobi v laboratorni vztazné soustavé na kaZdy (i nepohyblivy) hmotny bod a Zddnym
lokalnim experimentem nelze rozlisit, jakéa jeji ¢ast je dana redlnym gravitanim ptsobenim Zemé
a jaka Cast neinercialnosti laboratorni vatazné soustavy®. Vztahy (5.11) — (5.13) proto pfepiSeme
do obvyklejsiho tvaru

i = 2jwsina+g,, (5.18)
J = —27wsina - 27 wcosa + §;, (5.19)
¥ = 2jwcosa+g.. (5.20)

Tihové zrychleni g zavisi, stejné jako gravita¢ni zrychleni gy, na misté, v némz jej urujeme.
Zde budeme pro jednoduchost pfedpokladat, Ze pohyb hmotného bodu je omezen na takovou oblast
prostoru, v niZ je moZné povazovat gravita¢ni pole za homogenni. Tato oblast musi mit s ohledem
na (5.6) rozméry mnohem mensi nez zemské téleso. Ve vztazich (5.15) — (5.17) potom miZeme
zanedbat vyrazy obsahujici soudiny soufadnic a kvadrati velikosti tthlové rychlosti jako velmi malé
veliiny (w = QT", kde T' = 23 h 56 min 4 s je hvézdny den) a pro slozky tihového zrychleni pfiblizné
pséat

g, = Ruw’sinacosa, (5.21)
gy = 0, (5.22)
g, = Ruw’cos’a—g,. (5.23)

. v 2 v . v s s [ — ,
V oblastech, kde je moZné povaZzovat gravitatni pole za homogenni (g, = konst.), 1ze podle posledni
trojice vztahti povaZovat za homogenni také tihové pole (§ = konst.).

“Uvedené rovnice lze ziskat také uzitim vztahu (2.32). Nésobeni pfisluingch matic (formulovany budou v druhém
paragrafu tohoto oddilu) je v8ak oproti vypoctiim vektorovych soudini podstatné pracn&jsi.
STato skute¢nost je diisledkem rovnosti gravitacni a setrvaéné hmotnosti.
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Pro ilustraci odhadn&me relativni zménu drgg velikosti gravita¢niho zrychleni ve vy3ce h vzhledem k povrchu
Zemg. Uzitim vztahu (5.6) vychézi
R 2
6r9g =1- ( ) . (5.24)

R+h

Vezmeme-li nap¥. h = 500 m, dostavdme dosazenim R = 6,38.10° m vysledek d:gg = 0,02 %.
Podobné pro dva body leZici ve vzdélenosti d na zemském povrchu (méFeno podél hlavni kruZnice) sviraji
vektory gravita¢niho zrychleni tihel

(5.25)

d
(=%

Dosazenim napf. d = 500 m vychédzi { = 0,004°.

Vzhledem k vyznaénosti svislého sméru uréeného vektorem tihového zrychleni je vyhodné&jsi
popisovat pohyb hmotného bodu ve vztazné soustavé S’ = (O';z',y,2'), jejiz pocatek splyva
s polatkem soustavy S’ (tj. O’ = O'), osa 2’ m4 opac¢nou orientaci ne# vektor tihového zrychleni
a osa y' je tetnd k mistni rovnob&%ce a sméfuje na vychod; osa z’' potom mi¥i na jih, ale neni jiz
te¢nou k mistnimu poledniku (obr. 5.1(b)). Ozna¢me § thel, ktery svird osa 2’ s rovinou rovniku
Ozy (tzv. geografickd $irka bodu O' = O') a v thel, ktery sviraji osy 2’ a z'. Podle obr. 5.1(b) je

y=p8-q. (5.26)

Vektor tihového zrychleni mé (za pfedpokladu homogenity tihového pole) v soustavé S’ slozky

-

j= (g’z, 9y 92)5/ = (0, 0, —g) s = konst. Pro zrychleni nevdzaného hmotného bodu vzhledem
k soustavé S’ tedy plati (srv. (5.18) - (5.20))

i = 2¢wsinf+g,=2¢wsinp, (5.27)
j = —2&'wsinf —22wcos f+ g, = —24'wsinB — 2#'wcos j, (5.28)
7 = 2¢'wcosB+g,=2¢wcosB—g. (5.29)

Soustavu téchto rovnic vyFesime zintegrovinim (5.27) a (5.29), dosazenim #'(t) a 2/'(t) do (5.28)
a nalezenim zévislosti y'(¢). Dosazenim y'(¢) do (5.27) a (5.29) pak integraci ziskdme také zavislosti
z'(t) a 2/(t). Uplatnénim poéateénich podminek

7(0) = (0, o %)grs  T(0) = (vhas Vhy» Vb ) (5.30)
vychazi ([26])
1-— 2wt ) ) in 2wt
'(t) = zf+ vt + U(’Jy sin 8 __(;os_w — (vog sin B + vp, cos B) sin B (t _ Hnew )
w 2w
t2 1 — cos2wt
+gsin G cos 3 (—2— - T) , (5.31)
sin 2wt . 1—cos2wt gcosf sin 2wt
y'(t) = yo+ gy —o " (vg Sin B + vy, cos B) 50 + - (t - ) )
(5.32)
1- 2wt . in2wt
Z'(t) = zy+uvp,t+vp,cosf ————;is—i — (v sin B + vy, cos B) cos B (t _Hmew )
w 2w
t2 1 —cos2wt 1
+g COSZﬁ (5 — T) - '2'gt2. (533)

Vztahy (5.31) — (5.33) pfedstavuji parametrické rovnice trajektorie nevdzaného hmotného bodu
v soustavé S’. Vyrazy obsahujici g v nich souviseji s vyslednym pisobenim realné gravitaéni sily
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Zemé, fiktivni sily transla¢ni a fiktivni sily odst¥edivé. Cleny, v nichZ vystupuje w, se objevuji
v disledku pusobeni fiktivni sily Coriolisovy.

Protoze jsou ziskané rovnice trajektorie malo pfehledné a jejich platnost je navic omezena na
malé oblasti prostoru, odpovidajici nep¥ili§ dlouhym dobam pohybu hmotného bodu, provedeme
Taylortiv rozvoj goniometrickych funkci na pravych stranich. Ve vysledcich ponechdme vyrazy
obsahujici ¢leny fddu nejvyse (wt). Po tpravich dostaneme

T'(t) = 1z + vpgt+ (v{)yt sin ﬂ) (wt), (5.34)

y'(t) = wo+upt+ -;; [gt2 cos 3 — 3 (v sin B + vy, cos B) t] (wt), (5.35)
/ / / / 1 2

Z(t) = zg+u,t+ (voyt cos ﬁ) (wt) — §gt . (5.36)

Ziskané obecné vyjadfeni trajektorie budeme pro ilustraci aplikovat na nejjednodussi typ po-
hybu nevdzaného hmotného bodu - volny pad z vysky h. Dosazenim pocate¢nich podminek

F,(O) = (07 0’ h)s’ ) 6/(0) = (07 0> 0)5’ (537)
vychézi z (5.34) — (5.36)
Z'(t) = 0, (5.38)
y'(t) = % (gt2 cos ﬁ) (wt), (5.39)
) = h— %th. (5.40)

Z posledni trojice vztahi je patrné, Ze pfi volném padu z vysky A jsou soufadnice dopadu hmotného
bodu na zemsky povrch zj; = 0 a na severni polokouli g} > 0. Volné pustény hmotny bod tedy
dopadne vychodnéji od svislé pFimky prochazejici jeho poéateéni polohou. Vypocteme-li z rovnice
(5.40) dobu padu

2h

tag =4/ — (5.41)
g
a dosadime do (5.39), vychézi pro g = 9,8 m.s~2 a 3 = 50° (oblast nasi republiky)
ta = 4,55, Yy =1cm pro h =100 m, (5.42)
tg = 10s, yy=16cm  pro h =500 m. (5.43)

Pripomenme, Ze vysledky (5.42) a (5.43) jsou pouze orientalni. Pfi jejich odvozeni jsme totiz
kromé& homogenity tihového pole pfedpokladali, Ze odpor vzduchu je zanedbatelny a k ¢iselnému
vypo&tu jsme pouzili p¥ibliznych hodnot tihového zrychleni a geografické itky 5. Prestoze jsou od-
chylky od trajektorie hmotného bodu vypo&tené za predpokladu @ = 0 (inercislni vztazna soustava)
pro dostateéné vysky padu méFitelné a pozemsky pozorovatel je pfipisuje ,,pusobeni“ Coriolisovy
sily, pfi béznych experimentech se zpravidla zanedbavaji a vztaZnd soustava spojend se Zemi se tak
povazuje za inercidini.

Pro vysku volného padu h = 500 m lze gravitatni pole Zem& jet& pokladat za homogenni (srv. text psany
petitem na str. 31). Doba volného piddu hmotného bodu z uvedené vysky &ini podle (5.43) pfiblizn& 10 s. Pro tuto
dobu plati (wt) &~ 10=* a (wt)? & 107, proto je ponechéni &lent fadu nejvyse (wt) v Taylorovych rozvojich
goniometrickych funkci v (5.31) — (5.33) opravné&né.

®Tyto hodnoty jsou pro dani mista na povrchu Zemé tabelovany (napf. [4], [21]). Pfi jejich zjistovani je viak tieba
mit na paméti, Ze pojmy ,geocentricka $ifka“ a ,geograficks $ifka“ bodu nejsou v literatufe jednotné a jejich definice
zéviseji také na pouZitém modelu Zem&. P¥ipadné zdména geocentrické a geografické $itky vSak nemd na provedené
odhady velky vliv.
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B) ReSeni pohybovych rovnic ve vztazné soustavé S

Vztahy (5.34) — (5.36) nyni odvodime odli$nym zptsobem: vyjadiime parametrické rovnice trajek-
torie hmotného bodu v soustavé S a budeme je transformovat do soustavy S'.
Pohybovéa rovnice nevizaného hmotného bodu ma v soustavé S tvar

-

md = Fg = mg;. (5.44)

Predpoklddame-li bez jmy na obecnosti, Ze v poGatetnim okamziku lezi bod O' = O’ v roviné
Ozz, plati (obr. 5.1)

a= (&, 9, 2)s, Jg = (—gg cosacoswt, —gg cos asinwt, —gg sina), . (5.45)

Integraci slozkového zépisu pohybové rovnice (5.44)

—{g COS x COS wt, (5.46)
= —ggcosasinwt, (5.47)
Z = —ggsina (5.48)

dostaneme uplatnénim podéateénich podminek

7(0) = (%0, Yo, 20)sr»  U(0) = (voa, Voy, Voz) ¢ (5.49)
parametrické rovnice trajektorie hmotného bodu v soustavé S

z(t) = zo+ vogt — % cosa + %% cos & cos wt, (5.50)

y(t) = Yo+ voyt — i—g tcosa + —%% cos a sinwt, (5.51)

z(t) = 20+ vot— %gth sin . (5.52)

Tyto rovnice budeme uZzitim vysledkt oddilu 2.2 transformovat do soustavy S'.
Mezi okamzitou polohou hmotného bodu v soustavé S a odpovidajici polohou hmotného bodu
v soustavé S’ plati vztah

r(t) =) A(t) + B(t),  resp.  r'(t) =r(t) AT(t) — B(t) AT(¢). (5.53)
Zavedme oznaceni
r(t) = r(0) + v(0) t + w(t), (5.54)
kde
r(t) = (z(t) y(t) 2(t)), r(0) = (zo Yo 20), v(0) = (voz voy voz), (5.55)
w(t) = (—% cos o + —i—)% cosacoswt — i}—g tcosa + % cosasinwt  — %ggt2 sin a) . (5.56)

Dosazenim za r(t) z (5.54) do (5.53) dostaneme s vyuZitim vztahi
r(0) = r'(0) A(0) + B(0), v(0) = Vv'(0) A(0) + ¥'(0) A(0) Q + B(0) (5.57)
fadkovou matici reprezentujici polohu hmotného bodu v soustavé S’
P(t) = [F'(0)+Vv'(0)t] A(0)AT(¢) +r'(0) t A(0) QAT (¢) + t B(0) AT (¢) +
+B(0) AT(¢) — B(t) AT () + w(t) AT(2), (5.58)

kde
¢ (0) = (= ¥o %), v(0) = (v, vhy vh)- (5.59)
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K vypoétu r'(t) zbyva uréit matice A(t), B(t) a Q. ProtoZe se vektory baze (€, €%, €%) soustavy S’
vyjadfuji prostfednictvim vektor baze (€}, €2, €3) soustavy S jako (obr. 5.1(b))

€| = sinfcoswte] + sinBsinwt & — cos [ €3, (5.60)
ey = —sinwt €] + cos wt €, (5.61)
€5 = cosBcoswté) + cosBsinwt &, + sinBes, (5.62)
je
sinfcoswt sinfsinwt —cospf
A(t) = —sinwt cos wt 0 : (5.63)
cos Bcoswt cosBsinwt sin 3

Déle plati (obr. 5.1(b) a oddil 2.2)

B(t) = (Rcosacoswt Rcosasinwt Rsina), (5.64)
0 w O

Q=|-w 0 0 (5.65)
0 0 0

Rutinnim vypoétem soudini matic v (5.58) ziskdme s pfihlédnutim k (5.26) parametrické rovnice
trajektorie nevdzaného hmotného bodu v soustavé S’, v nichZ vyrazy obsahujici w nyni souviseji
s vyslednici v8ech fiktivnich sil (transla¢ni, odstfedivé a Coriolisovy)

#(t) = (zh+ vjt) (sin25 cos wt + coszﬁ) + (y6 + 'uéyt) sin Bsinwt +
+ (25 + vp,t) (sin B cos B cos wt — sin Bcos B) + zf wt sinBsinwt —
— ypwtsin B coswt + 2y wt sin B cos Bsinwt + Rwtsin B cos asinwt +
+ Rsinfcosacoswt — Rcos Bsina — Rsiny + g_g2 sin 8 cos o —
w
1 .
- % sin # cos a cos wt — % tsin B cos asinwt + -2—ggt2 cos sina, (5.66)
w w
Yy (t) = - (zf+ vj,t)sinBsinwt + (yf) + 'u(')yt> cos wt — (2( + vp,t) cos Bsinwt +
+ zgwtsin [ coswt + yj wtsinwt + z{ wt cos B cos wt + R wt cos a cos wt —

— Rcos asinwt + g—g2 cos asinwt — %8 t cos a cos wt, (5.67)
w w

2'(t) = (x(+ vyyt) (sin Bcos Bcoswt — sin B cos B) + (y{) + v{)yt) cos sinwt +
+ (25 + vo,t) (cosQﬂ coswt + sinQﬂ) + g wt sin B cos Bsinwt —
— yhwtcos Bcoswt + z) wt cos’Bsinwt + Rwt cos Bcos asinwt +
+ Rcosfcosacoswt + Rsinfsina — Rcosy + %% cos Bcosa —

1 .
— —i% cos 3 cos a cos wt — e t cos B cos asinwt — Eth sin #sin a. (5.68)
w

Platnost rovnic (5.66) — (5.68) je omezena pouze na oblasti, kde lze gravitatni pole povazovat

za homogenni. Podobné je tomu s rovnicemi (5.31) — (5.33), které plati v oblastech homogenity
tthového pole. ProtoZe se ovSem gravitaéni zrychleni méni s polobou jinak neZ zrychleni tihové
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(srv. vatahy (5.6) a (5.15) — (5.17)) 7, maji rovnice (5.31) - (5.33) a (5.66) — (5.68) jiz na prvni
pohled odliny tvar. Pro oblasti homogenity gravita¢niho, resp. tihového pole, tedy pro kratké
doby pohybu hmotného bodu, vSak musi oba pristupy davat stejné vysledky. Provedme proto
opét Tayloriv rozvoj goniometrickych funkei na pravych stranich (5.66) — (5.68), v némz u vyrazi
obsahujicich souradnice, rychlosti a gravita¢ni zrychleni ponechdme ¢leny fadu nejvyse (wt), kdezto
u vjrazi obsahujicich zemsky polomér jako veli¢inu relativné velkou ponechdme ¢leny do fadu (wt)®.
Vychézi

1
T'(t) = zf + vyt + (voytsinB) (wt) + 3 (R w?sinBcosa — gg sinfy) t2, (5.69)
. 1
y'(t) = yo+ vt — (vogtsin B+ vy, tcos B) (wt) — 3 (Rw2 - gg) (cosa)wt®,  (5.70)
1
2(t) = zp+vp,t+ (v{,y cos ﬁ) (wt) + 3 (Rw2 cos 3 cos a — gg cos 7) t2. (5.71)

Uvézime-li, Ze vzhledem ke zpdsobu zavedeni soustav S a S’ a k definici tihového zrychleni plati
(obr. 5.1(b))

gp = 0 = Ruw’sinBcosa— ggsiny, (5.72)
g9y = 0, (5.73)
g = —g = Rw?cosfBcosa— gg COS 7Y, (5.74)
pfipadné
g, = Ruw%inacosa = gsiny, (5.75)
g, = 0, (5.76)
. = Ruw?cos’a — gg = —gCOs, (5.77)

dostavame tdpravou (5.69) — (5.71) podle oéekdvani vztahy (5.34) — (5.36).

5.2 Foucaultovo kyvadlo

Foucaultovym kyvadlem rozumime sférické kyvadlo, které se pohybuje po takovou dobu, Ze se mé-
fitelnd projevi neinercialnost laboratorni vztazné soustavy 8.

K popisu pohybu kyvadla zavedeme laboratorni vztaZnou soustavu S’ = (O';z',v/, 2') tak, Ze
jeji pocatek je totozny se stfedem vazebni kulové plochy, osa 2’ sméfuje svisle dold a osa y' je
tetnd k mistni rovnob&Zce a sméruje na vychod; osa ' potom sméfuje na sever, ale neni te¢nou
k mistnimu poledniku. Pohybova rovnice sférického kyvadla ma v soustavé S’ tvar

md'=Fg+T+Fy=mg+T —2m (3 x 7', (5.78)

kde T je vazebni sila. Pro slozky jednotlivych vektort v soustavé S’ plati

7= (', )y, 7= (9, )y, a' =&, 9,7y, (5.79)
o .'L', yl zl
d=1(0,0,9)¢, &= (wcos B, 0, —wsinF)y , T = (——l—T, _TT’ ——TT> ,  (5.80)
SI

"Pyi predpokladu g = konst. plati § = Fonst. a naopak.

8Kyvadlo je pojmenovino po francouzském fyzikovi Jeanu Bernardu Léonu Foucaultovi (1819 — 1868), ktery
pomoci né& v roce 1851 zméfil dhlovou rychlost zemské rotace. Pouzil kyvadla tvofeného kouli o hmotnosti 30 kg
zavéSené na ocelovém draté délky 67 m v budové pafizského Pantheonu ([26]).
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kde T' ma stejny vyznam jako v kapitole 4. Rozepsdnim (5.78) do slozek dostivame tfi skaldrni
rovnice pro trajektorii kyvadla

xl

mi' = -7 T — 2mywsin 3, (5.81)
/

mij = —yT T + 2md'wsin B + 2m#'w cos B, (5.82)
/

mz = —ZT T + mg — 2my'w cos B. (5.83)

V kapitole 4. bylo za pfedpokladu @ = 0 ukazéno, %e v obecném p¥ipadé nelze parametrické
rovnice trajektorie C kyvadla vyjadrit explicitnimi vzorci. Nyni je situace stejna, prestoZze ma po-
hybova rovnice jiny tvar, doplnény o Coriolisovu silu. (Pfedpoklddame-li totiZ, e trajektorii C’,
zjiténou z rovnic (5.81) - (5.83), lze vyjadFit explicitné, plati totéZ pro trajektorii C, kterou zis-
kdme z C' limitnim pfechodem & — 6) Zde si proto vSimneme pouze specidlniho, aviak dilezitého
typu pohybu Foucaultova kyvadla: malych kmit v okoli rovnovaZzné polohy [0, 0, I].

PonévadZ je Coriolisova sila vidy kolm4 k trajektorii a nekond tedy praci, plati pro kyvadlo
zakon zachovani mechanické energie

1
E = §mv'

Za malé kmity kyvadla v okoli rovnovazné polohy budeme povazovat takovy pohyb, pro néjz

2 _mg?. (5.84)

E = —mgl = 2 =1, (5.85)
kde [ je polomér vazebni kulové plochy. V kapitole 4., str. 25 byl pro vazebni silu odvozen vztah

__ 2E + 3mg”'

T ] ;

(5.86)
ktery pro malé kmity pfechdzi do tvaru
T = mg. (5.87)

Jeho dosazenim do pohybovych rovnic (5.81) a (5.82) dostaneme s uvaZenim ' < &' a 2’ < ¢/
soustavu dvou diferencidlnich rovnic pro nezndmé funkce casu z'(t) a y/'(¢)

!

i = _IT g—2¢wsinp, (5.88)
v oy g
gy = ——l—g+ 21'wsin S. (5.89)

Vynéasobime-li druhou z rovnic imaginarni jednotkou 7 a pfi¢teme k prvni, ziskdme jedinou diferen-
cialni rovnici
g—2iwsin5§+*‘ll§=o, (5.90)

kde £(t) = '(t) + iy (t). Vzhledem k tomu, Ze (wsinB)? <« 4, ma jeji obecné feseni tvar
£(t) = exp [i (wsinB) t] [Clexp (z\/?t) + Cyexp (—iﬁt)] = exp [1 (wsin g) ¢] ’5[43:6] (t), (5.91)

v némz Cp, Cy jsou integraéni konstanty uréené pocateénimi podminkami a

€0 () = Crexp (iﬁt) + Cexp (—i\/?t) = 2l () vy () (5.92)

uréuje primét polohy kyvadla do vodorovné roviny O'z'y’ za piedpokladu & = 0. UZitim Eulerovy
identity
exp (i) = cosa + isina
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dostaneme z (5.91) a (5.92)

o'(t) = z ~] t) cos [(wsinB) t] — [w ﬁ] t) sin [(wsin 8) 1], (5.93)

l@
y'(t) = z’[ ﬁ](t sin [(w sin B) ]+y[w ~q) (t)cos[(wsinB) t]. (5.94)

Odtud je patrné, ze primét polohy kyvadla do vodorovné roviny uréeny pro @ = 0 se v soustavs S’
otaci thlovou rychlosti

&g = (0, 0, wsinfF) o . (5.95)
UvaZujeme-li tedy napfiklad o malych kmitech matematického kyvadla, otaéi se v nasSich oblastech
(B = 50°) vlivem Coriolisovy fiktivni sily jejich rovina pfiblizné o 11° za hodinu, coZ je dobfte
méFitelna veliéina.
Stejné zavéry by bylo mozné ziskat, podobné jako v predchozim oddile, také feSenim pohybovych
rovnic v soustavé S a transformaci vysledki do soustavy S’. Postup je v8ak pomérné pracny, a proto
jej zde nebudeme uvadét.
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6. Mechanika hmotného bodu na elementarni irovni

K nejstar$im tkoltim fyziky a pfirodovédy viibec patfi studium pohybu okolnich téles. Timto
problémem se zabyva mechanika — fyzikalni disciplina, jejiz zaklady poloZili v 17. stoleti Galileo
Galilei (1564 — 1642) a Isaac Newton (1643 — 1727). Mechaniku dnes délime na kinematiku, ktera
pohyb téles popisuje, a na dynamiku, ktera zjistuje pri¢iny zmén jejich pohybového stavu.

Protoze se vzdy zabyvame jen nékterymi aspekty zkoumanych d&jl, nahrazujeme reélné objekty
vhodnymi modely. Nejjednodus$im modelem je hmotng bod. Rozumime jim geometricky bod nesouci
informaci o hmotnosti t&lesa, ztotoznény s nékterym z jeho bodd. Hmotnym bodem nahrazujeme
téleso v pfipadé, Ze jeho rozméry nejsou pii feSeni dané tlohy podstatné. Na pohyb hmotnych
bodi vSak muZeme redukovat i celou fadu obecnéjsich situaci, rozdélime-li téleso myslenkové na
dostateéné malé ¢asti. Prvotnim tkolem mechaniky je proto formulace pojmi a zdkond pro pohyb
hmotného bodu.

6.1 Kinematika hmotného bodu

V tomto oddile zavedeme pojmy a veli¢iny, které charakterizuji pohyb hmotného bodu.

A) Pohyb hmotného bodu. Rychlost a zrychleni

Zakladni kinematickou veli¢inou je polohovy vektor

7(t) = (2(t), y(t), 2(2)), (6.1)

ktery v okamZiku ¢ uréuje ve zvolené kartézské vztainé soustavé S = (O;z,y, z) polohu hmotného
bodu. Funkce z(t), y(¢) a z(t) pfedstavuji zavislosti soufadnic hmotného bodu v soustavé S na Case.
Pokud se alesponi jedna z téchto funkci ve zvoleném &asovém intervalu méni, fikdme, ze hmotny
bod se vzhledem k soustavé S pohybuje.

C Ar[t, t+At;] C
Ary vag

T (t+At)

(a) (b)

Obr. 6.1. K poloze hmotného bodu v soustavé S = {(O; z,y, 2): (a) zavedeni vektoru posunuti, (b) vektory posunuti

pro dva rizné Casové intervaly s po¢itkem v okamZiku ¢

Kfivku, po niZz se hmotny bod pohybuje, nazyvame trajektorii. Jeji parametrické vyjadreni mé
tvar
C:z=1z(t), y=yt), z=2(t). (6.2)
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Pokud je trajektorii hmotného bodu ¢ast piimky, mluvime o pFimocarém pohybu, v opa¢ném
pfipadé mluvime o kfivodarém pohybu. Délku oblouku trajektorie, ktery hmotny bod opise do
okamziku ¢, nazyvame drdhou.

Zménu polohy hmotného bodu v intervalu [t,t + At] popisuje vektor posunuti (obr. 6.1(a))

Jeho prostiednictvim je definovana primérnd rychlost hmotného bodu v intervalu [t,¢ + At] vzta-

e A (t+ A0 = 7(1)
. Tii+at T(E+ At) —7 (¢
(e 0408 = [A;r L At : (6.4)

Vypodet vektoru posunuti a vektoru primérné rychlosti hmotného bodu budeme ilustrovat na
jednoduchém piikladé.

PRIKLAD 1.

Poloha hmotného bodu je v po¢ateénim okamziku to v dané vztazné soustavé uréena polohovym
vektorem 7 (tg) a v okamZiku ¢; polohovym vektorem 7 (¢;) # 7 (¢). V okamziku to se hmotny bod
navraci do vychozi polohy. Uréete vektory posunuti a vektory primérné rychlosti hmotného bodu
v intervalech [to, t1], [t1, t2] a [to, t2].

(Konkrétnim ptikladem tohoto obecné zadaného problému miZe byt auto vyjizdéjici v oka-
mziku o z Brna, v okamzZiku ¢; parkujici v Praze a v okamzZiku ¢y pfijizdé&jici zpét do Brna.)

RESENT:
Podle zadani plati
7(t1) #7 (),  T(t2) =7 (). (6.5)
Uzitim definiénich vztahi dostdvidme pro hledané vektory posunuti
Aty = 7(t1) =7 (to) #0, (6.6)
Af‘[tl,tﬂ = 7(t2) —7(t1) = "Af[to,tl]’ (6.7)
Aty = 7(ta) —7(to) =0 (6.8)

a pro vektory primeérné rychlosti

A'F[tmtl] 7(t1) —7(to) , =

(m[to,tl] = t]_ _ tO = tl _ tO 7& 0’ (69)
ATy 1) Tt2) =7 (t1) ATy )
e o] tr—tr  ta—tr  fp—t (610)
AT 7(t2) =7 (t0) =
Ditopa] = - [—Ot;] == =0. (6.11)
&

Primérna rychlost hmotného bodu se vztahuje k intervalu, v némsz ji uréujeme, a proto neni
pfili§ dobrou charakteristikou pohybu. Stejné€ tak neni dobrou charakteristikou pohybu ani vektor
posunuti, protoZe nevime, jakym zpisobem se hmotny bod mezi okamziky ¢ a ¢ + At pohyboval.
Napfiklad auto z predchoziho pfikladu miZe jet z Brna do Prahy po délnici, ale také po okres-
nich silnicich (rtizné trajektorie auta). Po zvolené trase pfitom miiZe jet bez zastavky, ale také
s prestavkami na odpoéivadlech (rtzné okamziky prichodu jednotlivymi body trajektorie a tomu
odpovidajici riazné primérné rychlosti).
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Pro ziskani lepsi pfedstavy o priib&hu pohybu hmotného bodu musime snizovat délku At pri-
slusného Casového intervalu s podatkem v okamZiku ¢. Limitnim pfechodem At — 0 ziskdvame
z prumérné rychlosti okamzitou rychlost (nebo kratce jen rychlost) hmotného bodu

- . t+ At) —7(t
0= Jim, uenaa = gim, ST

, (6.12)
kter4 se vztahuje k okamZiku t. Z geometrické pfedstavy je patrné (obr. 6.1(b)), Ze s klesajicim At
se piimka, v niz leZi vektor posunuti ;. a¢), bliZi te¢né k trajektorii. Vektor okamZité rychlosti
hmotného bodu ¥ (t) m4 proto smér tedny k trajektorii v bodé '(¢).

Velikost polohového vektoru |7(t)] = r (t), vektoru posunuti ‘F[t,H_ At]\’ vektoru primérné rych-

losti lw)[t,H-At]} i vektoru okamzité rychlosti |U'(t)] = v (¢) uréujeme zndmym zpusobem - jako
odmocninu ze sou¢tu druhych mocnin jednotlivych slozek. Podle éasového pribéhu velikosti oka-
mzité rychlosti pak délime pohyby hmotného bodu na rovnomérné (v (t) = konst.) a nerovnomérné

(v (t) # konst.).

Pro praktické Géely je vhodné definovat skalarni veli¢inu, kterou nazveme prumérnou dréhovou
rychlosti hmotného bodu v intervalu [¢, ¢ + At]

Aspirng  s(t+At) —s(t)

(Ve eray = At AL ) (6.13)

kde s (t) oznacuje drahu hmotného bodu. ProtoZze draha pohybujiciho se hmotného bodu je ne-
klesajici funkeci ¢asu, nabyva priimérna drdhova rychlost, na rozdil od velikosti primérné rychlosti
(vztah (6.4)), vidy nenulové hodnoty (srv. nasledujici p¥iklad 2.). Limitnim pfechodem At — 0
dostaneme z primérné drahové rychlosti okamZitou drdéhovou rychlost hmotného bodu v Case ¢

| . s(t+ At —s(2)
v(t) = lim (v)sean = lim ( At |

(6.14)

Geometrickd predstava ukazuje (obr. 6.1(b)), Ze s klesajici délkou At ¢asového intervalu s po-
¢atkem v okamZiku ¢ se velikost vektoru posunuti lAF[t,t—kAt] blizi veli¢ing As[; ;i a¢- OkamZita
drahova rychlost je tedy rovna velikosti vektoru okamzité rychlosti, a proto jsme obé tyto veli-
¢iny oznadili stejnym symbolem. Stifedni drahovou rychlost, vyhodnocovanou ve velmi kratkych
¢asovych intervalech, ukazuji rychloméry v automobilech, na kolech atd.

Chovani pramérnych kinematickych veli¢in v zavislosti na délce ¢asového intervalu, v némz jsou
urCovany, ukazuje nasledujici priklad.

PRIKLAD 2.

Hmotny bod se pohybuje po kruznici o poloméru R = 10,00 cm tak, %e za stejné asové intervaly
opiSe vzdy stejné dlouhé oblouky. Doba obéhu hmotného bodu po kruznici je T = 8,00 s. Zvolme
vztaznou soustavu S = (O;z,y) tak, aby jeji po&atek O splyval se stfedem kruznice, kruZnice lezela
v roviné Ozy a hmotny bod se v okamZiku ¢ = 0 nachézel na ose z.

a) Naleznéte vztah pro slozky polohového vektoru hmotného bodu v okamziku ¢.

b) Uréete slozky vektoru posunuti hmotného bodu v intervalech [0, 7], [O, g], [O, %}, [0, %J,

[0.%]. [0.5]. [0, ] = [0, 7]

c¢) Uréete velikost vektoru posunuti a drahu opsanou hmotnym bodem v zadanych Casovych
intervalech. Vysledky komentujte.

d) Uréete velikost vektoru primeérné rychlosti a priimérnou drahovou rychlost hmotného bodu
v zadanych ¢asovych intervalech. Vysledky komentujte.
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RESENT:

a) Soufadnice hmotného bodu v soustavé S jsou uréeny vztahy (obr. 6.2)

z(t) = Rcosp(t), y(t) = Rsingp(t), (6.15)
kde ¢ (t) je uhel, ktery v okamziku ¢ svird spojnice bodu O a hmotného bodu s kladnou
poloosou z, méfeny v radidnech® proti sméru pohybu hodinovych ruicek. Za dobu T' opige

hmotny bod thel ¢ (T') = 27, proto vzhledem k zadani plati ¢ (t) = 2r4. Slozky polohového
vektoru hmotného bodu v soustavé S v okamziku ¢ jsou tedy

F=(2(8), y(t) = (Rcos?w%, Rsin27r%>. (6.16)

A

Obr. 6.2. K pohybu hmotného bodu po kruZnici

b) Slozky vektoru posunuti hmotného bodu v intervalu [¢,¢ + At] jsou

AT trag = (Ax[t,t+At]7 Ay[t,t+At])a (6.17)
kde
T irag = T(t + At) — z(t), Yieray = Y(t + At) — y(2). (6.18)

Ciselné vysledky vypo&tené uzitim (6.16) a (6.17), zaokrouhlené na dvé desetinna mista, jsou
uvedeny v tabulce v zavéru reSeni.

Velikost vektoru posunuti hmotného bodu v intervalu [t,¢ + At] uréuje vztah

. 2 2
IAT[t,t+At]‘ = (A-T[t,t—f-At]) + (Ay[t,t+At]) . (6.19)
Za dobu T urazi hmotny bod drahu Aspy 7 = 27 R, proto

At
As[t,t+At] = 27TR?'. (620)
Z tabulky ¢iselnych vysledki je vidét, Ze s klesajici délkou At Easového intervalu se k sobé&
hodnoty ‘Af'[t’” Af)| @ Asp g v souladu s oéekdvanim blizi. Jejich shoda v poslednich tfech
fadcich tabulky je zptsobena zaokrouhlenim — na dalSich mistech desetinného rozvoje se tyto
velic¢iny lisi.

!St¥edovy tihel sevieny dvéma p¥imkami, které prochézeji stfedem kruznice, ma velikost 1 radidn, jestlize pfimky
vytinaji na kruZnici oblouk o délce rovné poloméru kruZnice.
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d) Velikost primérné rychlosti hmotného bodu v intervalu [t,t + At] je ddna vztahem

\(m[t,wm] ‘ =

prameérna drahova rychlost v témze intervalu je

(U)[t,t+At] =

| AT e an)|

bl

Aspiag
At

(6.21)

(6.22)

Ciselné vysledky dokumentuji, e obecné plati '(,[;) [t, 4+ At]' # (V)[t,t+44), s klesajicim At se viak
k sobé tyto veliiny podle oéekavani blizi. Jejich shoda v poslednich dvou fadcich tabulky je
opét zpusobena zaokrouhlenim. Dale se s klesajicim At k jisté limitni hodnoté — velikosti
okamzité rychlosti v ¢ase t = 0 — blizi velikosti pramérné rychlosti hmotného bodu.

Vsimnéme si jes$té posledniho sloupce tabulky. Ponévadz hmotny bod opiSe podle zadani
ve stejnych Casovych intervalech vidy stejné dlouhé oblouky, pohybuje se rovnomérné a veli-
¢ina (v)(1,14A¢ tak nezdvisi na délce ani na po¢ate¢nim okamziku intervalu, v némz ji uréujeme.

e+ ad | e | e | Baedl | Sgs | [Quessal | (e
[0, 7] 0,00 0,00 0,00 | 62,83 0,00 7,85
[0, % -20,00 0,00 20,00 | 31,42 5,00 7,85
[0, %: -10,00 10,00 14,14 15,71 7,07 7,85
[0, %: -2,93 7,07 7,65 7,85 7,65 7.85
0. %] -0,76 3,83 3,90 3,93 7,80 7,85
[0, %] -0,19 1,95 1,96 1,96 7,84 7,85
[0, 614] -0,05 0,98 0,98 0,98 7,85 7.85
[0, r%] -0,01 0,49 0,49 0,49 7,85 7,85

¢

Znéme-li velikost rychlosti hmotného bodu v (¢) v libovolném okamziku ¢, mizeme uzitim vztahu
(6.14) vypocitat drahu hmotného bodu v intervalu [¢,¢ + At]. K vypoctu je tfeba rozdélit interval
[t,t + At] na podintervaly [t;,t;41], kdei € {0, 1, -, n—2,n—1}at=t) <t; <+ <tp_; <
< t, =t + At, v nichZ budeme velikost rychlosti hmotného bodu povaZovat za konstantni. Pro
drdhu hmotného bodu potom dostdvame pfiblizny vztah

n—1

n—1

Aspirag = D v (t) (tigr —ti) = 3 v (t:) Atiyy,

vvvvv

1=0
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Vztah (6.23) m4 nazornou geometrickou interpretaci. Sestrojime-li totiz graf zavislosti velikosti
rychlosti hmotného bodu na ¢ase, odpovida séitanec v (¢;) (tiv1 — t;) = v (t;) At;+1 ploSe svétleji
vyznaceného obdélniku na obr. 6.3. Draha hmotného bodu, ziskana ze vztahu (6.23) limitnim

prechodem At;+1 = (tiy1 —ti) = 0 pro vechna ¢ € {0, 1, ---, n — 2, n — 1}, tj.
n—1 n—1
AS[t,H—At] = Z v{t) i1 — &) = Z v (t;) Atigq pro n — oo, (6.24)

tedy odpovidé plose ohranic¢ené grafem funkce v (t), ¢asovou osou a svislymi pfimkami vzty¢enymi
v bodech t a t + At.

Vypocet drahy je obzvlasté jednoduchy v pripadé€, Zze se hmotny bod pohybuje rovnomérné
rychlosti o velikosti v (t) = v = konst. Pro tento pripad vychazi

n—1

3[t,t+At] =9 Z (ti+1 = tl) = vAt. (625)
1=0

t | | S t+At

i-1 i i+l

Obr. 6.3. K vypoc¢tu drahy hmotného bodu

Podobné jako primeérnou rychlost zavddime primeérné zrychleni hmotného bodu v intervalu
[t,t + At]

- Abj iy T(t+ AL) — T (¢
(@409 = [tAt: - ( AZ‘ ( ), (6.26)

které charakterizuje zménu vektoru rychlosti v daném intervalu, a jako jeho limitni p¥ipad pro
At — 0 okamZité zrychleni hmotného bodu v Case ¢

v(t+ At) — 7 (¢

At—0 At—0 At

B) Pohyb hmotného bodu po kruZnici. Te¢né a normalové zrychleni

Specidlnim pfipadem kfivoc¢arého pohybu je pohyb hmotného bodu po kruZnici. K jeho popisu
zavedeme vztaznou soustavu S = (O;z,y, z) tak, aby kruznicova trajektorie lezela v roviné Ozy
a stfed méla v bodé O.

Veli¢inou popisujici polohu hmotného bodu v okamziku ¢ je whel otoceni ¢ (t), méfeny v ra-
didnech od kladné poloosy = (obr. 6.4). Uhel ¢ (t) bereme jako kladny, méfime-li jej proti sméru
pohybu hodinovych rudiéek (kladny matematicky smysl) a jako zaporny, méfime-li jej ve sméru
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pohybu hodinovych ruéidek (zdporny matematicky smysl). Polohovy vektor hmotného bodu ma
tedy v okamziku ¢ sloZky , ,
7(t) = (Rcos(t), Rsinp(t), 0), B : (6.28)

kde R je polomér kruZnice.

(a) (b)

Obr. 6.4. Méfeni ahlu otoceni: (a) ¢ (£) >0, (b) ¢ (t) <0
Prostfednictvim thlu otoceni definujeme primérnou ghlovou rychlost hmotného bodu v inter-
valu [t,t 4+ At] jako vektorovou veli¢inu

. Ap - t+ A —(t) -

kde k je jednotkovy vektor osy z. Priimérn thlova rychlost ale neni, podobné jako primérnd rych-
lost, pfili§ dobrou charakteristikou pohybu. Proto zavadime okamZitou dhlovou rychlost hmotného
bodu jako jeji limitni hodnotu pro At — 0, tj.

() = Jm @hucssa = Jim, TG

ProtoZe pro thel otodeni (méfeny v radidnech) plati

As A
‘A‘P[t,t-i—At]\ = %—J, (6.31)

souvisi thlova rychlost hmotného bodu s rychlosti vztahem

v
|<av>[t,t+m]!=<—%§+—‘*”, resp. w(t) = - (6:32)

S ohledem na tento vztah a smér a orientaci vektort 7 (¢), ¥ (¢) a & (t) mizZeme psat
T()=ad(t) x7(). (6.33)

Pro rovnomérny pohyb hmotného bodu po kruZnici plati & (¢) = konst., pro nerovnomérny
- —
pohyb pak & (t) # konst.

Déle definujeme primeérné dhlové zrychleni hmotného bodu v intervalu [t,t + At]

R TV AT Au—'}[t,t-’rAt] (B(t+At) -'(B(t)

(Ot eray = A At - | S (6.34)
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a okamZité thlové zrychleni hmotného bodu v Case ¢

£(t) = lim (&)jrrag = lim Gt+AY) —d(H) (6.35)

At—0 At—0 At

Pro rovnomérny pohyb hmotného bodu po kruznici plati & (¢) = 0, pro nerovnomérny pohyb potom
g(t) # 0.

Vektor okamzité thlové rychlosti je kolmy na rovinu kruznice, kdezto vektor okamzité rychlosti
je ke kruznici teény. Plati tedy

F(t) # konst. = a(t)#0 pro kaidé ¢, (6.36)

a proto je kazdy (tj. i rovnomérny) pohyb hmotného bodu po kruZnici zrychleny.
Nenulovy vektor okamZitého zrychleni d (¢) rozlozime do dvou geometricky vyzna¢nych sméru:
do sméru te¢ny ke kruznici a do sméru normdly ke kruznici v daném bod€ 7(t). Abychom odvodili
vztah pro oba priméty, uvazujme o dvou okamzicich ¢ a ¢t + At. V nich necht ma hmotny bod
rychlosti 7' (t) a ¥ (t + At), jejichz tihel oznatime Ay, aq (obr. 6.5). Zavedme jednotkovy vektor
7 (t) ve sméru te¢ny ke kruZnici tak, aby mél stejnou orientaci jako vektor okamzité rychlosti ¥ (t),
tj. ®
S v(t
T (t) - Wt),

a jednotkovy vektor 7i(¢) ve sméru normdaly tak, aby byl orientovan do stfedu kruznice. Podle
obr. 6.5 plati

(6.37)

v(t) = v(t)7(), (6.38)
T(t+At) = v(t+At)cosAppiiag T () +v(t+ At)sin Agp rpag 7 (2) - (6.39)

Pro priméty (@7 )(s,t+ag @ (@n)jt,t+A¢) Primérného zrychleni do sméru te¢ny a do sméru normély ke
kruznici v bodé 7 (t) potom dostavame

v (t + At) COS A‘P[t,t—}-At] ) (t)

(@)ttray = 7 7 (t), (6.40)
. v (t+ At)sin Apppian
@drrng = = LI+AY 5 (4. (6.41)
teCna
. T (t+AD)
Y (t+At) -
. v(t)
norméla

Obr. 6.5. K odvozeni vztahl pro te¢né a normalové zrychleni 2

2V obrézku neni pro piehlednost vyznadeno asové vymezeni dhlu At e
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Limitnim pfechodem At — 0 ziskdme z poslednich dvou vztah okamzité teéné zrychlent d,(t)
a okamZité normdlové zrychleni @,(t) hmotného bodu v €ase t. ProtoZe plati

COS A‘P[t,t+At] ~ 1, Sin A(p[t,t-i-At] ~ A‘p[t,t-{-At]’ v (t + At) ~ vV (t) prO At - 0, (642)

vychazi pro tyto veli¢iny
v(t+ At) — v (¢)

a-(t) = AI%I_n)O At T(t), (6.43)
. . Appirag . Aspiiag v3(t)

= —2 " f(t) = —2 () = . 44
an(t) = v(t) lim —py— A =v () lim =R AW =g Al). (649)

Rozklad vektoru okamZitého zrychleni do sméru teény a do sméru normdly k trajektorii Ize
uskutecnit pro libovolny pohyb hmotného bodu. Oznaéime-li opét Awys ;a4 Ghel sevieny vektory
7 (t) a ¥ (t + At), je podle zptisobu odvozeni ziejmé, Ze vztah pro te¢né zrychleni (6.43) mé obecnou
platnost.

Ponékud sloZitéjsi je situace v pfipadé normalového zrychleni. K jejimu posouzeni zvolme tfi
rizné body trajektorie 7 (t — Aty), 7(t), 7 (¢ + Atz) a proloZme jimi kruznici. Tato kruznice aproxi-
muje trajektorii tim lépe, ¢im jsou si uvazované body blizsi. Limitnimi pfechody At; — 0a Aty — 0
ziskdme oskulacni kruznici, kterou nahrazujeme trajektorii hmotného bodu ve velmi blizkém okoli
bodu 7(t). Do vztahu pro normélové zrychleni (6.44) je tedy tfeba dosadit polomér pFisluiné osku-
la¢ni kruZnice (obr. 6.6).

oskulacni
kruznice

al

n
Obr. 6.6. Rozklad vektoru zrychleni hmotného bodu do sméru teény a do sméru normaly k trajektorii

Vyznam rozkladu vektoru okamZitého zrychleni do sméru teény a do sméru normaly k trajek-
torii je spojen s typem pohybu hmotného bodu: teéné zrychleni uréuje zménu velikosti rychlosti
hmotného bodu, normélové zrychleni souvisi se zmé&nou sméru vektoru rychlosti (tj. se zménou
sméru pohybu hmotného bodu). Klasifikaci pohybt hmotného bodu podle teéného a norméalového
zrychleni ukazuje nasledujici tabulka:

TYP POHYBU ROVNOMERNY NEROVNOMERNY
PRIMOGARY a-(t)=0 a-(t) 20
an(t) =0 an(t) =0
KRIVOGARY a-(t)=0 a-(t)#£0
an(t) £0 an(t) # 0




Podle velikosti te¢ného zrychleni ddle délime pohyby hmotného bodu na rovnomérné zrychlené
(a,;(t) = konst.) a nerovnomérné zrychlené (a(t) # konst.). Zname-li ¢asovou zavislost a.(t),
miizeme uZitim vztahu (6.43) vypodéitat velikost rychlosti v (¢) hmotného bodu v okamzZiku ¢ jako
plochu pod grafem funkce a,(t). Specidlné pro rovnomérné zrychleny pohyb vychdzi

v (t) = vy + art, (6.45)

kde v je rychlost hmotného bodu v okamziku ¢ = 0. Draha, kterou hmotny bod urazi do okamZiku ¢,
je uréena plochou pod grafem funkce v (¢), tj.

1
s(t) = vot + Eath. (6.46)

Znaménko + v poslednich dvou vztazich odpovida situaci, kdy velikost rychlosti hmotného bodu
s ¢asem roste a znaménko — situaci, kdy velikost rychlosti hmotného bodu s ¢asem klesa (takovy
pohyb se nékdy oznacuje jako zpomaleny).

Zavérem oddilu zafazujeme nékolik uloh k procviceni zavedenych kinematickych pojmi a veliéin.

Ulohy:

1. Rozhodnéte, zda vztahy (6.25), (6.45) a (6.46) plati pro pfimocary, resp. kiivoary pohyb
hmotného bodu. Odpovéd zdivodnéte.

2. Uvedte konkrétni pfiklady jednotlivych typt pohybu hmotného bodu (rovnomérny, nerovno-
mérny, pfimodary, kiivodary) a jejich moznych kombinaci.

3. Auto se zalind v okamziku ¢ = 0 rovnomeérné zrychlené rozjizdét po pfimé vodorovné silnici.
Za 12 s dosdhne rychlosti 100 km.h™! a touto rychlosti se pohybuje po dalsich 20 s. Zvolme
vztaZnou soustavu tak, aby se auto pohybovalo po ose z a v okamziku ¢ = 0 bylo v jejim
pocatku. Urcete

a) polohovy vektor auta v okamzicich 5 s, 10 s, 15 s a 20 s,
b) vektor posunuti auta a jeho velikost v intervalech [0s, 10s] a [15s, 20s],
c) priumérnou rychlost auta, primérné zrychleni auta a velikosti téchto vektora v interva-
lech [0s, 10s] a [15s, 20s],
d) okamZitou rychlost auta, okamzité zrychleni auta a velikosti téchto vektord v okamzicich
0s,10s, 15 s a 20 s.
Které z vysledkil se zméni, zvolime-li vztaZnou soustavu tak, Ze se auto v okamZiku ¢t = 0
nachézi v jejim poc¢atku a zacina se pohybovat po pfimce y = 22?7 Auto povazujte za hmotny
bod.
4. Vlak jede po piimé vodorovné trati rychlosti 90 km.h~!. K Zelezniénimu p¥ejezdu se po silnici
kolmé k trati blizi auto rychlosti 60 km.h~!. Uréete

a) velikost rychlosti auta vzhledem k vlaku,
b) velikost rychlosti ditéte, které se prochdzi po chodb& vagénu rychlosti 4 km.h~!, vzhle-
dem k okolni krajiné a vzhledem k pfijizdéjicimi autu.

5. Auto se rozjizdi v zatacce tvaru ¢ésti kruznice o poloméru R z klidu rovnomérné zrychlenym
pohybem. Za dobu ¢; od pocitku pohybu dosdhne rychlosti o velikosti v;. Jaka je velikost
okamzitého zrychleni auta v ¢asech t =0, t =¢; a t = 2t;7 Auto povazujte za hmotny bod.

6. Jaky je vztah mezi velikosti te¢ného zrychleni a velikosti ihlového zrychleni pfi pohybu hmot-
ného bodu po kruZnici?

* 7. Jaky je vztah mezi vektorem te¢ného, resp. normalového zrychleni a vektorem hlového zrych-
leni, resp. hlové rychlosti pfi pohybu hmotného bodu po kruznici?

Navod: Do defini¢niho vztahu pro zrychleni hmotného bodu dosadte vztah (6.33) a upravte.
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8. Cyklista jede po piimé silnici rychlosti 20 km.h™!. V jistém okamZiku za¢ne rovnomérné
brzdit tak, Ze zastavi na draze 12 m. Uréete velikost hlové rychlosti a ihlového zrychleni kol
v okamziku 1,5 s od poéatku brzdéni. Polomér kol je 35 cm.

* 9. Kruhovy disk se ot4¢i rovnomé&rné tak, Ze za sekundu vykond 10 otaek. V okamziku to na
néj zalne pusobit brzdici mechanizmus, ktery jej zastavi za 12 s. Jaky uhel opiSe vybrany
bod disku od okamziku ty do zastaveni? Predpokladejte, Ze vektor (thlového zrychleni disku
je konstantni.

6.2 Dynamika hmotného bodu

Defini¢ni vztahy kinematickych veli¢in maji ve viech vztaZnych soustavich stejny tvar. Z hlediska
kinematiky jsou tedy vSechny vztazné soustavy rovnocenné. Jinak je tomu v dynamice, kdy je tfeba
s ohledem na formulaci Newtonovych zdkont rozliSovat mezi dvéma tfidami vztaZnych soustav:
preferovanymi soustavami inercidlnims a ostatnimi — neinercidlnimi.

A) Inercidlni vztazné soustavy. Newtonovy zdkony

Pro agely definice preferované vztazné soustavy se zavadi pojem volny hmotng bod. Rozumime jim
takovy hmotny bod, ktery je zcela oprostén od interakce s jinymi hmotnymi objekty. Volny hmotny
bod lze (v ramci pozadované pfesnosti) realizovat t&lesem natolik vzdélenym od ostatnich téles,
Ze je mozné interakci s nimi zanedbat. VztaZnou soustavu spojenou se ¢tyfmi volnymi hmotnymi
body, které nelezi v roving, nazveme soustavou inercidlni.

Pohyb volnych hmotnych bodi v inercidlni vztazné soustavé vymezuje pruni Newtoniv zdkon:

V inercidlni vztazné soustavé je kazdy volny hmotny bod v klidu nebo v pohybu
rovnomeérném primocarém.

Pokud je jist4 vztaZna soustava inerciilni, pak jsou inercidlni také vSechny dalsi vztazné sou-
stavy, jejichZ pocatky se vzhledem k ni pohybuji rovnomérné pfimodcaie a jejichZ osy v ni zachovavaji
svij smér (tj. neotadeji se). Ostatni vztazné soustavy nazyvime neinercidlnimi.

Experimenty ukazuji, Ze jako inerciilni se s dobrou pfesnosti chovd Galileova vztaznd soustava
s pocatkem ve stfedu hmotnosti sluneéni soustavy a s osami miFicimi ke stalicim.

Z hlediska aplikaci je dulezity druhy Newtoniv zdkon, ktery urduje souvislost mezi Casovou
zménou hybnosti = m4 hmotného bodu o hmotnosti m a vyslednici F sil, jimiZz na néj ptsobi
okolni hmotné objekty:

V inercidlni vztazné soustavé je zména hybnosti hmotného bodu za velmi kratky
Casovy interval [t,t + At] rovna vyslednici sil, které na néj v tomto intervalu
ptsobi, tj.

lim =P = F.
At—0 At

V obvyklém pfipadé, kdy m = konst., ma druhy Newtontv zdkon jednoduchy tvar

—

ma = F. (6.47)

Abychom mohli druhého Newtonova zdkona pouZit k vypoétu zrychleni hmotného bodu, musime
k nému pfipojit silové zdkony a princip superpozice sil.
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Obsahem silového zdkona je kvantitativni vyjiddreni sily, charakterizujici interakci zkoumaného
hmotného bodu s konkrétnim objektem. Silové zakony se formuluji na zékladé experimentalnich
vysledkt a maji tedy, stejné jako Newtonovy zakony, charakter principd. Prikladem silového zdkona
je vztah pro gravitaéni silu, jiz na hmotny bod o hmotnosti m; a polohovém vektoru 7] pisobi jiny
hmotny bod o hmotnosti m2 a polohovém vektoru 7 . e

~ mime
Fy = ke (fy ~ 1), (6.48)
|75 — 71

kde k je experimentaln€ stanovena gravita¢ni konstanta. Princip superpozice sil pak zavadi vysled-
nici sil F; (vyjadienych odpovidajicimi silovymi zdkony), jimiZ na zkoumany hmotny bod soudasné
pusobi rizné objekty, predpisem

F=

F; 1 +F2+ +ﬁN_1 +FN. ) (6.49)

Mz

1

™.
I

Posledni, tfeti Newtoniv zdkon, se tyka vzajemného ptisobeni hmotnych bodu:

Kazdé dva hmotné body na sebe navzdjem pisobi stejné velkymi, ale opacéné
orientovanymi silami. Tyto sily leZi na primé spojnici obou bodil a soucasné
vznikaji i zanikaji.

Zastavme se kratce u problému méfeni hmotnosti a urcovani silovych zadkoni. Oznadéme mq, mo
hmotnosti dvou hmotnych bodi, které nejsou v interakci s zddnymi dal$imi objekty. Kombinaci
druhého a tfetitho Newtonova zakona pro né dostaviame

- . m a1 - g
mia; = —moan — 2 = —1 ’ (650)
mi a9
Vztah (6.50) umoZiiuje na zékladé experimentalné ur€enych zrychleni zjisfovat hmotnosti hmotnych
bodd vzhledem k pfedem danému etalonu. Z méreni zrychlen{ riiznych hmotnych bodi o znamych
hmotnostech, vystavenych interakci s konkrétnim objektem, pak vyvozujeme tvar pfislusného silo-
vého zakona.

Platnost Newtonovych zdkont je omezena na inercidlni vztazné soustavy. Vétsina soustav, které
nas bézné obklopuji, jako rozjizdéjici se nebo brzdici dopravni prostiedky, poutové atrakce a pre-
deviim samotnd Zemé, viak pat¥i k soustavim neinercidlnim. Ukazuje se ale, Ze v ramci béZnych
experimentli nejsou projevy neinercidlnosti vztazné soustavy spojené se Zemi (laboratorni vztainé
soustavy) prili§ vyznamné, a proto ji zde budeme povaZzovat za soustavu inercidlni.

B) Neinercidlni vztaZné soustavy. Fiktivni sily

Jednoduchym pfikladem neinerciilni vztazné soustavy je vlak, ktery se rozjizdi po pfimé vodorovné
trati s konstantnim zrychlenim A Predpokladejme, Ze na podlaze jednoho z vagdmi leZi bedna
o hmotnosti M, kterd se mize pohybovat bez tfeni. Popisme pohyb bedny z hlediska pozorova-
tele stojiciho na nastupisti (inercidlni vztaZna soustava S = (O;z,y, z)) a z hlediska pozorovatele
jedouciho ve vlaku (neinercialni vztaznd soustava S’ = (O';z',y/, 2)).

Podle pozorovatele stojictho na nastupisti plisobi na bednu Zemé silou Fo=M g a podlaha
vagénu tlakovou silou N (obr. 6.7). Druhy Newtontv zékon pro bednu m4 tedy tvar

LT Lo

Ma=Mg+N. - .. o (6.51)
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Protoze se bedna ve svislém sméru nepohybuje (tzv. vazebni podminka), plati3
EEEEEU PR S SO A Pt : :

dae wostEe Wi oay=0 = Mg=N. o (6.52)

Pozorovatel stojici na nastupisti tak ziskdva uZitim Newtonova zdkona (6.51) pro zrychleni bedny
vysledek
a=0, : (6.53)

ktery je ve shodé s jeho pozorovinim.

Podle pozorovatele jedouciho ve vlaku piisobi na bednu opét sily Fy =mga N a formulace
druhého Newtonova zakona (6.51) vede ke stejnému teoretickému zavéru jako pro pozorovatele na
nastupisti: zrychleni bedny vzhledem k vagénu je nulové. Tento zévér viak neodpovidd pozorova-
nému zrychleni bedny vzhledem k vagénu

i'=—A+0. . (6.54)

Rozpor mezi teoretickym tidajem (@' = 0) a pozorovanim (¢’ = —A) vznik4 tim, Ze druhy Newtontiv
zékon (6.51) v neinercidlni vztazné soustavé spojené s vagénem neplati.

y=y : y y’

x=x’ . -—‘O 0 xIx
., Fg
Obr. 6.7. K popisu pohybu bedny vzhledem k nastupisti a vzhledem k vagénu

Zabyvejme se problematikou vztaznych soustav obecndji. Necht S’ = (0’;z',y',2') je neiner-
cialni vztazna soustava, jejiz pocatek se v inercidlni vztaZné soustavé S = (O;z,y, z) pohybuje
s nenulovym zrychlenim A (mluvime o posuvném neboli translacnim pohybu soustavy S’ vzhledem
k soustavé S) a jeji% osy neméni v soustavé S smér (soustava S’ se vzhledem k soustavé S neo-
ta¢i). Mezi polohovym vektorem 7’ () hmotného bodu v soustavé S’ a polohovym vektorem 7 (¢)
hmotného bodu v soustavé S plati podle obr. 6.8 vztah

) =7(@) - R, (6.55)
kde R (t) je polohovy vektor bodu O’ v soustavé S. Odtud dostédvame

") = @) -V (@), o (6.56)
W) = a(t)-A@), S (6.57)

3Zdtraznéme, ze sily FoaN nejsou ve smyslu t¥ettho Newtonova zdkona akci a reakci, protoZe pisobi na stejné
téleso (zde na bednu). Rovnost velikosti t&chto sil je diisledkem vazebni podminky a, = 0.
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kde V' (¢) je rychlost a A (t) zrychleni bodu O’ v soustavé S. Nésobenim posledniho vztahu hmot-
nosti m hmotného bodu dostaneme s vyuzitim druhého Newtonova zakona (6.47) a principu super-
pozice sil (6.49) vztah (pro pfehlednost jiz nevyznacujeme Casové zivislosti jednotlivych veli¢in)

N
mid'=F-mA=> F,+F". (6.58)
i=1
Vyraz F* = —mf—f, ktery se zde objevuje jako dusledek vzajemného pohybu soustav S a S’, nazy-

vame fiktivni silou, protoze mé fyzikilni rozmér sily, ale na rozdil od redlngch sil F; nema pivod
v interakci hmotného bodu s okolnimi objekty (ve smyslu tfetiho Newtonova zédkona na ni tedy
neexistuje reakce). Fiktivni silu je nutno chapat pouze formalné, jako dodateény ¢len, ktery umoz-
nuje rozsifit ,platnost druhého Newtonova zdkona také na neinerciilni vztazné soustavy. Vztah
(6.58) budeme nazyvat druhym Newtonovym zdkonem v neinercidlni vztainé soustavé.

Obr. 6.8. Polohovy vektor hmotného bodu v soustavé S a v soustavé S’

Vztah (6.58) plati také v pripadé, Ze soustava S’ kona vzhledem k inercidlni soustavé S posuvny
i ota¢ivy pohyb a hmotny bod je trvale v klidu v jejim poéatku. Situace, kdy se soustava S’ vzhledem
k S posunuje i ot4¢i a hmotny bod mé vzhledem k soustavé S’ obecnou polohu i rychlost je jiz

vvvvvv

Naésledujici pfiklad ukazuje pfistup k feSeni téhoz problému z hlediska dvou riznych vztaznych
soustav: soustavy inercidlni a soustavy neinercialni.

PRIKLAD

Na podlaze vytahu, ktery se pohybuje s konstantnim zrychlenim fT, lezi pruzinové vahy. Jaky udaj
ukazuji vahy, stoupne-li si na né pasazér o hmotnosti M? Provedte diskuzi vysledku v zavislosti na
orientaci a velikosti vektoru A. Ulohu Feste z hlediska pozorovatele stojiciho na schodisti (inercialni
vztaZna soustava S) i z hlediska pasaZéra jedouciho ve vytahu (neinercidlni vatazna soustava S').

RESENI:

e Reseni ve vatasné soustavé S: Na pasaZéra piisobi Zems silou Fg = M 7 a vahy tlakovou silou N.
ProtoZe se pasazér pohybuje vzhledem ke schodisti se stejnym zrychlenim jako vytah, ma druhy
Newtontiv zakon tvar

MA=M§+ N, resp. £+MA=—-Mg+N, | (6.59)
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pfidem? znaménko + pied vyrazem M A odpovida situaci znidzornéné na obr. 6.9(b) a znaménko —
situaci znazornéné na obr. 6.9(c). Podle tfetiho Newtonova zdkona plsobi pasazér na vahy stejné
velkou, ale opa¢né orientovanou silou nez vahy na pasazéra. Vahy tedy ukazuji udaj

M:%:M(l:&?). (6.60)

Diskuze vysledku: Pro situaci znizornénou na obr. 6.9(a) je M = M, pro situaci znézornénou na
obr. 6.9(b) je M > M a pro situaci znazornénou na obr. 6.9(c) je M < M. Zvlastnim p¥ipadem
posledni situace je volny pad vytahu, pro né&jz je A= 7 a tudiz M = 0 (pasaZér je v beztiZném

stavu). ‘
[t

ﬁ V = konst. ﬁ A @ A

zy

%

(a) (b) : (c)

Obr. 6.9. VéZen{ ve vytahu: (a) vytah se pohybuje rovnomérng, (b) vytah se rozjizdi vzhiru nebo brzdi pii pohybu
dold, (c) vytah se rozjiZdi doli nebo brzdi pfi pohybu vzhiru

e Reseni ve vztazné soustavé S': Pasazér jedouci ve vytahu musi kromé redlnych sil Fs = m§
a N zahrnout do druhého Newtonova zdkona také fiktivni silu F* = —M A. Pasazér je vzhledem
k vytahu v klidu (¢’ = 6), proto mé druhy Newtontv zdkon tvar

L . 6=M§+1\7—m1§, resp. 0=—-Mg+ N T MA. ' (6.61)

Dalsi postup i vysledky jsou stejné jako pfi FeSeni dlohy v soustavé S.

&

C) Pohyb sférického kyvadla

Doposud jsme se zabyvali piipady, kdy se hmotné body pohybovaly vzhledem ke vztazné soustavé
spojené se Zemi piimocafe. Nyni pfistoupime k ukdzce aplikace druhého Newtonova zdkona na
k¥ivodary pohyb.

Jednoduchym systémem, ktery kona k¥ivodary pohyb, je télisko zavésené na lehkém vldkné
neproménné délky — tzv. sférické kyvadlo. ProtoZe obecny pohyb sférického kyvadla neni moZné
popsat explicitné, budeme se zabyvat jen dvéma specidlnimi situacemi: pohybem kénického kyvadla
a pohybem matematického kyvadla.

KONICKE KYVADLO

Kdnickym kyvadlem rozumime sférické kyvadlo, které se pohybu_]e po kruZnici lezici ve vodorovné
roving (model fetizkového kolotode). - - :
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Na kyvadlo ptisobi Zemé silou Fo = mg a vldkno tahovou silou T (odpor vzduchu pro jed-
noduchost zanedbavame). PovaZujeme-li soustavu ,Zemé+kyvadlo® za izolovanou, plati vzhledem
k tomu, Ze tahova sila ma stile smér napnutého vldkna a nekona tudiz praci, pro kyvadlo zédkon
zachovani mechanické energie

E = —;—mv2 + mgh = konst., (6.62)

kde E, = mgh je tthova potenciélni energie vzhledem ke vhodné zvolené nulové hlading. Pro kénické
kyvadlo se tthova potencidlni energie neméni, a proto se podle zdkona zachovani mechanické energie
neméni ani velikost jeho rychlosti. Vysledné zrychleni kyvadla méa tedy pouze normélovou slozku,
tj.

— —

2
v
= (6.63)

kde R je polomér kruznicové trajektorie kyvadla (obr. 6.10(a)). Zde se v8ak pro vysledné zrychleni
Cast&ji pouziva termin dostiedivé zrychleni a pro vyslednou silu Fqy = ma dostiedivd sila.
Druhy Newtoniv zdkon pro kénické kyvadlo ma v soustavé spojené se Zemi tvar

:(_in=

'U2 -

Podle obr. 6.10(a) proto plati

F 2 2
tanfy = d_ 7 _ v = v = +/lgsinfytanfy, (6.65)

Fz Rg lgsinfy

_ Fe __mg
costy = T = T_cos()()' (6.66)

Aby se sférické kyvadlo pohybovalo jako kénické, musime mu v poloze popsané tihlem 6y udélit
zcela konkrétni rychlost: jeji vektor musi byt kolmy k roviné ur¢ené svislou pfimkou a vychylenym
vldknem, velikost je pfedepsdna vztahem (6.65). Tahova sila vldkna m4 v prib&hu pohybu kyvadla
konstantni velikost danou vztahem (6.66) a ma stile smér napnutého vldkna.

(a) (b)

Obr. 6.10. Sily ptsobici na kénické kyvadlo: (a) v inercidlni vztaZné soustavé spojené se Zemi, (b) v neinercialni

vztaZné soustavé spojené s kyvadlem

K uvedenym zavérim bylo mozné dospét také z hlediska neinercidlni vztazné soustavy spojené
S kyvadlem Podatek takové soustavy se ve vztazné soustavé spojené se Zemi pohybuJe se zrych-
lenim 4 = Gn, proto je do druhého Newtonova zakona tieba zahrnout fiktivni silu F* = = —ma,
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(obr. 6.10(b)). Tuto silu nazyvame vzhledem k jejimu sméru a orientaci odstfedivou (fiktivni) silou.
Ponévadz je kyvadlo ve vztaZné soustavé s nim spojené v klidu (&’ = 0), ma druhy Newtontv zdkon

tvar

2

O=mg+T — m—p- . (6.67)

MATEMATICKE KYVADLO

Matematickym kyvadlem nazyvame sférické kyvadlo, které se pohybuje ve stile stejné svislé roviné
(model détské houpadky).

Matematické kyvadlo méni v pribéhu pohybu svoji vysku nad pfedem danou vodorovnou ro-
vinou, a proto se podle zdkona zachovani mechanické energie méni také velikost jeho rychlosti.
Kyvadlo se tedy pohybuje po asti kruznicové trajektorie tak, Ze jeho zrychleni m4 gbecgé negulo-
vou teénou i normélovou slozku. Vysledné zrychleni @ kyvadla a tim i vyslednd sila F' = Fg + T lezi
vzdy v poloroving uréené napnutym vldknem, tenou ke kruznici v dané poloze kyvadla a bodem
zavésu (obr. 6.11). Praméty vysledné sily F do sméru teény a do sméru normdly ke kruZnici maji
velikost

F. = mla;| =mg]lsinf|, (6.68)
F, = ma, =T —mgcosé. (6.69)

Z druhé rovnice dostavame vztah pro velikost tahové sily vldkna

2

T = ma, +mgcosf = m% + mgcos . (6.70)

K urdeni velikosti tahové sily v zdvislosti na poloze kyvadla 6 pouZijeme zdkona zachovani mecha-
nické energie. Oznaéime-li 6y maximalni vychylku kyvadla (bod obratu), plati

1 v?
mgl (1 — cosby) = 3mv +mgl (1l —cosf) = m = 2mg (cos § — cos ) (6.71)

a tedy
T =mg(3cosf —2cosby). (6.72)

Obr. 6.11. Sily ptsobici na matematické kyvadlo

Pfi formulaci druhého Newtonova zdkona v neinercidlni vztazné soustavé spojené s matematic-
kym kyvadlem je tfeba uvédomit si, Ze fiktivni sila F* = —mad = —F m4 obecné nenulovy primét
do sméru te¢ny i do sméru normély k trajektorii kyvadla.
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D) Otéacejici se vztazné soustavy

V zavéretném paragrafu tohoto oddilu si v8imneme neinercialnich vztaZnych soustav, které se vzhledem k iner-
cialni vztaZzné soustavé spojené se Zemi otaleji. Problematiku uvedeme konkrétnim ptikladem.

Dva hokejovi hragi stoji na vodorovné to¢né o poloméru R, kterd se vzhledem k Zemi ota¢i konstantni ihlovou
rychlosti &. Hra€ A je ve stfedu toény, hra€ B stoji na obvodu.

a) V okamiiku t = 0 vystfeli hra& A puk rychlosti, kterd ma vzhledem k Zemi velikost vg. Popiste trajektorii
puku ve vztaZné soustavé spojené se Zemi a ve vztaZné soustavé spojené s tofnou. V obou pripadech
vhodn& zvolte soustavu soufadnic. Tieni mezi pukem a to€nou i odpor vzduchu zanedbejte.

b) Jak musf hra¢ A vystfelit puk, aby jej mohl hra¢ B stojici na obvodu to&ny zachytit?

RESENT:
Zvolme vztaZnou soustavu S = (O; z,y, z) spojenou se Zemi tak, Ze jeji po&atek O splyva se stfedem to&ny, osa z
mi¥ svisle vzhiiru a osa y je souhlasné rovnob&Zna s vektorem polatedni rychlosti ¥y puku. VztaZnou soustavu

S' = (0';z',y',2') spojenou s to€nou zavedme tak, aby O' = O, 2’ = zavdaset =0platiloz’ =z,9y =y
(obr. 6.12).

a) V soustavé S plsobi na puk Zemé& silou ﬁG = mg a to¢na tlakovou silou N. Druhy Newtontiv zakon pro
puk ma tvar .
md =mg+ N. (6.73)

ProtoZe se puk ve svislém sméru nepohybuje (vazebni podminka), plati
mg=N (6.74)
a pro zrychleni puku v soustavé S dostdvame
a=0. (6.75)

Puk tedy v soustavé S kond rovnomérny pfimodary pohyb a v okamZiku ¢ ma soufadnice

zp(t) = 0, (6.76)
yo(t) = wot, (6.77)
zp(t) = 0. (6.78)

Mezi okamZitymi soufadnicemi puku v soustavé S a odpovidajicimi soufadnicemi v soustavd S’ plati
transformaé&ni vztahy (obr. 6.12)

z'(t) =  z(t)coswt + y(t) sinwt, (6.79)
y'(t) = —z(t)sinwt + y(t) coswt, (6.80)
) = z(t), (6.81)

proto mé puk v soustavé S’ souradnice

z,(t) = wotsinwt, (6.82)
yp(t) = wotcoswt, (6.83)
zp(t) = 0. (6.84)
t=0 t>0
y=y’
x=x

Obr. 6.12. Zavedeni vztaZnych soustav pro popis pohybu puku na to¢né&
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Trajektorii puku v obou vztaZnych soustavach znizoriuje obr. 6.13.

y y
A
-\
(o) X o' x'
(a) (b)

Obr. 6.13. Trajektorie puku: (a) ve vztaZné soustavd S, (b) ve vztaZné soustavd S’

b) Oznatme a thel, ktery v okamZiku vyst¥eleni puku svird spojnice hra¢éi A a B s osou y. Zjistime, jaké

hodnoty musi dhel a nabyvat, aby hra& B mohl puk zachytit.

e Redeni ve vztaZné soustavé S: Okamité soutadnice hrate B v soustavd S jsou (obr. 6.14)

zp(t) = Rsin(a—wt), (6.85)
yp(t) = Rcos(a—wt), (6.86)
zg(t) = 0. (6.87)

Hré¢ B se v okamiiku zachyceni puku nachédzi na ose y. Pro soufadnice puku a hrife B v soustavé S
v tomto okamzZiku plati

yp(t) = vot = R, ye(t) = Rcos (o — wt) = R. (6.88)
Z poslednich dvou rovnic vychéazi

o= w—R + 2k7r, kde k= 0, ila :l:27 e (689)

vo

Cislo k lze zvolit tak, aby a € [0, 27).

B

Obr. 6.14. Hokej na to&ng

o Refeni ve vztazné soustavé S’': Porovnanim soufadnic hrate B v soustavé S’

zh(t) = Rsing, (6.90)
yp(t) = Rcose, (6.91)
zp(t) = 0 (6.92)
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se soufadnicemi puku (6.82) - (6.84) dostaneme soustavu rovnic
votsinwt = Rsina, votcoswt = Rcos a, (6.93)

kterd opé&t vede k vysledku (6.89).

Zakfiveni trajektorie puku na to&n& (obr. 6.13(b)) pfipisuji oba hrag¢i pisobeni jistych (zatim nezndmych)
fiktivnich sil, které jsou dany neinercialnosti vztaZné soustavy spojené s to€nou. Abychom zjistili, jak vysled-
nice F'* téchto sil zavisi na pohybu S’ vzhledem k S (tj. na &), vyjddfime na zdkladé zndmé trajektorie puku
(FeSeni a)) jeho zrychleni @’ vzhledem k soustavé S'.

Pro slozky priimé&rné rychlosti puku v soustav& S’ v intervalu [t,t + At] plati uZitim (6.82) a (6.83)

zh(t+ At) —zp(t)  wo (t+ At)sinw (t + At) — votsinwt
(Ve eraty = P At El= ) (At ) ; (6.94)

Yp(t + At) —yp(t)  wo (t+ At)cosw (t + At) — votcoswt

/ -
(Vyditt+ay = At AL (6.95)

Aplikaci souttovych vzorct pro sinw (t + At) a cosw (t + At), uvdZenim
sinwAt ~ wAt, coswAt &% 1 pro At—0 (6.96)

a zanedbanim &lent obsahujicich (At)? ziskdme limitn{m pfechodem At — 0 ze sloZek primarné rychlosti slozky
okam#ité rychlosti puku v soustavé S’

vh(t) = wosinwt+ vowt coswt, (6.97)
vy(t) = wocoswt— vowtsinwt. (6.98)

Jejich prostfednictvim analogicky odvodime vztahy pro slozky okam#itého zrychleni puku v soustavé S’. Vychazi

a(t) = 2uowcoswt—vwltsinwt = 2vow coswt — wiz'(t), (6.99)

a, (1) —2ugw sin wt — vow?t cos wt = —2vow sinwt — wly'(t) . (6.100)

Snadno se pfesvédéime, %e vektor zrychleni puku @’ = (a'z, a;) v soustavé S’ miZeme zapsat ve tvaru

@'=-ax (@x7) -2 x7 (6.101)

Pro vyslednou fiktivni silu pisobici v soustavé S’ na puk tedy plati

-

F*=ma'=-m[dx (&x7)] —2m(@x7'), (6.102)

kde m je hmotnost puku. Vyraz
g =-m[@x (@ x7)] (6.103)
pfitom nazyvdme odstfedivou (fiktivni) silou a vyraz

F=-2m (3 x ') (6.104)

nazyvame Coriolisovou (fiktivni) silou. Uvedené vztahy pro odstfedivou a Coriolisovu sflu maji obecnou platnost.

Pokud se navic soustava S’ vzhledem k inercialni vztaZné soustavé S otac¢i s nenulovym thlovym zrychlenim,
tj. @ (t) # konst., musime do druhého Newtonova zdkona zahrnout je$té Bulerovu (fiktivni) silu, pro niZ lze
odvodit vztah .

Fg=-m(ex'). (6.105)

Druhy Newtonliv zidkon v libovolné neinercidlni vztaZné soustavé mé potom obecny tvar

N
ma' =Y Fi+ F + Foy + Fo + P, (6.106)
i=1
kde &élen ﬁt* = —mA nazveme pro uplnost translacni (fiktivni) silou.

K procviéeni aplikaci druhého Newtonova zédkona a jeho formulaci v riznych vztaznych sousta-
vach slouZi néasledujici soubor dloh.
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Ulohy:

1.

10.

Vlak se rozjizdi po pfimé vodorovné trati. Na podlaze jednoho z vagdénu lezi bedna o hmot-
nosti M. Jakych hodnot miiZe nabyvat zrychleni vlaku, aby bedna zistala vzhledem k vagénu
v klidu? Koeficient statického t¥eni mezi bednou a podlahou vagénu je fo. Ulohu feste z hle-
diska pozorovatele stojiciho pobliZ trati (inercidlni vztazna soustava) i z hlediska pozorovatele
jedouciho ve vlaku (neinercidlni vztaZzna soustava).

Pfedpokladejte, Ze zrychleni vlaku z pfedchozi tilohy stanovenou podminku nespliiuje. Jaké je
zrychleni bedny vzhledem k Zemi a vzhledem k vagénu? Koeficient dynamického tfeni mezi
bednou a podlahou vagénu je f.

Na podlaze vagénu jedouciho po piimé vodorovné trati s konstantnim zrychlenim A stoji
nidoba s vodou a je vzhledem k vagénu v klidu. Popiste plochy spojujici ve vodé mista o stej-
ném tlaku. Ulohu feste z hlediska pozorovatele stojiciho pobliZ trati i z hlediska pozorovatele
jedouciho ve vlaku.

Jak se zméni vysledek pfedchozi tlohy, jestlize se vlak rozjizdi do svahu s dhlem sklonu o
a jeho zrychleni je A7

. Popiste rovnovaznou polohu kuli¢ky zavéSené na niti ve vagoné, ktery

a) jede po pfimé vodorovné trati s konstantnim zrychlenim [_1',
b) projizdi zatackou o poloméru R rychlosti o konstantni velikosti v.

Ulohu feste z hlediska pozorovatele stojiciho pobliz trati i z hlediska pozorovatele jedouciho
ve vlaku.

Jaka je perioda malych kmitd matematického kyvadla v situacich a) a b) z pfedchozi tlohy?
(Perioda malych kmitd matematického kyvadla o délce I, jehoZ bod zavésu je ve vztazné

soustavé spojené se Zemi v klidu, je ddna vztahem 7 = 277\/% )

Popiste rozloZeni tlaku v kapaliné umisténé ve vytahu, ktery se pohybuje s konsﬁantnim
zrychlenim A. Provedte diskuzi vysledku v zavislosti na orientaci a velikosti vektoru A. Ulohu
feSte z hlediska pozorovatele stojiciho na schodisti (inercidlni vztazna soustava) i z hlediska
pozorovatele jedouciho ve vytahu (neinercidlni vztazna soustava).

. Vytah se pohybuje s konstantnim zrychlenim A. Z vysky h nad podlahou volné pustime malé

télisko. Za jak dlouho té&lisko dopadne na podlahu, je-li odpor vzduchu zanedbatelny? Pro-
vedte diskuzi vysledku. Ulohu feste z hlediska pozorovatele stojiciho na schodisti i z hlediska
pozorovatele jedouciho ve vytahu.

Rozhodnéte a zdivodnéte, jakych hodnot miZe nabyvat tihel 8y pro kdénické kyvadlo.

Do nésledujiciho obrazku schematicky zakreslete vyslednou silu pisobici na matematické
kyvadlo pfi priichodu krajni polohou (body A, E), pfi priichodu rovnovéznou polohou (bod C)
a pfi prichodu obecnou polohou (body B a D).

Névod: Pfed feSenim tlohy si pfipomeiite vztahy (6.68) a (6.69).

oot
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11.

*12.

13.

14.

16.
*17.

18.

Jakou minimdlni rychlost musime udélit matematickému kyvadlu délky { v rovnovazné poloze,
aby dospélo do nejvyssiho bodu kruznice lezici ve svislé roviné? Predpokladejte, Ze

a) kyvadlo je tvoreno kulickou zavéSenou na niti zanedbatelné hmotnosti,

b) kyvadlo je tvofeno kulickou upevnénou na tyéi zanedbatelné hmotnosti.

Vysvétlete pfipadnou rozdilnost vysledki. Ulohu fe$te ve vztazné soustavé spojené se Zemi
1 ve vztazné soustavé spojené s kyvadlem.

Kyvadlo je tvofeno malou kuli¢kou zavéSenou na niti délky ! = 1,0 m. Kuliéce udélime
v rovnovainé poloze rychlost o velikosti v = 5,5 m.s~! kolmou na smér napnuté nité. UrCete
misto, v némz se kulicka oddéli od kruznicové trajektorie. Do jaké vysky nad vodorovnou
rovinou, kterd prochazi rovnovaznou polohou kyvadla, kuli¢ka vystoupi? Poditejte s hodnotou
tihového zrychleni g = 9,8 m.s~2. Odpor vzduchu zanedbejte.

Porovnejte subjektivni pocity pasazéra pfi
a) rychlém a pomalém prijezdu vozi¢ku horské drahy ostrou vodorovnou zatackou,
b) rychlém a pomalém prijezdu vozitku nejvyS§im bodem ,spirdly smrti“ (smycky tvaru
kruznice leZici ve svislé roviné).

Které sily tvoii v jednotlivych pfipadech silu dostfedivou? Kdy je nutno pasaZéra pevné
pfipoutat k sedadlu?

Koloto& ,Lochneska“ je tvofen kruhovym diskem o poloméru R, v jehoZ st¥edu je upevn&n basketbalovy ko¥ a na obvodu
jsou rozmist&ny sedatky pro hrife. Hra¢ dokdZe hodit mi& rychlosti o velikosti vg vzhledem k Zemi.

a) Jak musi hra& mi¥it, aby zaséhl ko8, je-li koloto& v klidu?
b) Jak musi hrad¢ mifit, aby zasahl koS, jestliZze se koloto& ota¢i konstantni tihlovou rychlosti o velikosti w? Jakou
podminku musi spliiovat zadané veli¢iny, aby mohl hra¢ ko% zasdhnout?

Predpokladejte, Ze rovina kolotole je vodorovna a odpor vzduchu proti pohybu mide lze zanedbat.

. Odvodte vztahy (6.99) a (6.100) geometricky.

Névod: Postupujte podobné jako v paragrafu 6.1 B) pfi odvozeni vztahti pro te¢né a normalové zrychleni. Uv&domte si,

Ze rychlost puku vzhledem k to¢né je ddna rozdilem rychlosti puku % a rychlosti daného bodu toény vzhledem k Zemi.
Vysvétlete rozdil mezi gravitaénim a tihovym zrychlenim.

Vypoététe thel, ktery v misté o zemépisné Sifce o svird vektor gravita¢niho a tihového zrych-
leni. Ve kterém misté nabyva tento thel maximalni hodnoty? Zemi povaZzujte za homogenni

kouli o poloméru R. (Zemépisnou Sifkou rozumime thel, ktery svird spojnice stfedu Zemé
a daného mista s rovinou rovniku.)

Reka na severni polokouli tede
a) od jihu k severu,
b) od vychodu na zapad.
Ktery z bfehti je vice vymilan? Zméni se odpovédi, teCe-li feka na jiZni polokouli? Lze souhlasit s tvrzenim, Ze vymilani

brehti zpisobuje Coriolisova sila?

. Z vysoké v&Ze volné pustime maly pfedmét. Kvalitativné popiste misto dopadu pfedmétu na Zemi vzhledem k pat& véze.

. Sférické kyvadlo je zav&Sené nad zemskym pdlem. Kvalitativné popiste jeho pohyb v nasledujicich p¥ipadech:

a) kyvadlo vychylime o thel 8y a uvolnime,
b) kyvadlu udélime v rovnovazné poloze rychlost o velikosti vo kolmou na smé&r napnutého vldkna.

Poznamka: Lze ukizat, Ze rovina malych kmitd matematického kyvadla se ve vztazné soustavé spojené se Zemi ota&i
konstantni ihlovou rychlosti o velikosti wz sin 3, kde wz je velikost ihlové rychlosti Zemé a £ je thel, ktery svira svisla
ptimka prochazejici danym mistem na Zemi s rovinou rovniku. Kyvadlo pohybujici se po takovou dobu, Ze se méritelns

projevi neinercidlnost vztaZné soustavy spojené se Zemi, nazyvame Foucaultovym kyvadlem*.

“Kyvadlo je pojmenovadno po francouzském fyzikovi Jeanu Bernardu Léonu Foucaultovi (1819 - 1868), ktery
pomoci n&j v roce 1851 zméfil Ghlovou rychlost zemské rotace. Pouzil kyvadla tvofeného kouli o hmotnosti 30 kg
zavéSené na ocelovém drité délky 67 m v budové pafiZzského Pantheonu.
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II. CAST

MECHANIKA TUHEHO TELESA






7. Kinematika tuhého télesa

Doposud jsme se zabyvali studiem pohybu hmotného bodu, a to jak z obecného hlediska (kapi-
toly 1., 2. a 3.), tak v né&kterych konkrétnich situacich (kapitoly 4. a 5.). Nahrazeni re4dlného télesa
modelem hmotného bodu je v8ak ¢asto prili§ hrubym zjednoduSenim skute¢nosti, nebot vede ke
ztraté informace o orientaci télesa vzhledem ke zvolené vztazné soustavé a o vzijemném pohybu
jeho Casti. Proto se v mechanice uplatfiuji i jiné modely, jejichZ volba se Fidi pozadavky dané ilohy.
Jde o soustavu hmotnych bodi a o kontinuum.

Soustava hmotnijch bodi (téleso s diskrétnim rozloZenim hmotnosti) je tvofena konednym poé-
tem objektd, z nichz kazdy povaZujeme za hmotny bod. RozloZeni hmotnosti v soustavé popisuje
v kazdém okamziku ¢ soubor veli¢in {m; (¢),7; (t)}, kde 7; (¢) jsou polohové vektory jednotlivych
hmotnych bodii a m; (t) jejich hmotnosti (obvykle plati m; (t) = konst.).

Kontinuum (téleso se spojitym rozloZenim hmotnosti) je tvofeno latkou spojité vyplihujici ¢ast
prostoru o objemu V(t). V kazdém okamziku t charakterizuje rozloZeni hmotnosti v kontinuu
hustota p (7, t), definovana jako funkce V() — R spojitd na V() C R3 skoro vude a uréujici
hmotnost libovolné objemové ¢asti AV () kontinua predpisem

m (AV(£)) = / o (7,8) V. (7.1)
AV ()

Dilezitym specidlnim pfipadem obou modeli je tuh€ téleso. Rozumime jim téleso, pro které
existuje vztazna soustava (s ortonormalni pravoto¢ivou bazi), v niZ je rozloZeni jeho hmotnosti ¢a-
sové neproménné. Zavedeni abstraktni predstavy tuhého télesa je motivovino zkuSenosti, Ze v fadé
bé&Znych &i prakticky dulezitych situaci nejsou deformace pohybujicich se téles pfili§ vyznamné.

7.1 Poloha tuhého télesa

Z geometrické predstavy je patrné, Ze k urceni polohy tuhého télesa ve zvolené vztazné soustavé
S = (0;é1,és,€3) stali zadat polohu tii jeho libovolnych bodd P, Q, R, které neleZi v pfimce
(obr. 7.1(a))!. Protoze je vzhledem k pfedpokladu tuhosti vzddlenost kazdjch dvou bodi t&lesa
Casové neproménnd, spliiuji souradnice bodt P, @}, R podminky

(mf - m?)z + (.’135 - x?)z + (£B3P — z?)2 = dP9 = konst., (7.2)
(m? - mf)z + (zg - m?)Q + (iL‘SQ - m;}f)? = d9F% = konst., (7.3)
(zf - m{z)z + (:1:5 - w?)z + (m? - w§)2 = dPR = konst. (7.4)

Pokud neni pohyb tuhého télesa omezen Zadnymi vnéjSimi vazebnimi podminkami, je vzhledem
k (7.2) — (7.4) z deviti soufadnic bodd P, @), R pouze Sest nezavislych. V takovém pripadé budeme
mluvit o nevdzaném tuhém télese (nebo také o tuhém télese nepodrobeném vazbdm)?.

1Vztazné soustava S = (O; €1, €2, €3) zpravidla byva laboratorni vztaznou soustavou a povaZuje se za soustavu
inercidlni. V literatufe se nékdy oznaluje jako soustava pevnd v prostoru.

2V literatufe se v této souvislosti n&kdy pouZiva terminu volné tuhé téleso. Zde je vak piivlastek ,volny“ rezer-
vovan pro objekty (hmotné body a télesa), které jsou zcela opro$tény od interakce s jinymi objekty.
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Obr. 7.1. Urleni polohy tuhého té&lesa ve zvolené vztazné soustavé: (a) prostfednictvim bodu P, Q, R,
(b) zavedenim vztaZné soustavy spojené s t&lesem

K zévéru, Ze tuhé téleso nepodrobené vazbdm m4 Sest stupii volnosti, lze dospét také alge-
braicky. P¥edpoklad tuhosti totiZ zarucuje existenci takové vztazné soustavy S' = (O';€1, €%, €%)
spojené s t&lesem, v niz je kazdy z jeho bodi trvale v klidu (obr. 7.1(b))3. Casové neproménnou
polohu bodu X tuhého télesa v soustavé S’ reprezentuje fddkovad matice

X' = (z;), kde i€ {1,2,3}, (7.5)
polohu téhoZ bodu v soustavé S v okamZiku ¢ reprezentuje matice
x(t) = (zi(t)) - (7.6)
Mezi témito maticemi plati vztah (oddil 2.2)
x(t) = x'A(t) + B(t) , resp. zi(t) =aj(t) 3:9 +b;(t), kde 1,5€{1,2,3}. (7.7)

Ortogonélni matice A(t) = (a;;(t)) je matici pfechodu od baze (€1, €2, €3) k bazi (€', €%, €3) v oka-
mziku ¢, ¥adkovou matici B (t) = (b;(t)) tvoii slozky vektoru b (t) = 00", vyjadiené v soustavé S.
Polohu tuhého télesa tedy v libovolném okamziku ¢ uréuje devét prvki matice A(t) a tii prvky
matice B(t). Mezi prvky matice A(t) v8ak plati relace ortogonality (2.18), a proto je poloha télesa
zaddna pouze Sesti nezdvislymi tdaji: tfemi prvky matice B(t) a tfemi dalsimi vhodné zvolenymi
parametry, které jsou funkcemi prvkl matice A(¢) (konkrétni vybér téchto parametrt se ¥idi poza-
davky dané ulohy).

7.2 Pohyb tuhého télesa — geometricky popis

V tomto oddile popiSeme pohyb tuhého télesa prostfednictvim nazornych geometrickych predstav.
Pohybem tuhého télesa budeme nazyvat dg&j, pfi némz se vzhledem ke zvolené vztazné soustavé S
méni poloha télesa. Pfemisténim tuhého télesa v intervalu [tq,t3] pak budeme rozumét pievedeni
télesa z podatedni polohy v okamziku #; do koncové polohy v okamZiku t2, a to bez ohledu na
konkrétni prib&h pohybu, ktery k uvaZované zméné vedl. Je zfejmé, %e kazdé premisténi tuhého
télesa lze realizovat nekone¢n& mnoha rtznymi pohyby.

Nejjednodussim typem pohybu tuhého télesa® je pohyb posuvny (translacni), pfi némz jsou
v kazdém okamZiku rychlosti viech bodd télesa stejné. Trajektorie jednotlivych bodd predstavuji

3Vaztazng soustava §' = (O';&},&%,&%) (jeji volba ziejmé neni jednoznaéna) se v literatuie nékdy oznaluje jako
soustava pevnd v télese.
*V dal$im textu jiz nebudeme explicitné zdiraziiovat, Ze pohyb tuhého télesa sledujeme ve vztazné soustavé S.
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shodné, av§ak vzdjemné posunuté kiivky. Pfemisténi tuhého télesa, které 1ze uskuteénit posuvnym
pohybem, nazveme posunutim (translaci).

Posunuti je jednoznaéné uréeno pocateéni polohou libovolného bodu té&lesa a vektorem b, o néjz
se tento bod posunul. Slozime-li v libovolném potradi posunuti uréenéd vektory ba l_—;, je vyslednym

piemisténim opét posunuti, charakterizované vektorem b + b.

Druhym specidlnim typem pohybu tuhého télesa je otdcivy (rotacni) pohyb nebo kratce jen
otaceni tuhého télesa, pii némz zlstava alespon jeden jeho bod v klidu. Trajektorie ostatnich bodf
lezi na kulovych plochach se spole¢nym stfedem v kterémkoli z nepohyblivych bodt. P¥itom mohou
nastat dva p¥ipady >:

e Otdceni télesa kolem pevné osy®, p¥i némz zlistava nepohybliva (pevna) pravé jedna p¥imka
(pfesnéji vSechny body télesa lezici v dané piimce). K podminkam (7.2) — (7.4) tak pfistupuji
tidaje o soufadnicich libovolného bodu osy a dale dva idaje uréujici smér osy ’. Téleso, které
se otaci kolem pevné osy, ma proto jeden stupen volnosti.

e Otdceni télesa kolem pevného bodu, pfi némz zistava nepohyblivy (pevny) pravé jeden bod.
K podminkdm (7.2) — (7.4) pfistupuji idaje o soufadnicich pevného bodu, a proto m4 nyni
tuhé téleso tIi stupné volnosti.

Premisténi tuhého télesa, které lze uskutecnit ota¢ivym pohybem, nazveme otocéenim (rotaci) kolem
peuvné osy, resp. kolem pevného bodu. Skladani otoceni ovSem neni, na rozdil od skladani posunuti,
obecné komutativni.

Tuto skute¢nost lze ilustrovat jednoduchym piikladem (napf. [3]). UvaZujme o desce lezici v roving Ozsz3

a ototme ji nejprve kolem osy z2 o thel § a potom o stejny thel kolem osy x3 (obr. 7.2 (a)). Zdmé&nou poradi

obou oto&eni (obr. 7.2 (b)) pfejde deska do jiné vysledné polohy neZ v predchozim p¥ipadé®.

(a)

(b)

Obr. 7.2. Skladani otoleni kolem os x5 a z3

Diilezitou obecnou vlastnost otoceni tuhého télesa vyjadiuje d’Alembertova—Eulerova véta:

Ke kazdé zméné polohy tuhého télesa s pevnym bodem existuje takovd osa
(prochdzejici timto bodem), Ze dané premisténi Ize uskutecnit otodenim télesa
kolem ni.

*Trivialni piipad, kdy téleso ziistava v klidu, neuvazujeme.
5V literatufe se tato osa ¢asto oznaluje jako osa pevnd v télese i v prostoru.
"Slozky jednotkového vektoru # = (v1, ve, v3), osy splituji vztah vf + v3 + v3 = 1, smér osy tedy uruji pouze

dva vhodné zvolené parametry.
8Ke stejnému zdvéru dospéjeme také zdménou poradi otodeni kolem dvou riiznych os (naptiklad zh, ) soustavy S’

spojené s deskou.
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Geometricky dikaz d’Alembertovy-Eulerovy véty je zaloZen na nizorné pfedstavé (napf. [3],
[26]). Necht P je pevny bod. Uvazme libovolné dva body @, R takové, ze P, Q, R nelezi v piimce,
a déle kulovou plochu se stiedem v bodé P a libovolnym polomérem. Prisecéiky pfimek PQ a PR
s kulovou plochou oznaéme po fadé Q a R. Osy moznych otoleni, ktera prevadgji bod @ z pocateéni
polohy do koncové polohy, leZi v roviné soumérnosti o4 tsecky uréené témito polohami a prochézeji
bodem P. Podobné definujeme rovinu oz pro bod R. Hledan4 osa otoceni je priise¢nici rovin oq
a 0. Uvedeny postup neni mozné pouzit v pfipadé, kdy roviny og a oz splyvaji. Osou otoceni
je potom priise¢nice roviny, v niz lezi bod P a po¢ateéni polohy bodi Q, R, s rovinou uréenou
bodem P a koncovymi polohami bodu Q, R.

Libovolné pfemisténi tuhého t&lesa, reprezentovaného body P, @ a R, vznika slozenim vhod-
ného posunuti a vhodného otoceni. Tato dil¢i pfemisténi obecné nejsou uréena jednoznacéné. Pro
zajisténi jednoznadnosti je nutno v t&lese predem zvolit referencni bod. Posunutim ptejde referenc¢ni
bod ze své ptivodni polohy do polohy koncové, pti nasledném otoceni kolem néj piejdou do prede-
psanych koncovych poloh také ostatni body télesa. Vektor uréujici provedené posunuti obecné zavisi
na volbé referenéniho bodu (pferusované vyznadené vektory na obr. 7.3), smér osy otoceni, jejiz
existenci zaru¢uje d’Alembertova-~Eulerova véta, a tihel otoceni jsou vSak jiz urCeny jednoznacné.
(Osy otoceni prochézejici body P, Q a R jsou priiseénicemi posunutych rovin PQR (teckované
obrysy trojthelnikti na obr. 7.3) s rovinou uréenou koncovymi polohami bodi P, @ a R (plné
vyznaceny trojuhelnik vpravo). Posunuté roviny PQR sviraji s rovinou koncovych poloh bodi P,
@ a R stejny thel.)

P
Obr. 7.3. K obecnému piemisténi tuhého télesa reprezentovaného body P, @ a R

Poradi posunuti a otoeni potfebného k pievedeni télesa do vysledné polohy lze zaménit. Zaména
neovlivni (pfi pevné volbé referenéniho bodu) vektor uréujici posunuti, vede vSak k rovnobéznému
posunuti osy otoceni do poc¢ate¢ni polohy referenéniho bodu. Osa otoceni mé tedy vzdy tutéz polohu
v soustavé S’, ale rtiznou polohu v soustavé S.

7.3 Pohyb tuhého télesa — algebraicky popis
Algebraicky popis pohybu tuhého télesa vychazi ze vztahu
x(t) = X'A(t) + B(¢t), (7.8)

kde x(t) a X' jsou matice tvofené soufadnicemi bodu X télesa v soustavé S spojené s pozorovatelem
a v soustavé S’ spojené s télesem, matice A(t) nese informaci o natodeni baze soustavy S’ vzhledem
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k bazi soustavy S a matice B(¢) urcuje polohu podatku soustavy S’ v soustavé S (srv. str. 64).
Pohyb tuhého télesa je tedy popsdn usporadanou dvojici matic

P(t) = [A(t) ,B(®)], (7.9)

kterd v kazdém okamZiku ¢ ur€uje polohu tuhého télesa v soustavé S. Posuvny pohyb, resp. otacivy
pohyb tuhého télesa kolem poéatku soustavy S’ pak popisuji uspofddané dvojice matic

T(t) = [A,B(t)], resp. R(¢) =[A(¢),B], (7.10)

kde A = konst. a B = konst.
Necht P(¢1) = [A(t1),B(t1)] a P(t2) = [A(t2),B(t2)] jsou polohy télesa v okamzicich t; a t,.
Spojenim vztaht
X(tl) = X,A(tl) + B(tl) y X(tz) = XIA(tQ) + B(tg) (711)

dostavame souvislost mezi souradnicemi bodu X télesa v okamZicich ¢; a ¢t v soustavé S
x(t2) = x(t1) AT (t1) A(t2) + B(t2) — B(t1) AT(t1) Alt2) = x(t1) Apy 12 + Bles ) (7.12)
kde jsme oznacili
At = A (t1) A(ts) (7.13)
Bius) = Blt2) = B(t) AT(t1) Alts). (7.14)

Uspoiadana dvojice ¢iselnych matic

P[tl,t2] = [A[tl,tz]’ B[tl,tz]} (7.15)

charakterizuje pfemisténi télesa v intervalu [t;,¢2]. Toto pFfemisténi je posunutim, pravé kdyz
A(ty) = A(t2), resp. otodenim kolem pocéatku soustavy S’, pravé kdyz B(t;) = B(ts), tj.

T o) = [E,B(t2) — B(t1)], resp. Ry, ) = [AT(tl) A (t2), B(t1) — B(t1) AT () A(tg)] , (7.16)
kde E je jednotkova matice tfetiho fadu.

Zapis (7.12) umoziuje interpretovat pfemisténi tuhého télesa z polohy P(¢1) do polohy P(t3)
jako afinni zobrazeni trojrozmérného prostoru do sebe, které pfifazuje poloham bodt v okamzZiku #;
polohy bodii v okamZiku . Matice tohoto zobrazeni jsou v soustavé S vyjadieny vztahy (7.13)
a (7.14). V8imnéme si mnoziny vSech premisténi tuhého télesa podrobnéji.

Uvazme dvé pfemisténi, kterd maji obecny zapis P = [A,B] a P = [A, B], tj. (srv. vatah (7.12))

xp = xA + B, xp = xA + B, (7.17)

kde x je matice puvodnich soufadnic bodu X v soustavé S a xp je matice soufadnic téhoZ bodu
v soustavé S po provedeni pfemisténi P. Analogicky vyznam mé matice x5. Pfemisténi chipand
jako zobrazeni lze obvyklym zpisobem skladat. Uzitim (7.17) tak vychazi

xpop = XAA + B + BA, Xpop = XAA + B + BA, (7.18)

resp. o _ _ _ _
PoP = [AA,B+BA], PoP = [AA,B +BA]. (7.19)

MnoZina vSech piemisténi tuhého télesa opatiend operaci sklddani tvofi grupu: asociativita skladani
pfemisténi se ovéfuje pfimym rozepsanim, neutralnim prvkem grupy je prvek

T =[E,0], (7.20)
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kde 0 je nulovd fddkov4 matice, a inverznim prvkem k P = [A, B] je prvek
Pl = [AT, —BAT] . (7.21)
Tato grupa neni podle vysledki (7.19) komutativni.

Ziskané obecné zavéry budeme nyni aplikovat na specidlni pripady sklddani pfemisténi, které
byly popsany v pfedchozim oddile:

o Slozeni dvou posunuti 7 = [E,B] a 7 = [E, B] (srv. vztah (7.16))
ToT=[EB+B]=[EB+B]=ToT (7.22)
je komutativni a vyslednym premisténim je opét posunuti.
e Slozeni dvou otoeni R = [A, By — BgA] a R = [A, By — BoA] s pevnym bodem, jehoZ soufad-
nice v soustavé S urcuje matice By (srv. vztah (7.16))
RoR = [AA,By — BoAA] # [AA, By — B)AA] =Ro R (7.23)

neni komutativni, vyslednym pfemisténim je vSak v obou pfipadech opét otoceni kolem uva-
zovaného pevného bodu.

e Slozeni posunuti 7" = [E, B] a otodeni R = [A, B]
RoT:[A,B-FBA];é[A,B-}—B]:To'R (7.24)
obecné neni komutativni.

e Necht 7 = [E, B, — By] je posunuti o vektor, jehoZ slozky v soustavé S reprezentuje matice
B = By—Bj, aRy = [A,B; — B1A], R = [A, B2 — B2A] jsou otoéeni s pevnymi body urcenymi
v soustavé S maticemi By, Bo. Plati

To Rl = [A, Bg - BlA] = R2 oT. (725)

Slozeni otoceni kolem bodu O’ a nasledného posunuti dava v souladu s geometrickou piedsta-
vou stejny vysledek jako sloZeni posunuti a nasledného otoéeni kolem bodu O’. Tuto vlastnost
ovSem nelze nazyvat komutativitou, protoze R; a Ry jsou dva rizné prvky grupy premisténi.

Pfemisténi tuhého télesa je nékdy vyhodné popisovat nasledujicim formélné odliSnym zpi-
sobem. UvaZzujme o riiznych polohadch P; = [A;,B;], kde i jsou celd nezdporné cisla, télesa ve
zvolené vztazné soustavé S = (O; €, €s, €3). Soustavu S’ spojenou s télesem, které je v poloze P;,
oznatme S}, jeji pocatek O} a bazi (€1, €%, €5);. Necht A; ; je matice pfechodu od baze (€, €, €3):
k bazi (&1,€%,€3);, B} ; je fddkovd matice slozek vektoru 0;0;, vyjadfenych v soustavé SiaX
je libovolny bod pevny v soustavé S. Mezi matici x; soufadnic bodu X v soustavé S; a matici xg
soufadnic bodu X v soustavé S; plati vztah

x; = xGA; i + Bi (7.26)

ktery umoziiuje charakterizovat pfemisténi télesa z polohy P; do polohy P; uspofddanou dvojici
matic
Pij = AL Bl (7.27)

Posunuti télesa, resp. otofeni télesa kolem bodu O; je potom
7;,]‘ = [E, B;,J] , resp. RZ,] = [A;,],O] . (728)

Pfemisténi tuhého t&lesa popsané vztahem (7.27) miiZeme opét interpretovat jako afinni zob-

razeni trojrozmérného prostoru do sebe. Jeho matice AQJ, Bg’j jsou vyjadieny v soustavé S;. Pro

slozeni dvou premisténi P; ; = [A;’j,Bg’j] aPjp = [A;’k,B;.’k] nyni plati
Pk o Pig = [AjxALs Bl + BjxAl,] . (7.29)
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7.4 Otodeni tuhého télesa

Algebraicky popis posunuti tuhého télesa je trividlni a nevyzaduje zvlaStni pozornost. Slozitéj-
$im problémem, kterého si vSimneme v tomto oddile, je otoCeni tuhého télesa. PouZijeme popisu
specifikovaného v ivodu oddilu 7.3.

Nejprve provedeme algebraicky dikaz d’Alembertovy—Eulerovy véty. Zabyvejme se proto otéz-
kou existence bodi, které po otoceni télesa nezménily v soustavé S svoji polohu. Bez jmy na
obecnosti pfitom mizeme pfedpoklddat, Ze soustavy S a S’ maji spoleény pocdatek v nekterém
z pevnych bodi a pred otoCenim télesa splyvaji. Otoceni je pak vyjddfeno vztahem

R =[A0], tj. x=xA. (7.30)

Vztah (7.30) umoziiuje interpretovat matici A jako matici linedrniho zobrazeni trojrozmérného vek-
torového prostoru do sebe (vyjadfenou v bazi (€1, €3,€3)), které pfifazuje vzortim 7' = (z, zh, z})
obrazy ¥ = (z1,Z2,3). Nasim tkolem je tedy Fesit problém vlastnich vektort a vlastnich hod-
not ortogonalniho linedrniho zobrazeni f: E3 — E3 trojrozmérného euklidovského vektorového
prostoru do sebe. Vyuzijeme nésledujicich vysledkt tykajicich se FeSeni obecného p¥ipadu ortogo-
nalniho linearniho zobrazeni f: E, — E, (napf. [20]):

(1) Vlastnimi hodnotami jsou pravé reilné koreny charakteristického polynomu det (A — \E) (cha-
rakteristické koreny).

(2) Pro vSechny charakteristické koreny, a tedy i pro vlastni hodnoty, plati |\| = 1.

(3) Vsechny vlastni vektory prislusné k-ndsobné vlastni hodnoté tvori vektorovy podprostor di-
menze k v Ej.

(4) Dva libovolné zvolené viastni vektory prislusné dvéma riznym vlastnim hodnotdm jsou line-
arné nezavislé.

Pro ptipad n = 3 tak dostdvame (s uvdZenim skutenosti, Ze A reprezentuje linedrni zobrazeni f
v ortonormalni pravotocivé bazi, tj. det A = 1) tyto moZnosti:

a) A\ = A2 = A3 = 1, kazdy vektor @ € E3 je vlastnim vektorem zobrazeni f. (Zobrazeni f je

identita.)
b) A1 =1, A2 = A3 = —1, vlastni hodnoté A; = 1 prislud{ jednorozmérny vektorovy podprostor
v E3, dvojndsobné vlastni hodnoté Ay = A3 = —1 jeho (dvojrozmérny) ortogonalni doplnék.

c) A1 = 1, zbyvajici kofeny charakteristického polynomu jsou komplexné sdruzené, vlastni vek-
tory pfislu$né jediné vlastni hodnoté A\; = 1 tvori jednorozmérny podprostor v Eg.

Fyzikélni interpretace jednotlivych moZnosti je nasledujici:
a) téleso je po provedeni otoceni ve své pivodni poloze,

b) premisténi télesa je mozné uskutecnit otocenim kolem osy urcené vlastnim vektorem piislus-
nym vlastni hodnoté A; = 1 o dhel 7 (resp. —m),

c¢) premisténi télesa je mozné uskutecnit oto¢enim kolem osy urcené vlastnim vektorem pfislus-
nym vlastni hodnoté A\; = 1 o Ghel rizny od +.

KaZdou zménu polohy tuhého télesa s pevnym bodem lze tedy uskutecnit otofenim télesa kolem
primky, ktera je uréena pevnym bodem a libovolnym z vlastnich vektori pfislusnych vlastni hodnoté
A = 1. Tim je platnost d’Alembertovy-Eulerovy véty algebraicky dokazana.

Zavedme ortonormaélni pravotodivou bazi ( f_i, f;, fg,) tak, aby vektor f;; byl vlastnim vektorem
zobrazeni (7.30) pFislusnym vlastni hodnoté A = 1. Zobrazeni m4, v této bazi matici
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_ ann a2 0
A= QAQT = as ax 0 |, (731)
0 0 1

kde Q je matice pfechodu od baze (€1, €2, €3) k bazi ( ﬁ, fg, f;;) Protoze matice A je opét ortogonalni
a det A = 1, musi mit tvar
cosp sinp O
A=|—sing cosp 0 |. (7.32)
0 0 1
Hodnota thlu ¢ pfitom zdvisi vyhradné na daném linedrnim zobrazeni a nikoli na volbé vektorid
fi, ﬁ Skute¢né, zvolime-li vektory f{, f;, které jsou oproti ﬁ, f_é otodené o thel §, plati pro matici
zobrazeni vyjadfenou v bazi (f1, 3, f3)

A’ = TATY, (7.33)
kde
cosd sind 0
T=|—-sind cosé O (7.34)
0 0 1

je matice pfechodu od béze (f1, f2, f3) k bazi (], f1, f3). Nasobenim matic v (7.33) se snadno ovéii,
e A=Al

Vyjasnéme nyni souvislost mezi prvky matice A (vztah (7.30)) a parametry popisujicimi otoceni
kolem pevné osy, které prevadi téleso z predepsané pocateéni polohy do pfede;:sané koncové polohy.

Témito parametry jsou slozky jednotkového vektoru 7 = (vq,1p,13)g = f3, ktery urCuje smér
a orientaci osy?, a tihel otogeni . Podle (7.31) plati
A = QTAQ, (7.35)

kde matici Q = (f;;) tvofi slozky vektori fi = (fi1, fi2, fi3) s v bazi (€1, €2, €3). Piimym vypoctem
dost4vame s uvaZenim ortogonality matice Q vysledek (dodatek I.)1°

Vf(l——cos ©@)+cos @ vivz(1—cos p)+v3sin @ viva(l—cos p)—vz sing
A= viva(l—cos p)—v3 sin v2(1—cos p)+cos o vovz(l—cosp)+rising | . (7.36)
v1v3(1—cos p)+vy sing vov3(1—cos p)—v1 sin g vi(1—cosp)+cos
Zname-li naopak prvky matice A, miZeme uréit jednotkovy vektor 7 = (vq,19,v3), pfislusné
osy otoceni i odpovidajici tihel . Pfitom staéi uvazovat pouze o hodnotich ¢ € [0, 7], protoze
otodeni télesa kolem osy © o tihel ¢’ € (m,27] je totoZné s otodenim kolem osy 7' = —7 o tihel

@ =2m — ¢'. Uzitim (7.36) tak vychazi

(@11 + a2 +a33) — 1

a1 +ap+azz = 14+2cosp = = arccos 5 , (7.37)
ag3 —azy = 2vy8inp — v = GL;SE_I%’ (7.38)
a1 —a13 = 2ns8ing = vy = %1—3—, (7.39)
a12 —ag; = 2uv3s8ing =—> 3= a—gs—i_ﬁ%. (7.40)

®Protoze piedpokladame, Ze soustavy S a S’ piivodné splyvaji, jsou slozky vektoru # v obou téchto soustavach
stejné.
19K témuz vysledku lze dospét také jinym zpusobem, kterj vyuziva vektorového poétu (napt. [19]).
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Posledni trojice vztahi plati za pfedpokladu sing # 0, tj. pro ¢ # 0 a ¢ # 7. Pfipad ¢ = 0 je ale
trividlni, nebot A = E a vektor 7/ lze vybrat libovolné (k Zaddnému premisténi télesa nedoslo). Pro
( = 7 je potom

2w -1 2u 19 2v1v3
A= vy,  202-1 2503 (7.41)
2v1v3 2u913 21/32, -1
a odtud

+1
an = Wi-1 = 2= a—“2— (7.42)

1
4 = Wr-1 — = “—2%— (7.43)

1
a3 = Wi-1 = 2= a‘"‘—‘"’;— (7.44)

Znaménko vybrané slozky, napriklad v, miZeme po odmocnéni zvolit libovolné. Znaménka zbyva-
jicich dvou slozek v, a v3 jsou jiz predepsdna podminkami 2v1vy = aj2 a 2113 = a;3.

Prevedeni télesa z pocateéni polohy, kdy soustavy S a S (ve smyslu oznadeni zavedeného
v zavéru oddilu 7.3) splyvaji, do predepsané koncové polohy lze uskute¢nit napiiklad nasledujicim
zpusobem:

1. Téleso oto¢ime kolem osy z3 soustavy S = (O; z1, x2,x3) 0 jisty thel ¢ € [0,27). Soustava S,
tak piejde v soustavu S| = (O0; &1, €2, £€3) (obr. 7.4(a)).

2. Téleso otocime kolem osy &; soustavy S = (O;&1,£€2,&3) o jisty uhel 6 € [0, 7). Soustava S
tak piejde v soustavu S5 = (O;n1,m2,713) (obr. 7.4(b)).

3. Téleso oto¢ime kolem osy 73 soustavy S5 = (O;n1,72,73) o jisty dhel 1 € [0, 27). Soustava S
tak prejde v soustavu Sy = (O;z, 2, z5) (obr. 7.4(c)).

Libovolna poloha tuhého télesa v soustavé S je tedy jednozna¢né urcena FEulerovymi hly ¢ (ihel
precese), 0 (thel nutace) a 1 (ihel vlastni rotace). Prise¢nice rovin Ozizo a O'zizh se nazyva
uzlovou pFimkou. Eulerovy thly jsou vhodné zejména pro popis pohybu tézkého setrvacéniku (od-
dil 9.3) 11,

(a) (b) (©)

Obr. 7.4. K zavedeni Eulerovych thli

Pro algebraicky popis uvedeného sledu otoceni je vyhodné pouzit zptisobu zavedeného v zavéru
oddilu 7.3. Jednotliva otoceni jsou pak uréena maticemi

10 jinych moznostech popisu polohy tuhého télesa s pevnym bodem se lze informovat napf. v [8] nebo [26].
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1 0 0

IR 7 cos¢p sing O
Apy = |—sing cos¢ 0 |, l2=| 0 cosf sind |, (7.45)
0 0 1 0 —sinf cosé

cosyp siny 0
ha=|—sing cosyp O |. (7.46)

0 0 1

Matice vysledného otoceni je tedy
cos 1 cos ¢ — sin) cosfsin ¢ cos 1 sin ¢ + siny cosdcos ¢ sint sin 6
A= Alz,3A'1’2A6,1 = | —sint¢cos¢ — cosycosfsin¢ —sinysin¢ + cosy cosfcos ¢ cos Y sinf . (7.47)
sin @ sin ¢ —sinfcos ¢ cos f

St g Ay ool tngen s

oy

7.5 Okamzita osa otadeni

Kazdé otoceni tuhého t&lesa lze podle d’ Alembertovy-Eulerovy véty nahradit otoenim kolem pevné
08y, jejiz smér i pfislusny thel otoéeni jsme nalezli v pfedchozim oddile. Otadeni kolem takové osy
v8ak neodpovid4 skuteénému pohybu, jimZ téleso piechizi z poateéni polohy do polohy koncové.
Abychom vystihli skuteény pohyb té&lesa kolem pevného bodu pfesn&ji, rozdélime interval [0,t],
v némz doslo k pfemisténi, na diléi intervaly [0,%], [t1,%2], - .., [tn—1,t] a v kaZdém z nich nahra-
dime pohyb télesa otdfenim kolem jediné pevné osy. Pro rizné dil¢i intervaly obecné dostdvame
rizné poloZzené osy, které se protinaji v pevném bod8. Soubor téchto os predstavuje v soustavé S
i v soustavé S’ hrany jehlanu. Pohyb télesa lze tedy pfiblizné charakterizovat valenim jehlanu pevné
spojeného s télesem po jehlanu pevném v soustavé S. Skuteény pohyb télesa pfitom bude vystizen
tim lépe, éim jemnéji rozdélime interval [0, ¢]. V limitnim pfipadé, kdy délky v8ech dil¢ich intervald
konverguji k nule, pfechazeji oba jehlany v kuZely se spolenym vrcholem v pevném bodé. Otdceni
tuhého télesa je proto ddno valenim kuZele pevného v soustavé S’ (polodiovy kuZel) po kuzeli pev-
ném v soustavé S (herpolodiovyj kuZel). Spole¢na povrska obou kuzell tvofi v kaZdém okamZiku
osu otadeni pevnou v obou soustavach, okolo niz se t&leso oto&i o velmi maly (infinitezimdalni) Ghel.
Tuto osu nazyvame okamZitou osou otdcent.

UvaZme nyni otodeni té&lesa kolem dvou os, které jsou uréeny bodem O = O’ a jednotkovymi
vektory U = (v1, va, 13),, v = (i, i, 73) ¢, 0 velmi malé ihly Ap — 0, Ap — 0. Pfedpokladejme
opét, 7e soustavy S a S’ zpocatku splyvaji. Provedenim Taylorova rozvoje prvki matic (7.36)
jednotlivych otoceni a ponechanim nejvyse linedrnich ¢lent v Ay, resp. Ap dostavame

1 A(p V3 —Apry 1 Ap Dy —Apiy
A=1| -Apus 1 Ap g , A= —Apus 1 Apin . (7.48)
Apvy —Apury 1 Apy —Apiy 1

Postupnym provedenim obou otodeni vychézi bez ohledu na jejich pofadi matice vysledného otoceni
ve tvaru (srv. pfistup v zavéru oddilu 7.3)

_ ~ 1 Apvy + Apis —Apry — Apin B
AA=AA=| —Apuvs — Apis 1 Apuvi +Ap; | =A+A, (7.49)
Apve + Ap iy —Apv - Aph 1

kde jsme opé&t ponechali ¢leny nejvyse linedrni v Ay a A@. Sklddani velmi malych otoceni kolem
riiznobéznych os je tedy komutativni (srv. str. 65).



Predchozi postup zasluhuje ur€ité zpfesn&ni. Pfedpokladejme (op&t ve smyslu popisu v zévéru oddilu 7.3),
Ze soustavy S a Sj) zpotatku splyvaji. OtoZme nejprve téleso kolem osy urfené vektorem 7. Matice tohoto oto&eni

ma tvar
1 Apvs —Apy
A6,1 =A= —Aypvrs 1 Apun . (7‘50)
Ap v —Apu; 1

Otogenim piejde soustava S v soustavu S}, v ni% oznaéme slozky vektoru & jako
7= (o, 7, pg)s, ) (7.51)

Oznatme déle i fadkovou matici sloZek vektoru & v soustavd S = Sj a b! ¥adkovou matici slozek téhoz vektoru
v soustavé S]. Podle vysledkid oddilu 2.2 plati

ot = pAT, (7.52)
tj.
i = D4 Aebvs— Apbars, (7.53)
Py = —Apbivs+ i+ Aps, (7.54)
Dé = ALp vivg — A(ﬂ D vy + 3. (755)

Matice otoZeni t&lesa kolem osy urfené vektorem 7 o Ghel A@ m4 tedy (v soustavé S}) tvar

ApD} -ApD} 1 ApDs ~Ap s
Al, =1 -Apig 1 Appl | = -Apps 1 Appy | =A,  (7.56)
AP} ~Ag D) 1 Ay —Ap 1

nebot ponechdvame ¢leny nejvyse linedrni v Ay a A@ . Matice vysledného otoleni je potom

Al ,Ap =AA=A+A (7.57)

K témuz tvaru matice vysledného otoleni dospéjeme také zaménou potradi obou dil&ich otodeni.

Pro zménu polohy bodu X tuhého télesa vzhledem k soustavé S po provedeni jediného otodeni
dostavame uzitim (7.30) a (7.48) vztah

Ar=x—x =x"(A-E)=x (RiApv; + RoApvs + R3Aprs), (7.58)
kde
0 0 0 0 0 -1 0 1 0
Re=[0 0 1|, R=[0 0 0], R=|-1 0 o0]}. (7.59)
0 -1 0 1 0 O 0 0 O

Vidime, Ze otoCeni télesa kolem osy uréené bodem O = O' a vektorem 77 = (11, 1y, 13)4 0 velmi
maly thel Ay je mozné uskutecnit otofenim kolem osy z; o dhel Apwv;, kolem osy z2 o thel
Apuvy a kolem osy z3 o thel Apvs, a to v libovolném poradi. Matice R; se nazyva generdtorem
infinitezimdlniho otoceni kolem osy z; (napf. [25]).

Rychlost bodu X tuhého télesa vzhledem k soustavé S je potom

v =x (Riw; + Rows + R3ws), (7.60)

kde
b= ((4.)1,(.02,(4)3)5 = (pl7 (761)

je vektor okamzité uhlové rychlosti télesa vzhledem k soustavé S. Otaceni tuhého télesa kolem oka-
mZité osy otaGeni ihlovou rychlosti & lze tedy povazovat za soucasné probihajici otaceni (ve smyslu
nezévislosti na pofadi) kolem jednotlivych soufadnicovych os z; thlovymi rychlostmi

@ = ov; 8. (7.62)
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Vysledek (7.60) je uZziteéné porovnat s derivaci (7.30) podle ¢asu
v=x=xA. (7.63)
Pro matici A tak dostavame vztah

. 0 w3 —W2
A=Riwi+Rows+Ryws=|-w3 0 wi |, (7.64)
Wy —Wwh 0

ktery je ve shod& s obecnym zépisem (2.28) pro A (0) = E. Dusledkem (7.63) a (7.64) je pak zndmy
vzorec

T=&x 7, (7.65)

k nému? jsme v oddile 2.1 dospéli prostfednictvim nizorné geometrické predstavy.

Vysledky této kapitoly, prezentované v geometrické i algebraické podobé, vedou k nasledujicimu
dilezitému zavéru:

Obecny pohyb tuhého télesa je ddn slozenim soucasné probihajiciho pohybu zvoleného
referenéniho bodu'? a ot4deni télesa kolem néj. Vektor iihlové rychlosti télesa je na
volbé referenéniho bodu nezavisly.

12V této souvislosti se také nékdy mluvi o posuvném (translacnim) pohybu referenéniho bodu.
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8. Dynamika tuhého télesa

Zavéry vyvozené v predchozi kapitole platily zcela obecné, bez ohledu na zvoleny model tuhého
télesa. Nyni pfistoupime k formulaci pojmi a zdkont dynamiky, v niZ je naopak zpiisob rozloZeni
hmotnosti v télese podstatny. Pro prehlednost matematickych zapist veli¢in a vztaht mezi nimi
zde povedeme hlavni linii vykladu pro tuhé téleso s diskrétnim rozloZenim hmotnosti (nebo také
tuhou soustavu hmotniych bodi). Vysledky, k nimZ dospéjeme, budou zdménou

S omiX; /deV, (8.1)

kde X zastupuje vektorovou, resp. skalarni funkci kinematickych veli¢in, platné také pro tuhé téleso
se spojitym rozloZenim hmotnosti (neboli tuhé kontinuum).

8.1 Pohybové rovnice tuhého télesa

V zékladnim kurzu mechaniky (napf. [9], [11], [17]) se z Newtonovych zdkonti odvozuje pruni a druhd
impulzovd véta pro soustavu n hmotnych bodu, sledovanou ve zvolené (zpravidla inerciélni) vztazné
soustavé S = (0; €1, €3, €3). Tyto véty maji tvar

dp 5 dL -
— = F — =M
: T (82)
kde
n n
ﬁzz—;zzmzﬁz (8 3)
=1 =1

je celkovd hybnost soustavy,

je celkovy moment hybnosti soustavy,

kde F, je vyslednice vnéjsich (externich) sil pisobicich na i-ty hmotny bod?, a

W= s =

i=1 ]

(Fi X 131) . (8.6)

n n
=1

-

Velidina ﬁ, resp. M je tedy vyslednici vnéjsich sil, resp. vyslednym momentem vnéjsich sil ptsobi-
cich na soustavu.

K popisu pohybu soustavy hmotnych bodt jako celku je uzitetné definovat pojem stred hmot-
nosti soustavy jako geometricky bod o polohovém vektoru

>omyT; YomTy
=1 i=1

2 = : (8.7)
2 mi m

!P¥ipomenime, Ze pokud je soustava S neinercidlni, musime k vn&j$im redlnym sildim pfipoéist také piisluiné
fiktivni sily.
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kde .
m=Y m; (8.8)
=1

je celkovd hmotnost soustavy. Prvni impulzovou v&tu lze potom pfepsat do prakticky vyhodnéjsiho
tvaru i
Do 0
—=F 8.9
7, (5.9
ktery formalné odpovid4d druhému Newtonovu zédkonu pro hmotny bod o hmotnosti m a polohovém
vektoru 7y. Zavedme dale vztaznou soustavu Sp, kterd ma pocatek ve stfedu hmotnosti soustavy
hmotnych bodd a kterd se vzhledem k soustavé S neotadi (tzv. soustave stfedu hmotnosti). V sou-
stavé Sy m4 — bez ohledu na jeji pfipadnou neinercidlnost — druh4 impulzové véta tvar (odvozeni
je provedeno v oddile 10.1 B))
dLy -
— = M, 8.10
dt 0 ( )
kde Lo je celkovy moment hybnosti soustavy hmotnych bodid v soustavé Sy a M, je vysledny
moment vnéjsich sil F; vzhledem ke stfedu hmotnosti.

Vztahy (8.2) — (8.10) plati pro jakoukoli (ne tedy nutné tuhou) soustavu hmotnych bodi. Nyni
k nim pfipojime pfedpoklad tuhosti a pro jednoduchost vyjadfovani budeme dale mluvit o (tuhém)
télese.

V pripadé obecného pohybu tuhého télesa, podrobeného danému silovému pisobeni {F‘i,f'i},
je vyhodné zvolit za referenéni bod stfed hmotnosti. Zavislost jeho polohového vektoru na case
(tj. jeho trajektorii) uréime feSenim rovnice (8.9). K nalezeni tihlové rychlosti otacivého pohybu
télesa kolem stfedu hmotnosti pak pouZijeme rovnice (8.10), do niZz dosadime vztah

T; =Ty + @ x (F; — 7o) = 7o + @ x (7 — 7p) - (8.11)
Dostaneme
d & . n .
5 2 [Foxma (fo+ & x (7 - 7)) | = Y (73 - 70) x i (8.12)
=1 i=1

Abychom uréili okamZitou orientaci tuhého t&lesa v soustavé S, vyjadiime souvislost mezi slozkami
tihlové rychlosti télesa & = (w1, wz,ws), a Eulerovymi hly ¢, 6 a 1. Otaceni tuhého télesa kolem
okamzité osy otdfeni miizeme povazovat za soucasné pI‘Oblh&_]lCl otaceni kolem osy 3 uhlovou
rychlosti ¢, kolem uzlové p¥imky thlovou rychlosti 6 a kolem osy z thlovou rychlosti 1. Zavedeme-li
jednotkovy vektor @ uzlové p¥imky tak, aby byla baze (€3,€%,4) pravotodiva, mizeme psat?

G =&t +0d+ pés. (8.13)

ProtoZe slozky vektoru €% odpovidaji prvkim tfetiho fadku matice (7.47), tj

€% = sinfsin ¢ &) — sinf cos ¢ € + cos b €3, (8.14)
a podle obr. 7.4 plati
i = cos¢ € + sin¢ ey, (8.15)
dostavame
= (1/) sin@sin ¢ + 6 cos d)) €1+ (—w sinf cos ¢ + ésinqﬁ) €9 + (w cos 0 + qS) €3 (8.16)

%V oddile 7.5 byl feSen pfipad postupnych otogeni tuhého t&lesa kolem dvou riiznobé&Znych os, které byly v sou-
stavé S pevné. Ziskany zavér o nezévislosti pofadi jednotlivych otoleni vSak plati i tehdy, kdyZ osy otéfeni méni
v soustavé S svoji polohu (napfiklad pravé uvaZzovan4 situace). Lze se o tom presvédcit pfimym vypoltem matic
vysledného otoleni, v nichZ ponechdme nejvyse linearni ¢leny obsahujici pfisluiné ihly otoleni.
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a odtud

wi = sinfsing+ 0cos e, (8.17)
wy = —1)sinfcos ¢+ Osin g, (8.18)
w3 = cosh+ ¢ (8.19)

Vztahy (8.17) - (8.19) jsou znadmy jako Eulerovy kinematické rovnice. Impulzové véty (8.9) a (8.10),
resp. (8.12) tedy predstavuji spolu s Eulerovymi kinematickymi rovnicemi obecny tvar pohybovych
rovnic tuhého té&lesa (s diskrétnim rozloZenim hmotnosti).

Pokud na téleso (ne nutn& tuhé) pohli¥ime jako na kontinuum, musime krom& vyslednych vn&jsich sil F;,
které plisobi v n konkrétnich bodech té&lesa, uvaZzit také vyslednou hustotu vnéjsich objemovijch sil fpﬁsobicich
v daném bodé& télesa a vyslednou hustotu plosnyjch sil G piisobicich v daném bod& povrchu té&lesa. Tyto veli&iny
urtuji vyslednou vné&jsi objemovou silu pisobici na objemovou &ast AV télesa, resp. vyslednou vné&jsi povrchovou
silu plisobici na povrchovou &ast AS télesa vztahy

F(AV) = / fdv,  resp. F(AS) = / &dS. (8.20)
AV AS
Impulzové véty potom maji tvar 3
%ﬂ—’ =F a % =M, (8.21)
kde
() = / o (7, t) (7, 1) dV, Lty = / p[F x p(F,t) 7 (7, 1)]dV (8.22)
V(t) V(t)
a n n
F:/de+/5dS+Zﬁi, M= (Fxf)dV+/(”xE)dS+ZFixFi. (8.23)
v s =1 v S i=1

Ve vztazich (8.22) jsme pfitom explicitng zddraznili skute€nost, Ze hustota p (7,t) i rychlost ¥ (7,t) zavisi nejen

na poloze daného bodu télesa v soustav& S, ale stejn& jako integragni oblast také na &ase.

Po obecné formulovanych zavérech si vSimneme dvou dileZitych specidlnich typt pohybu tuhého
télesa: otaceni kolem pevné osy a otdceni kolem pevného bodu.

8.2 Otaceni tuhého télesa kolem pevné osy

Pri studiu otaceni tuhého télesa kolem pevné osy je vhodné zvolit za referenéni bod a soudasné
za spole¢ny pocatek soustav S a S’ libovolny z bodi osy. Soufadnice takového referenéniho bodu
jsou trvale rovny nule. K popisu pohybu télesa (vzhledem k soustavé S) tedy staci vyjadrit z druhé
impulzové véty zavislost vektoru Ghlové rychlosti télesa na ¢ase, tj. najit funkci o ().

Polohu télesa nyni uréuje jediny parametr, kterym je Ghel otoceni ¢(¢) kolem pevné osy, orien-
tované jednotkovym vektorem . Tento tihel souvisi s ihlovou rychlosti vztahem

& (t) = o(t) 7. (8.24)

Nalezneme-li odtud na zakladé znalosti & (t) zavislost ¢(t), vyjaddfime pomoci matice (7.36) jiz
snadno vztahy mezi soufadnicemi bodi télesa v soustavé S’ a v soustavé S, tj. informaci o poloze
télesa v soustavé S.

Ke stanoveni ihlové rychlosti potfebujeme vyjadrit celkovy moment hybnosti télesa. Dosazenim

za rychlost vybraného bodu
Uy =@ X Tj, (8.25)
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zapsanim polohového vektoru 7; tohoto bodu jako souctu priméti do sméru osy otaceni a do roviny
kolmé k ose otaceni (obr. 8.1)

— —

T3 = Ty + T5L (8.26)
a uplatnénim identity A x (E X 6_“) = (Eﬁ)g - (/TB‘)C_" dostavame

n n n n
L= Yomxpi= Y fixmds=Yomiffix (3 x 7)) = 3o ms[(F +7i0) x (@ x 7)) =
=1 =1 i=1 i=1
n n . .
= Zmirﬁtﬁ - Zmz ('!-‘;”u_}) 'ﬁu_ = L“ + LJ_, (827)
kde
- n o n
Ly =Y mirf @, Li=-> m; (&)L (8.28)

(2
jsou priméty celkového momentu hybnosti télesa do sméru osy otifeni a do roviny kolmé k ose
otaceni.

osa otaceni

Obr. 8.1. K otadeni tuhého télesa kolem pevné osy

Podle druhé impulzové véty potom plati

dE” _ - d.z:_]_ _ -
@ M & Mo

kde M” a M, jsou priméty vysledného momentu vné&jsich sil do sméru osy otaceni a do roviny
kolmé k ose otacCeni. Prvni z rovnic (8.29) slouZi k nalezeni hlové rychlosti télesa, druhd rovnice
pak umoZiiuje stanovit momenty sil, jimiz otcejici se t&leso pisobi na osu (k tomuto problému se
vratime v oddile 8.4). Pohybovd rovnice otdcivého pohybu tuhého télesa kolem pevné osy ma tedy
tvar

(8.29)

dL, d& -
— =J—=M, 8.30
dt dt " (8:30)
kde veli¢inu n
J = mei, (8.31)
=1

charakterizujici rozloZeni hmotnosti télesa vzhledem k dané ose, nazyviame momentem setrvacnosti
télesa vzhledem k ose otdceni.
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PrestoZe je formulace dosavadnich zdvérd jednodu33i a prehledn&jsi pro model soustavy hmotnych bodd,
n&které konkrétni vypolty (napiiklad vypoet momentu setrvatnosti) je vyhodn&jsi provddét pro model kontinua.
Pro bé&Zna té&lesa, kterd zde mame na mysli pfedev3im, totiz model kontinua poskytuje v&tsi matematické pohodli,
nebot seditani veli€in pfes velké mnozZstvi hmotnych bod nahrazuje snéze proveditelnou integraci. Moment
setrvagnosti téles tedy zpravidla poéitdme podle vztahu

J= /p ridv. (8.32)

14

Z pohybové rovnice (8.30) je ve shodé s o¢ekdvanim patrné, Ze na zméné velikosti (thlové rych-
losti tuhého télesa se mohou podilet pouze priméty vnéjsich sil do sméru tecen ke kruznicovym
trajektoriim jednotlivych bodd. Vysledny moment ]\2,, téchto priméti je nezavisly na konkrétnim
umisténi referenéniho bodu na ose otaceni, a proto se nazyva momentem vnéjsich sil vzhledem k ose
otdcent.

Prostfednictvim momentu setrvacnosti se vyjadfuje také kinetickd energie télesa jako

]. I 2 ]. i - \2 1 = 2 1 2
= vf = "Zmi (@ x ) = §Zmi (wrig )" = §Jw . (8.33)
i=1 =1 =1

Pohybovou rovnici (8.30) 1ze odvodit také na zaklad& skuteCnosti, Ze tasovd zmé&na kinetické energie t&lesa
je rovna vykonu vnéjsich sil, tj.

n " n

dE . dg oy Do~ = (L T

-Eti =Jw~a?: E Fiv; = E Fi(@x7)= E w(ri X ,‘) =M =dM,. (8.34)
i=1 i=1 i=1

Odtud dostéavame 43 4@
w — W -

(7% _ w1 ) = J— = M, 8.3
w( dt ") a ! (8.35)

nebot vektory vystupujici v levém vztahu jsou vzdjemné rovnobé&iné (maji smér osy otadeni) a vztah plati pro

libovolné &.

8.3 Otaéeni tuhého télesa kolem pevného bodu. Tenzor setrvaénosti

K popisu otééeni tuhého télesa kolem pevného bodu je pfirozené zvolit pevny bod za bod referenéni
a soucasné za spoletny pocatek soustav S a S’. Pohyb tuhého télesa je pak urcen jedinou vektorovou
funkei & (t). K jejimu nalezeni slouzi druha impulzova véta.

Téleso s pravé jednim pevnym bodem ma tii stupné volnosti. Za parametry popisujici jeho
polohu miizeme zvolit napiiklad Eulerovy uhly ¢, 6 a 1, které ziskdme na zakladé znalosti slozek
vektoru @ (t) FeSenim Eulerovych kinematickych rovnic.

V predchozim oddile charakterizoval rozloZzeni hmotnosti tuhého télesa vzhledem k pevné ose
Casové neproménny moment setrvacnosti. Nyni jsme ve sloZité&jsi situaci, nebot pevnym bodem
muiZze prochizet nekoneéné mnoho os otaeni (srv. oddil 7.5). RozloZeni hmotnosti tuhého té&lesa
vzhledem k pevnému bodu proto bude nutné popsat obecnéjsim zpisobem: jistym souborem veli¢in,
z nichZ bude moZné vyjadfit moment setrvacnosti télesa vzhledem k libovolné ose obsahujici pevny
bod.

K nalezeni takového souboru veli¢in opé€t pouzijeme vztahu pro celkovy moment hybnosti télesa.
Pro piehlednost nasledujicich zapisi pfitom zjednoduSime dosavadni zptsob oznaleni tak, ze jiz
nebudeme explicitné vypisovat sumacni indexy ; veli¢in m; a X;. Provedeme tedy zaménu

n
YomiXi — ) mX. (8.36)
=1
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Indexy ;, j, x budeme v dal$im vyhradné pouZivat k rozliSeni slozek vektori, slozek tenzort a prvki
matic. Pro celkovy moment hybnosti potom vychazi (srv. postup v (8.27))

L=Y""xp=)"xmi=Y m[Fx (@xM] =Y m[Fd— (Fo)F]. (8.37)

Rozepsanim tohoto vztahu do sloZek dostavame

L= Zm [(mkxk) w; — ($jwj) Iz] = Z m [(Eka:kaijwj - xixjwj] = Jijwj, (8.38)
kde jsme oznadili
Jij = Y m (zxzpbi; — Tix;5) , (8.39)
tj.
Ju = Zm ("E% + "Eg) ) Jiz = — Zmﬂnwz = Ja1, (8.40)
Jn = Zm (3"% + z%) , Joz = — chﬂ2ﬂ73 = J32, (8.41)
Jig = Y om (‘E% + a:%) , Jiz =— Y maiz3 = Ja . (8.42)

ProtoZe se poloha tuhého télesa v soustavé S obecné méni, je soubor veli¢in (J;;)s zavisly na ase.
Vyjadfime-li vSak slozky vSech vektorti vystupujicich v (8.37) v soustavé ', jsou jiz veli¢iny

Ty =3 m (shaidi; — oiaf) (8.43)

neproménné a soubor (J;;)s tak poskytuje hledanou informaci o rozlozeni hmotnosti t€lesa vzhle-
dem k pevnému bodu. Tato informace je pfitom vdzana na soustavu S’.

Vgimnéme si souvislosti mezi veli¢inami J;; a Jj;, vyjiddfenymi v soustavich S a S’ se spole¢-
nym pocatkem v pevném bodé télesa. Transformaci soufadnic z; = a]-ia;g- dostédvame s uvaZenim
ortogonality matice A

I, AN
Jij = Zm (zrzKbij — Tixj5) = Zm (alkapka:lzp(iij - amianj:vmxn) =

W o 1t roory
= Z m (6lpa:la:p6ij - amianj:z:mmn) = Z m (21210ij — AmiGnjTmT,) =

I

[N ! ! ! 1 ! ! _
Z M (Z]T10miCmj — GmiGnjTimTy) = Zm (Z)2]GmiGnjOmn — OmiGnjTrTy) =

= Qmiln; Z m (Z1T10mn — Ty Th) = AmiGnjJymn- (8.44)

Je vidét, Ze soubor velicin (Ji;)s, resp. (J};)s je symetrickym tenzorem druhého fédu. Nazjvame
jej tenzorem momentu setrvacénosti tuhého télesa v dan€ vztainé soustavé nebo kratce jen tenzorem

setrvacénosti. Usporadanim soubort (Jj5)s, (J7,;)s do matic

Ju Jiz Jis n Ji2 Jis
J=| Jau Jo Joz |, Y=\ Jby Ty T (8.45)
J31 Jz2 J33 J5 Jio Jas

dostavame vysledek (8.44) ve tvaru
J=ATJA, resp. J =AJAT (8.46)
Slozky J;; tenzoru setrvagnosti maji s pfihlédnutim k (8.31) vyznam momenti setrvacnosti télesa
vzhledem k soufadnicovym osdm z. Zbyva ukizat, Ze soubor (J};)s umozije vyjadrit moment

setrvalnosti télesa vzhledem k libovolné jiné ose, ktera prochizi pevnym bodem. Necht tuto osu
uruje jednotkovy vektor 7 = (vf,v},v4) . Zavedme pomocnou vztaznou soustavu S’ spojenou
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s télesem tak, Ze jeji poCatek splyva s poéitkem soustavy S’ a vektor 7 je v poradi tfeti z jejich
bazovych vektorti. Pro hledany moment setrvacnosti potom podle (8.46) plati

J = J43 = agpanJy, = Jyviv, (8.47)
kde A je matice prechodu od baze soustavy S’ k bazi soustavy S'.

Pokud m4 osa otadeni v soustavé S’ zcela obecnou polohu, spojime s t&lesem novou vzta?nou soustavu S’
s potatkem v n&kterém z bodl osy. Hledany moment setrva¢nosti vzhledem k dané ose uréime p¥imym vypo&tem
souboru (J;;.)su a aplikaci vztahu (8.47). Ke zjist&ni sloZek J,’; Ize v8ak také pouZit Steinerovy véty

T = a0,,;00,; 75, +m (bo, bo, dij — bo,bo; ) , (8.48)

kde J(I)ij jsou slozky tenzoru setrvalnosti v libovolné vztazné soustavé Sj spojené s t&lesem, jejiz polatek je

totozny s jeho stfedem hmotnosti, Ag je matice pfechodu od baze soustavy S’ k béazi soustavy Sj a Bo je matice
urfend soufadnicemi polatku soustavy Sy v soustavé S”. Diikaz Steinerovy véty spolivd v pfimém dosazeni
transformagnich vztahti 2 = ao;; o, + bo; do defini¢niho vztahu pro vypolet sloZek J’ a v tipravé.

Znalost sloZek J(/),',- tenzoru setrvatnosti v jisté vztazné soustavé S spojené s t€lesem, jejiZz potatek splyva
s jeho stfedem hmotnosti, tedy dovoluje uZitim Steinerovy vty vyjadfit slozky tenzoru setrvaénosti v kterékoli

jiné vztaZné soustav€ a tim i moment setrvanosti télesa vzhledem k libovolné ose.

Prostfednictvim slozek tenzoru setrva¢nosti se vyjadfuje také kinetickd energie télesa s pev-
nym bodem. Uplatnénim identity (A x B) (c x D) - (Ac) (B’ﬁ) - (fff)) (éé) tak dostévame
obecnéjsi podobu vztahu (8.33)

E, = %Zm02:%Zm(Qxf')2=%Zm[wzrz—(aﬁf-’)z] =

1 1
= -2— Z m (wiwixk:ck - wixiwja:j) = -2— z m (wiwj(sij.’lkak - wiwjxia:j) =

1

resp. .
Ex = §Ji’jw§w;-, (8.50)

kde wj, resp. w} jsou slozky vektoru & v soustavé S, resp. S'.

8.4 Vlastnosti tenzoru setrvacnosti. Volné osy

Vratme se ke vztahu (8.37) a vyjadreme slozky vSech vektort, které v ném vystupuji, v soustavé S’.
Dostavame
! ! /
Veli¢iny Jj; zde, na rozdil od slozek L; a w;, nezdviseji na Case. Zépis (8.51) tak umoziiuje inter-
pretovat matici J' jako matici linedrniho zobrazeni trojrozmérného vektorového prostoru do sebe,
které pfifazuje vzorim & = (wj, wy, wy)g obrazy L = (L7, L), L}). . Matice tohoto zobrazeni je
vyjadiena v bézi soustavy S'.
Je ziejmé, Ze v obecném piFipadé plati

L # konst. @, (8.52)

tj. vektor celkového momentu hybnosti tuhého télesa nemé smér okamzité osy otaceni. Polozme si
otazku, zda existuji takové vektory & (a jimi uréené osy otaleni), pro néZ je naopak

L = konst.&. (8.53)

Zabyvame se tedy problémem vlastnich vektori & a jim piislusnych vlastnich hodnot A (= konst.)
symetrického linedrniho zobrazeni f: E3 — E3 trojrozmérného euklidovského vektorového prosto-
ru do sebe. VyuZijeme nésledujicich vysledkl tykajicich se reSeni obecného pripadu symetrického
linedrniho zobrazeni f: E, — E, (napf. [20]):
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(1) VSechny koreny charakteristického polynomu det ()’ — AE) (charakteristické koreny) jsou re-
alné a jsou tedy vlastnimi hodnotami zobrazeni f.

(2) Vsechny vlastni vektory prislusné k—-ndsobné vlastni hodnoté tvori vektorovy podprostor di-
menze k v E,.

(3) Dva libovolné zvolené vlastni vektory prislusné dvéma riiznym vlastnim hodnotam jsou orto-
gonalni.

(4) Z vlastnich vektorii lze v E, zkonstruovat ortonormdlni bazi, v niZ je zobrazeni f reprezen-
tovdno diagondlni matici.

Pfedchozi zdvéry maji tuto fyzikalni interpretaci: existuje ortonormélni (pravotodivd) baze spojend
s télesem, v niZ ma tenzor setrva¢nosti diagonalni tvar

Ji, 0 0
Y= 0 J, o |. (8.54)
0 0 Ji

Veli¢iny Ji,, Jyy a Ji3 maji vyznam vlastnich hodnot zobrazeni{ (8.51) a nazyvaji se hlavnimi mo-
menty setrvacnosti. Osy uréené pevnym bodem télesa a vektory uvazované baze nazyvame hlavnims
osami setrvacnosti.

Volbou vektorti baze soustavy spojené s télesem ve sméru hlavnich os setrva¢nosti se zjednodu-
Suji drivéjsi obecné vztahy (8.47), (8.50) a (8.51) do tvari

1
Ey = 3 [J{1(WI1)2 + T (wh)? + Ji3 (w§)2] ) (8.56)

Ur&ovéni hlavnich os setrvagnosti spo¢iva v &asto i pracném hledéani vlastnich hodnot linedrniho
zobrazeni (8.51) a jim odpovidajicich vlastnich vektord. V p¥ipadech, kdy se rozloZeni hmotnosti
télesa vyznauje urditym druhem symetrie, vSak miZeme hlavni osy setrvacnosti stanovit i bez
vypoétu — u homogennich téles® pfimym zohlednénim geometrickjch vlastnosti télesa vzhledem
k pevnému bodu.

V literatufe se nékdy zavadi pojem elipsoid setrvacnosti (pro t&leso s pevnym bodem v po&itku soustavy S').

Rozumime jim mnoZinu bodd, jejich? soufadnice X = [z’l,x’g,z’a] oV soustavé S’ vyhovuji rovnici

Jale = 1. (8.58)

(Vzhledem k pozitivni definitnosti matice J/, plynouci z definice tenzoru setrva&nosti, je zfejmé, Ze kvadrika
(8.58) je skutetné elipsoidem, napf. [24].) Porovnanim této rovnice se vztahem (8.47), jehoZ obé& strany vydé&lime
veli¢inou J, dostdvame

! ' !
! "1 ' ) ’ V3
U U T N N (8.59)
YTVT VT T VI
Vybrany bod X = [z’l,z'z,zg] o elipsoidu setrvagnosti tedy lezi ve vzdéalenosti
=L (8.60)

od potatku soustavy S’, kde J je moment setrvatnosti t&lesa vzhledem k ose O’ X.
Volime-li specialng vektory baze soustavy S’ ve sméru hlavnich os, méa elipsoid setrva&nosti kanonicky tvar

Ti1(2h)® + J5a (2h) " + T (25)* = 1. (8.61)

Elipsoid setrvafnosti pro pevny bod, ktery je stfedem hmotnosti t&lesa, se nazyva centrdlnim elipsoidem setr-

vacénosti.

8Symetrie rozloZeni hmotnosti je u homogennich téles pfimo déna geometrickou symetrii.

82



Zbyvé objasnit vyznam obecné nenulovych slozek J;; tenzoru setrvatnosti pro ¢ # j (napf. [26]).
Zabyvejme se proto znovu otadcenim tuhého télesa kolem pevné osy. Bez ijmy na obecnosti pfitom
zvolme soustavy S a S’ tak, aby mély spoledny pocéatek a osa otaceni splyvala s osami z3 = 5.
Oznalme oddélené F' vyslednici vnéjsich sil, kterou na téleso ptlisobi osa otddeni, a F' vyslednici
ostatnich vn&jsich sil. Podobné oznatme M' vysledny moment vnéjsich sil (vzhledem k poéatku
soustavy S), jimiZz na téleso pusobi osa oticeni, a M" vysledny moment ostatnich vnéjsich sil.
Slozkovy zapis prvni impulzové véty ve tvaru (8.9) a obecné formulované druhé impulzové véty

vede ke vztahim

(8.62)

(8.63)

(8.64)
(8.65)
(8.66)

(8.67)
(8.68)

de,- d'UOi
Fvil — _dt_ _ FviII — m_&}_ _ FiII’
dL; d
Mi = =M= o (Jiwy) - M
Dosazenim & = (wq, w2, w3)g = (0,0,w)s, U9 =& X 7y a J33 = J = konst. dostdvdme po tpravich
F!' = —mzo,w? — mzo,w — FJ,
Fy = —mazo,w? +mzo,w— FJ,
R o= -,
M = Jiw+ Jizw— M,
M) = Jow+ Jozw— MY,
M = Jo— M

Soucasné ale plati

J’L]

d
= -3 meiwj = - Zmd’ixj - meiif =

= = m(ewrm) T — Y ma; (€jrpwptt) = i wi + €jkdit i

tedy
M;
M,
My

—Jazw? + Jizw — M{
J13 w2 + Jozw — M2H,
Jw — M3

(viz té% Eulerovy dynamické rovnice (8.88)).

Pongkud obtiZn&jsi je odvozeni vztahu (8.70) pro model tuhého kontinua, nebot

Jij = —/pzi:vj (\\%

v

(8.69)

(8.70)

(8.71)
(8.72)
(8.73)

(8.74)

a integra¥ni oblast V' je v soustavé S funkci asu. Predpoklad tuhosti v8ak dovoluje postupovat nésledujicim

zpisobem:

Jy =

v

v!

v \4

d d
——a/pxiacjde %

v!

d d d
- / E(Pakiazjz’kz;) dv’ = _/p_(E (ariayla)) AV’ = — /paz (2i3;)dV =
v

= €rdjwr + €ridiwg-

d
P Qi Q1j TH T Idet ATI dv’ = % /p ka2 dV’ =

v

v’

- /Piixj dav — /pxiijdV = —/P (espiwpmy) z;dV — /Pmi (Ejkzwkxz) dv =
v

\4
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Vztahy (8.64) — (8.66) a (8.71) — (8.73) umoziiuji spolu s rovnici (8.30) pfepsanou do tvaru
MY = Jo (8.76)

stanovit sily a momenty sil, jimiZ na téleso ptisobi osa otaeni a tim podle tietiho Newtonova
zékona také sily a momenty sil, jimiZ ptisobi téleso na osu. Kombinaci (8.73) a (8.76) tak napiiklad
ve shodé s ofekavanim ihned dostavame

M =o0. (8.77)

S_lpiky momenti sil M{, M; a stejné tak slozky sil F}, F3}, F3 jsou vSak obecné nenulové. Vektory
M'a F' pritom méni sviij smér, coz vede k opotiebeni loZisek osy. Proto byva snahou konstruovat
ot&civé Casti pristroju tak, aby byly uvedené sily i momenty sil co moZna nejmensi.
VSimnéme se nyni otaceni tuhého télesa, na néz kromé pevné osy neptisobi Zadné jiné okolni
objekty, tj.
F'=0, M"=0. (8.78)

Pozadujeme-li, aby vysledna sila F! byla rovn&? nulové, je soustava rovnic (8.64) — (8.65) pro
nezndmé zo,, o, homogenni. Vzhledem k tomu, %e obecné plati

2 .
—mw®  —mw
8.79
det ( mew __me ) 7& 07 ( )
mé tato soustava pouze trividlni feSeni
Zo, = Toy = 0, (880)
tj. osa otdcCeni prochdzi stfedem hmotnosti télesa. Podobné, pozadujeme-li M" = 0, dostavame
z (8.71) - (8.72) podminku
Jig = Jog = 0. (8.81)

Prostfednictvim (8.46) a uvaZenim, ze matice A reprezentujici oto¢eni télesa kolem pevné osy ma
tvar
cosp sing 0
A= | —sinp cosp O [, (8.82)
0 0 1

zjistime, Ze
J13 = J23 =0 A J{B = Jé3 = (. (8.83)
Zde je jiz patrny fyzikdlni vyznam slozek J;;, resp. J{j tenzoru setrvacnosti pro i # j: tyto slozky
uréuji momenty sil, jimiZ pisobi osa otd¢eni na t&leso, resp. téleso na osu otaceni. Nazyvaji se
deviaénimi momenty.
Osy otafeni, pro néz za predpokladu, Ze na téleso neptisobi Zadné dalsi objekty, plati

}:"'I:(_)" MI:G <~ Ty, = To, =0, J13=J23=0=J{3=Jé3, (8-84)

zachovéavaji v soustavé S svoji polohu, aniZ by musely byt fixovany vazbami. Takové osy se nazyvaji
volnymi osami. Pro otaleni t&lesa kolem volné osy z3 = z4 vychdzi uzitim (8.51) a (8.83)

L'=0, Ly=0 Li=Jw = L=Ja. (8.85)

Volnymi osami jsou tedy pravé hlavni osy setrvaénosti, které prochéazeji stfedem hmotnosti télesa.
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8.5 Eulerovy dynamické rovnice

Popis ota¢ivého pohybu tuhého télesa kolem pevného bodu vychazi z obecné formulované druhé
impulzové véty. Dosadime-li do ni L; = J;jw;, dostaneme

dL; _ d(Jijwj) : .
wr = —at = Jijw; + Jijw; = M;. (8.86)
Tento tvar rovnic pro nalezeni uhlové rychlosti télesa vSak neni prili§ vhodny. SloZky tenzoru
setrvacnosti J;; totiz zaviseji na okamzité poloze télesa v soustavé S a tuto polohu uréujeme pravé
prostiednictvim hledané veli¢iny & (t). Vyjadfeme proto druhou impulzovou vétu v soustavé S’
spojené s t&lesem, v niz jsou slozky tenzoru setrva¢nosti neproménné. Aplikaci (2.5) vychazi

L dL . - = .
=g Tex L=M, resp. L;+ejw;Li =M, (8.87)
Dosazenim L; = Jj;w; pak obdrzime Eulerovy dynamické rovnice
Tij; + €k Tpmwm = Mj (8.88)

pro slozky vektoru @hlové rychlosti & = (w}, wj, wy)y v soustavé S'. Pfevedeme-li pomoci matice
(7.47) do soustavy S’ také Eulerovy kinematické rovnice (8.17) — (8.19), dostaneme

Wi = fcostp + ¢psinysinb, (8.89)
wh = —Bsiny+ pcosysind, (8.90)
Wy = 9+ deosh. (8.91)

Vztahy (8.88) a (8.89) — (8.91) pfedstavuji obecné pohybové rovnice tuhého télesa, které se otadi
kolem pevného bodu. Ke zjisté€ni charakteru pohybu tuhého télesa vSak fasto vystadime pouze
s Eulerovymi dynamickymi rovnicemi (oddil 9.2). Pokud volime vektory baze soustavy S’ ve sméru
hlavnich os setrvacnosti, maji tyto rovnice jednoduchy tvar

T+ (Jgg — Jp) wowy = M, (8.92)
Jpa @y + (J11 — J33) wiws = M;, (8.93)
Tz s+ (Jpp — Ju) wiey = M. (8.94)
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9. Pohyb setrvaénika

V této kapitole budeme aplikovat dosavadni obecné zavéry na pohyb setrvacniki. Setrvacnikem
zde pfitom budeme rozumét tuhé téleso, které ma v laboratorni vztazné soustavé, povazované za
soustavu inercialni, fixovan pravé jeden bod .

Prvni kroky pfi feSeni pohybu setrva¢nikii vychizeji z ucebnic [8], [9], [17], [18] a [26]. Zde
je v8ak (pfedevsim v pfipadé tézkého symetrického setrvaéniku, oddil 9.3), zvolen odliny zpiisob
zpracovani, ktery pfistupy pouZité v literatufe sjednocuje.

9.1 Zakladni informace o setrvaénicich

Pohyb setrvaéniku budeme popisovat v laboratorni vztazné soustavé S = (O;z1,z2,3), jejiz po-
tatek ztotoznime s jeho pevnym bodem. VztaZnou soustavu S’ = (O'; ), 74, z) spojenou se setr-
vacnikem zavedeme tak, aby platilo O’ = O a jeji osy byly hlavnimi osami setrva¢nosti. Otaceni
setrvacniku kolem pevného bodu potom popisuji Eulerovy dynamické rovnice ve tvaru

Jiwr + (Jz3 — Jpp) wowy = M, (9.1)
Jppwy + (J1; — Ja3) wwy = M, (9.2)
Jazwy + (Jop — Jip) wiwy = M. (9.3)

Slozky uhlové rychlosti setrvaéniku jsou pfitom jako funkce Easové proménnych Eulerovych ahli,
urlujicich okamZitou polohu setrva¢niku v soustavé S, vyjadfeny prostfednictvim Eulerovych ki-
nematickych rovnic

W) = 6cosy+ Psinesinb, (9.4)
wh = —Bsint + cosysinb, (9.5)
wy = 1+ ¢cosh.

Soustavu rovnic (9.1) — (9.6) pro nezniamé funkce ¢(t), 6(t) a ¥(t) lze explicitné vyfeSit pouze
v nékterych specidlnich situacich. V ostatnich piipadech je nutné pfistoupit k FeSeni numerickému
a vysledky prezentovat bud v podobé grafi nebo ve formé modelovani pohybu setrvaéniku na
pocitadi (napf. [10], [22]).

Podle rozloZeni hmotnosti rozdélujeme setrvaéniky na asymetrické (hlavni momenty setrva¢nosti
jsou navzdjem rtizné), symetrické (pravé dva z hlavnich momenti setrvaénosti jsou stejné) a kulove
(hlavni momenty setrvaénosti jsou shodné) 2.

Setrva&niky, které se pouZivaji v praxi, pfipadng& jsou zndmé jako d&tské hratky, maji zpravidla tvar rota¢né
symetrickych téles, jejichZ pevny bod leZi na ose symetrie a moment setrva¢nosti vzhledem k této ose je vétsi
nez moment setrvalnosti vzhledem k osam k ni kolmym. V b&Zné mluvé se proto ,setrva¢énikem® rozumi pravé

takové t&leso. Ve zde zavedené terminologii v8ak jde o specidlni pfipad symetrického setrvagniku.

!Definice setrva¢niku neni v literatufe zcela jednotné. U&ebnice [3] napiiklad zavadi setrvaénik jako ,tuhé téleso,
které ma pevny bod, nebo jeho? ota&ivy pohyb lze vySetfit, aniZ bychom urdovali pohyb jeho referenéniho bodu®.
Takto zavedenému setrvaéniku pak vyhovuje i voln& pusténé tuhé t&leso, za jehoZ referenéni bod volime stfed hmot-
nosti. K vymezeni zdkladnich pravidel pro feSeni pohybu tuhého télesa s takovym vyzna¢nym bodem, Ze jeho pohyb
v dané vztazné soustavé miiZeme stanovit i bez znalosti (hlové rychlosti télesa, v8ak plné postacuje zde uvedend
jednodussi definice.

*Nézev kulovy setrvacnik vyjadfuje skute€nost, %e elipsoidem setrvacnosti télesa (str. 82) je kulova plocha. Kulovym
setrvainikem je tedy nejen homogenni koule, ale také nap¥iklad homogenni krychle s pevnym bodem v jejim stiedu
hmotnosti.
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Podle charakteru vnéjsiho silového ptisobeni pak zavaidime zv1aStni nézev jen pro bezmomentouvy
setrvacénik (vysledny moment vngjsich sil vzhledem k pevnému bodu je nulovy)?® a tézky setrvacnik
(kromé vazby v pevném bodé, ktery neni stfedem hmotnosti, ptisobi na setrva¢nik pouze homogenni
tthové pole Zemé). Zde se budeme zabyvat pravé témito setrvaéniky, protoZe zahrnuji obvyklé
pripady pohybu tuhého télesa s pevnym bodem.

ProtoZe vazebni sila piisobici v pevném bodé nekona praci, plati pro pohyb setrva¢niku zikon
zachovani mechanické energie (s uvaZenim (8.49) a (8.50))

]. ——
B = 5 [Ta(h)” + Toa(ut)” + Jig (w5)7] = miiro = honst., 0.7

kde 7 je polohovy vektor stfedu hmotnosti setrvaéniku v soustavé S, m je jeho hmotnost a hladinou
nulové tihové potencialni energie je vodorovna rovina prochézejici pevnym bodem. Zakon zachovani
mechanické energie je prvnim integralem pohybu setrva¢niku. Pokud jej chceme pouZit k rozieseni
pohybu setrvaéniku, musime k nému pripojit jeSté dalsi dvé nezavislé rovnice: vybereme je bud
z trojice Eulerovych dynamickych rovnic (9.1) — (9.3), pfipadné nalezneme dalsi integraly pohybu
setrva¢niku. Matematicky rozbor ukazuje, Ze feSeni pohybovych rovnic setrvaéniku lze analyticky
zapsat pouze pro nasledujici specidlni pfipady (napt. [12], [16], [26]):

e bezmomentovy setrva¢nik (Euleriv-Poinsotiv pripad?),

o t&7ky symetricky setrvacnik, pro néjz pii vhodném oznaleni os plati Jj; = Jyy # J43 a stfed
hmotnosti leZi na ose x4 (Lagrangetdv-Poissontv pripad®),

e t8zky symetricky setrvaénik, pro néjz pfi vhodném oznaeni os plati Jj; = Jb, = 2J}5 a stied
hmotnosti leZi v roving z§ = 0 (setrvacnik S. Kovalevské®).

V dalsim provedeme rozbor pouze prvnich dvou pfipadid, nebot se setrvaénikem S. Kovalevské
se b&Zné nesetkdvame (feSeni jeho pohybu je moZné najit napi. v [26]).

9.2 Bezmomentovy setrva¢nik

Typickym prikladem bezmomentového setrvacniku je tuhé téleso upevnéné ve stfedu hmotnosti
(naptiklad v Cardanové zavésu), na néZ kromé vazby pusobi pouze homogenni tihové pole Zems.
Protoze plati

M =0, (9.8)
vychdzi z druhé impulzové véty formulované ve vztazné soustavé S
L = konst. 9.9)
Zéakon zachovani mechanické energie
1
B = 5 [ (wh)” + Thp(wh)” + Jig (w5)°] = konst. (9.10)

proto mizeme doplnit dal§im integralem pohybu: kvadratem velikosti (celkového) momentu hyb-
nosti setrvacniku

2 _ 112 12 12 _ ()2 BAY N2
1 . .
L= L + L2 + Ly = ( 11 U)l) + (J22 CUQ) -+ (J33 Q)3) = konst (9 11)

VztaZnou soustavu S pfitom byva zvykem volit tak, aby vektor L = konst. lezel v ose x3.

3V literatufe se tento setrvaénik oznaduje také jako volng nebo bezsilovy.
*Leonhard Euler (1707 — 1783), $§vycarsky matematik, fyzik a astronom; Louis Poinsot (1777 — 1859), francouzsky

fyzik a matematik.
®Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), francouzsky matematik; Siméon Denis Poisson (1781 — 1840), francouzsky

matematik a fyzik.
5Sofja Vasiljevna Kovalevska (1850 — 1891), rusk matemati¢ka.
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Volbou L || €3 se vyznamné zjednodusi vztahy pro vypolet Eulerovych ahld jako funkei veli¢iny L. UZitim
vztahu L = L'A (oddil 2.2) a vyjadfeni matice A (7.47) nalezneme slozky vektoru L v soustavé S’

LY = Lsinysind, (9.12)
Ly, = Lcosysing, (9.13)
Ly = Lcosé. (9.14)
Dosadime-li vztahy (8.57)
Ly = Jjywy, Ly = J3puw5, Ly = J3aws

a za W}, wh a wy Bulerovy kinematické rovnice (9.4) — (9.6), dostaneme

Jhwi = Ji; (6cosy + dsinysind) = Lsinysing, (9.15)
Jhowh = Jjy (—Osing + dcosysing) = Leosisind, (9.16)
Jaawy = Jig (1,1) + dcos 9) = Lcosb. (9.17)

Uvedené obecné zavéry budeme nyni aplikovat na jednotlivé typy setrva¢niku: kulovy setrvac¢nik,
symetricky setrva¢nik a asymetricky setrvaénik.

A) Kulovy setrvaénik
Pro kulovy setrva¢nik dostdvdme dosazenim Jj; = Jb, = J43 do integrald pohybu (9.10) a (9.11)

E = %J{laﬁ, (9.18)

I = (Jhw)? (9.19)

0

Tyto integraly jsou spojeny vztahem L? = 2J!,F a nejsou tedy nezévislé. MiZeme z nich proto
vyjadrit pouze kvadrat velikosti iihlové rychlosti setrvaéniku jako

2F L \?
W= = (—,—) = konst. (9.20)
Jll 11

Druhou &ast tohoto vysledku lze ziskat rovnéz ze vztahu

L =J}, &= konst., (9.21)

ktery plyne z (8.57) a (9.9) a v ném¥ se neménnost vektoru L vztahuje k soustavé S. Odtud je
vidét, Ze v soustavé S jsou neménné také slozky vektoru thlové rychlosti. Zatim vSak nevime, jak
se slozky vektoru hlové rychlosti méni v soustavé S’ spojené se setrvaénikem.

K nalezeni w}, w) a wj pouZijeme napiiklad Eulerovych dynamickych rovnic (9.1) — (9.3), které
se redukuji do tvaru

wy = 0 = w=konst, (9.22)
wy = 0 = wh=konst., (9.23)
wy = 0 = wj=konst. (9.24)

Vektor ahlové rychlosti setrva¢niku & = (w, wh, wh)s a tim i vektor momentu hybnosti L = Jj; &
je tedy konstantni nejen v soustavé S, ale také v soustavé S’. Vyslovené zavéry jsou ve shodé
s oCekavanim, protoZe pro kulovy setrvaénik je libovolné osa otaceni hlavni osou setrvaénosti.

Z geometrické pfedstavy je ziejmé, Ze pohyb kulového setrvaéniku spocivd v otdceni os sou-
stavy S’ kolem vektoru L, resp. kolem osy x3 konstantni tthlovou rychlosti &.
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Geometrickou pfedstavu o pohybu setrvaéniku potvrdime vypo&tem Eulerovych Ghld (napf. [26]). Jejich po-
Cate¢ni hodnoty v Case t = 0 a jim odpovidajici rychlosti oznaéme ¢q, 8o, 1o, 4'50, éo a 1[:0. Z (9.17) vychézi pro
L#0

Jwh o wh
cosf = L3 = 3 — konst. = cosfy. (9.25)
w
(Pfipad L = 0 neuvaZujeme, nebot odpovida trvalému klidu setrvagniku.) Z (9.15) a (9.16) dostdvdme za pfed-
pokladu sin fg # 0

w’
tan ¢ = —,1 = konst. = tan . (9.26)
W
7 (9.15), resp. z (9.16) nakonec vychdzi
¢ = 'j,—=w=k0"st-=¢0 = ¢ = ¢ot+ ¢o. (9.27)
11

Konstantni slozky w, w} a wj thlové rychlosti setrvaniku miZeme v pfipadé potfeby vyjadrit prost¥ednictvim
Eulerovych kinematickych rovnic (9.4) - (9.6), do nich# dosadime hodnoty ¢, 80, o, do, 6o a V0.

Zbyva vyfesit situaci, kdy sinfp = 0, tj. o = 0 nebo 0y = 7. V takovych pfipadech neni definovana uzlova
pfimka. Polohu soustavy S’ vzhledem k soustavé S potom popisuje parametr (¢ + ), kde jeden z Ghli @, ¥ lze
zvolit libovolné&. PoloZime-li pro zajiténi jednoznatnosti naptiklad ¢ = 0, dostaneme uZitim (9.17)

. L . .
Y= iT =dw =konst. =¥ = Y =ot+ Yo, (9.28)
11

kde znaménko + odpovid4 situaci g = 0 a znaménko — situaci g = =.

B) Symetricky setrvaénik

Pro symetricky setrva¢nik zvolme osy vztaZné soustavy S’ tak, aby platilo

Jh = Jap # Jaz (9.29)
Integraly pohybu (9.10) a (9.11) maji nyni tvar
1 2 21 1 2
E = S0 (@)’ + )] + 5 J5a(wh)”, (9.30)
2 12 1\2 1\2 Y
L = JE () + (@h)?] + (Jaswh) (9.31)

a jsou nezavislé, nebot L2 = 2J}, E + (J3 — Jiy) J}3 (wh)?. Rozfedenim rovnic (9.30) a (9.31) vzhle-
dem k neznamym (w})? + (wh)? a (w})? vychdzi

N2 "2 2J4,FE — L2
wy)” + (w = = konst., 9.32
e = T (0.52)
L? - 2J\E
(wh)? = 271 = konst. (9.33)

Jés (Jéa - {1)
Odtud je zfejmé, Ze vektor thlové rychlosti setrva¢niku ma opét konstantni velikost, pfedposledni
vztah vSak pfipousti proménnost prvnich dvou sloZek w) a w). Vektor & se tedy v obou soustavach
S, S’ obecné mize ménit. Uvedeny zavér lze snadno ziskat také z Eulerovych dynamickych rovnic
(9.1) - (9.3) a vztahu (9.33).

K nalezeni zavislosti slozek w] a wh na ase pouzijeme prvnich dvou Eulerovych dynamickych
1 2
rovnic (9.1) a (9.2)

Tt + (Ja3 = Jin) whwy = 0, (9.34)
Jhwy + (I — Jag) wiws = 0, (9.35)
v nichZ podle (9.33), resp. (9.3) plati wj = konst. Zavedme proto oznaleni

! 1
J33 _ Jll

Q= 7 wj = konst. (9.36)
11
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Vynésobenim rovnice (9.35) imaginarni jednotkou 7 a pfi¢tenim k (9.34) ziskdme jedinou diferen-
cialni rovnici prvniho fadu .

E—iQe=0 (9.37)
pro neznamou § = wj + iwj. Jeji obecné FeSeni mé tvar

£ =Cexp(iQ't), (9.38)

kde C = A + iB je integra¢ni konstanta z oboru komplexnich ¢isel. UZitim Eulerovy identity
dostaneme po tpravé

wy = Acos(Q't) — Bsin(Q't) = Dcos (Q't+4), (9.39)
wh = Asin(Qt) + Bcos (t) = D sin ('t + ) (9.40)
a tedy (uzitim (8.57))
LY = J{;Dcos (2t +46), (9.41)
Ly = Jj{{Dsin(Q't+9), (9.42)
Iy = Jyuh (9.43)

kde realné konstanty A a B, resp. D a ¢ jsou uréeny po¢ateénimi podminkami setrvaéniku. Vhodnou
volbou téchto podminek (hodnoty wj, wh a wj v okamziku ¢ = 0) nebo parametri setrva¢niku
(J11, J33) plynou z dosavadnich vysledki nasledujici specidlni p¥ipady:

eProw; =0je Q =0, w) = A = konst. a wy = B = konst. Ze vztahi (8.57) plyne pfi
wy =0vztah L = J}, @, tj. @ || z3. Hlavni osa 4 je proto kolmé k z3 a osa z3 je tedy jednou
z hlavnich os setrvagnosti symetrického setrva¢niku, vypliujicich rovinu kolmou k z§. Setr-
vac¢nik se ot4¢f kolem hlavni osy, splyvajici s 3, jejiz konkrétni poloha v soustavé S’ je uréena
konstantami A, B (tj. po¢ateénimi podminkami setrvaéniku). Uhlov4 rychlost setrvalniku je
v soustavé S i v S’ konstantni.

e Pro w) (0) = wy(0) =0 je A =B =0, slozky w] a w) jsou tedy trvale nulové. Analogicky
jako v pfedchozim pfipadé dostaneme L = J§3 . Odtud z3 = z5. Setrvacénik se otaci kolem
hlavni osy 7}, ktera splyva s osou z3, ihlovou rychlosti konstantni v soustavé S iv S'.

e Pro Ji; = Ji3 (kulovy setrva¢nik) plati Q' = 0, wj = A = konst.,, wy = B = konst.,
w3 = konst. a L = Jj;&. Libovolna osa ot4ceni je hlavni osou a setrva¢nik se kolem ni ot4ci
thlovou rychlosti konstantni v soustavé S iv S’ (shoda s paragrafem 9.2 A)).

Ve vSech ostatnich pfipadech je vektor & proménny, pfi¢emz vSak velikost jeho primétd do
soufadnicové osy 5 a do roviny k této ose kolmé je stald. Vektor & se vzhledem k pozorovateli ve
vztazné soustavé S’ ota¢i kolem osy zj thlovou rychlosti ' = Q'é%, jak plyne ze vztaht (9.39)
a (9.40). Polodiovy kuZel je v tomto pfipadé rota¢nim kuZelem s osou zj a pro jeho vrcholovy

uhel o podle obr. 9.1 plati

D
tana = — = - . (9.44)
wh wh

Rikdme, 7e okamzita osa ot4deni setrvagniku kona v soustavé S’ precesi thlovou rychlosti €'.
Pro symetricky setrva¢nik dale plati

Ly = Jjwy, Ly = Jj; wh. (9.45)

Tyto vztahy jsou matematickym zapisem skuteénosti, Ze pruméty vektort L a & do roviny =0
Jsou souhlasné rovnobézné, tj. rovina tvofend vektory Lad umisténymi do bodu O’ = O obsahuje
osu z4. OkamZit4 osa otaceni setrvagniku se v soustavé S pohybuje po plasti herpolodiového kuzele,
ktery je rota¢ni a jehoZ osa je uréena konstantnim vektorem L (resp. osou z3). Ponévadz je okamZita
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osa otadeni pfimkou pevnou v obou soustavich S, S’, vali se po sobé& polodiovy a herpolodiovy kuzel
bez klouzani. Po plasti rotaéniho kuzele se v soustavé S pohybuje také osa z§. Osu tohoto kuZele
uréuje vektor L (resp. osa z3) a pro jeho vrcholovy thel 6 podle obr. 9.1 plati

/ ' "2 4 (wh)?
o_ig_i\/(wl) (w3) | (9.46)

- 7 7] !
J3z wy  J3g w3

tan

Vzajemnd poloha vektort L, & a osy x} zavisi na parametrech setrva¢éniku. Porovnanim (9.44)

a (9.46) dostdvame
tana  Ji3

tanf  J; (9.47)

a odtud, orientujeme-li osu z§ tak, aby platilo wj > 0,
a>0 pro Ji; < Jag, (9.48)
a<é pro Jip > Jig - (9.49)

/ /
T30 M
303

(a) (b)

Obr. 9.1. Vzijemné poloha vektort L, & a osy x4 pro wj > 0 (a) Ji1 < Jz3, (b) Ji; > Jag

Vypoétéme velikost thlové rychlosti Q precese okamzité osy otdéeni setrvaéniku a tim také
osy z4 kolem osy z3. Otageni setrva¢niku hlovou rychlosti & mizeme povaZzovat za sloZeni dvou
soucasné probihajicich pohybi (srv. oddil 7.5): otaleni setrvaéniku kolem osy z% Ghlovou rychlosti
@'(113 ) a otaleni této osy kolem osy z3 hledanou precesni rychlosti Q, tj. (obr. 9.2)

@ =) + G (9.50)
Z obr. 9.2 je déle zfejmé, Ze priaméty vektort & a Q do pfimky kolmé k ose zf jsou stejné, tedy
wsina = Qsinf. (9.51)

Vyjadfime-li podle obr. 9.1
(9.52)

. D .
sina = —, sinf =
w

dostavame pro velikost hledané precesni rychlosti vztah

L

Q=—. .
T (9.53)
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el

(@ (b)

Obr. 9.2. K odvozeni vztahu pro velikost precesni rychlosti 3: (a) Ji; < Ji3, (b) Ji1 > Jis

Predchozi zavéry o pohybu symetrického setrvaéniku potvrdime vypo&tem Eulerovych thlé (napf. [26]).
Z (9.17) vychézi (srv. obr. 9.1)

! /

cosf = -—32& = konst. = cos 8o, (9.54)

z (9.15), resp. z (9.16) dostadvame za pfedpokladu sin g # 0

6= jlll—zkonst.:Q = ¢=Qt+¢o (9.55)
11

a z (9.17) vychdzi s pfihlédnutim k (9.54) a (9.55)

. (L=Jié)cosbe g, —
¢=( ""“,) = U8 o konst. = —Q = ¢ = @'t + o (9.56)
J33 J1

Diskuze pro sinfg = 0 je stejnd jako v pfipad& kulového setrva¢niku (str. 89).

C) Asymetricky setrvaénik

Pro asymetricky setrvaénik zvolme osy vztaZné soustavy S’ tak, aby platilo
Jiy < Jhy < Jig. (9.57)

Integraly pohybu (9.10) a (9.11) jsou opét nezavislé, nyni ale neposkytuji (na rozdil od predchozich
pfipadi) zddnou informaci o velikosti (thlové rychlosti setrva¢niku. Vyjaddfeme z nich proto

2 (2733 F — L?) — (J3 — Jhy) Jhy (wh)’ (9.58)
Jh (Ja3 — J11) ’

L* — 27}, E) — (Jgp — J}y) Jhy (wh)’

(wé)z _ ( 11 J’) : (’ 2i = 31) 32 (w5) (9.59)

33 \“33 11

a dosadme do druhé Eulerovy dynamické rovnice (9.2). Po tpravach dostaneme

L VOB — L) - (T = J3y) Ty )/ (L2 = 204, B) — (U = Jhy) Ty ()

-0
w2 - ! ! ! ’
J22 /11733
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kde znaménka =+ souviseji se dvéma moznymi sméry primétu vektoru & do osy 5. Jejich konkrétni
volba je urcena znaménky sloZek wj, wj v okamziku ¢ = 0. Rovnice (9.58) - (9.60) tvori soustavu
pro neznamé slozky ihlové rychlosti & = (wy, wh, wi)y. Prvni dvé rovnice rovnéz poskytuji nutnou
podminku pro hodnoty integrald pohybu E a L setrvaéniku
2J],E < L? < 2J4,E. (9.61)
ProtoZe soudin vyrazi pod odmocninami v (9.60) obecné predstavuje polynom &tvrtého stupné,
je slozka wy eliptickym integralem Casu. Nyni jej vSak muZeme (na rozdil od obecného pohybu
sférického kyvadla, kdy bychom museli pracné zjistovat kofeny polynomu pod odmocninou) snadno
vyjadfit. Tvar vysledného feSeni zavisi na vzéjemném vztahu hodnot L% a 2J5,E.

(a) Pro L? > 2J5,F vychézi z (9.58) — (9.60) (dodatek IL. (a))

2JL.E — L?)

o= i\/( 33 cn (1 — o), 9.62

! (s =Ty =) (9.62)
2J5,E — L2)

wh = +\/( 33 sn (1T — o), 9.63

2 o (i — ) (9.63)
L2 - 2J!|E)

wh o= ﬁ:\/( 11 dn(r — o), 9.64

3 Ty Ty — gy (7= 0) (9.64)

kde
1o — Jiy) (L2 — 2J),E

e \/(J33 Ji) (L2~ 27, B) | (9.65)

J11J22J33

a o je integralni konstanta. Znaménka na pravych stranich (9.62) a (9.64) jsou vzdy stejna,
tedy bud v obou pfipadech +, nebo v obou pfipadech — (dodatek II. (a)).

(b) Pro L? < 2J4,E vychazi (dodatek IL. (b))

270 E — 1?)
wy = j:\/ (2735 dn (7 —0), 9.66
1 T (=T (9.66)

!

wy = +\/ J(,L2(_,2inl?)) sn (1 — o), (9.67)
22 W22 —Jn1

2 _o7

wy = i\/ (él; (Jé:illji)) en(r — o), (9.68)
kde
e \/ (Ji = J11) (I E — L?) (9.69)
2233

a o je integra¢ni konstanta. Znaménka na pravych stranich (9.66) a (9.68) jsou opét stejna.
(¢) Pro L? = 2J},E dostaneme (dodatek IL. (c))

, RE exp [£2V2E (7 - 0)] -1 ] { T /——ZE} 0:70)
W = e Al 7 5| .
2 J32  exp [:I:2\/2E (r — a)] +1 I3 J22

1 — Jb) |2E — Ji (wh)?
( 33 11) 11
, (3 — J1y) [2B = 5 ())°]
wy = =% , 9.72
P T N 72
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;o \/(Jés ~J9) Upn = J11) (9.73)

! ! /
J11J2 33
a o je integraéni konstanta. Znaménko + v (9.70) pfitom odpovida situaci, kdy maji slozky
w] a wjy v pofatednim okamziku totéZ znaménko, a — situaci, kdy jsou znaménka slozek w]
a wh v potatednim okamziku opalna.

UZitim vlastnosti funkci, které vystupuji ve vztazich pro wj, wj a wj (dodatek IL.), se snadno ovéii,
ze jako specidlni pfipady ziskdme dfive odvozené vysledky pro kulovy a symetricky setrva¢nik.

Pro tplnost vyjad¥ime jest& zavislost Eulerovych Ghli na slozkich w], w) a wh (napt. [26]). Z (9.17) vychazi
Jhawh
cosf = ﬁ—‘q‘, 9.74
s (0.74)
d&lenim vztaht (9.15) a (9.16) za podminky sin 6 # 0 potom

Jl !
tan = +1£71~ (9.75)
Jaz Wy

Z Eulerovych kinematickych rovnic (9.4) a (9.5) zjistime, Ze
$sind = w} sin + wh cosy, (9.76)

uzitim (9.12), (9.13), (9.10) a (9.11) pak postupn& obdrzime

2
Liwi +Lyws, = Lsind (w’l siny + wh cos 1/:) =2E — J33 (w'3) , (9.77)

. 2
L2+ LY = LPsin®9=L% - (Jhwh) . (9.78)

Délenim poslednich dvou vztahl a dosazenim vysledku do (9.76) dostaneme

R 74 2
é= Lm. (9.79)
L2 — (Jizwh)

Pro L? # 2J},E jsou vzhledem k periodicité sloZek w], w} a wj (dodatek I1.) periodické také rychlosti 8, ¢ a é.
Samotna veli¢ina ¢ v3ak periodickd byt nemusi. Oznatime-li totiz 7 periodu slozky w}, je

t+T)=a(t) = ¢t+T)=0¢(t)+C, (9.80)

kde C je integra¢ni konstanta. Pohyb setrva¢niku v soustavé S proto obecné& neni periodicky. Vyjimku tvofi
pouze pfipad C = 2kw, kde k je celé &islo.

Pro sin 6 = 0 vychézi z (9.15) - (9.17)

6=0 = 6=konst.€{0,7}. (9.81)

Dal3i postup je stejny jako v pfipad& kulového a symetrického setrva&niku.

Vs&imnéme si, 7e v situacich (a) a (b) je charakter pohybu setrva¢niku kvalitativné jiny neZ
v situaci (c). Pro L? # 2J5,FE jsou funkce w}(t), wh(t) a wj(t) periodické (dodatek IL.), a proto
se okamZitd osa otaeni setrvacniku po jisté dob& navraci do své pivodni polohy v soustavé S’
V piipadé L? = 2J4, F viak zaleZ{ na volbé po&ate¢nich podminek. Je-li v po¢atednim okamziku

2F
22

(srv. vztahy (9.71) a (9.72)), plati pfi odpovidajici volbé znaménka

2F

wy — & S wi — 0, wy—0 pro  t-—>oco. (9.83)
22
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Pokud v poéateénim okamZiku zvolime

[2E
why ==+ ——g; = w}=0, wh=0, (9.84)

4

je v (9.70) o — oo a setrvacnik se trvale ota¢i kolem hlavni osy z5.

Zatimco volbé L? = 2J}, E lze vyhovét celou t¥idou pocatetnich podminek, pro L? = 2J E,
resp. L2 = 2J}3E jsou podle (9.66) — (9.68), resp. (9.62) — (9.64) absolutni hodnoty slozek w/,
w) a wj predepsany jednozna¢né a setrvanik se trvale otaci kolem hlavni osy z}, resp. zj. Tato
skuteénost souvisi s otdzkou stability hlavnich os a lze ji ndzorné geometricky ilustrovat, zapiseme-li
integraly pohybu (9.10) a (9.11) ve tvaru

L2+ L2+ LY = L2 (9.86)

Prvni rovnice pfedstavuje v soufadnicich L}, Lj a L} elipsoid s poloosami

V2ILE < \J2J,E < \[2J4E, (9.87)

druhd rovnice predstavuje kulovou plochu o poloméru L. Tyto rovnice jsou soudasné splnény praveé
tehdy, kdyz se obé plochy protinaji, tj. pravé kdyz plati (srv. (9.61))

2J11E < L? < 2J44E.
Vsimnéme si nasledujicich pfipadt (obr. 9.3):

e Pro L? = 2J{,E se elipsoid protina s kulovou plochou v bodech na ose z, setrva¢nik se
tedy trvale ota¢i kolem hlavni osy z). Zméni-li se nepatrné mechanicka energie nebo moment
hybnosti setrva¢niku, bude se elipsoid s kulovou plochou protinat v uzaviené kiivce, kterd
le#i v tésné blizkosti osy ). Vektory L i & se v soustavé S’ zméni jen malo, a proto je osa z
osou stabilni.

e Pro L? = 2J,E se elipsoid protind s kulovou plochou v uzaviené kiivce prochazejici spoled-
nymi body elipsoidu s osou . Vektory L a & se v soustavé S’ mohu vyrazné ménit, a proto
je osa x4 nestabilni.

e Pro L? = 2J3F se elipsoid protind s kulovou plochou v bodech na ose zj}, setrva¢nik se
tedy trvale ota¢i kolem hlavni osy z%5. Zméni-li se nepatrné mechanickd energie nebo moment
hybnosti setrva¢niku, bude se elipsoid s kulovou plochou protinat v uzavfené kfivce leZici
v blizkosti osy 3. Osa z% je proto rovnéz stabilni.

Obr. 9.3. K vykladu stability hlavnich os setrvaénosti (pfevzato z [18] a upraveno)
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Porovnejme prvni a tfeti pfipad. P¥i pevné daném L lze zménit polohu okamZité osy otacCeni
setrvaéniku pouze zménou jeho mechanické energie. Z geometrické pfedstavy je ziejmé, Ze v prvnim
pfipadé plati AE < 0, kdeZto ve tfetim pripadé AE > 0. Protoze zména mechanické energie
odpovida praci vngjsich sil, vykazuje osa z vy$si miru stability neZ osa . Druhy piipad pak
pripousti jak AE < 0, tak AE > 0.

Obr. 9.3 poskytuje také kvalitativni pfedstavu o pohybu vektoru momentu hybnosti L setrvac-
niku v soustavé S’. Zatimco pro asymetricky setrvacnik je tento pohyb obecné slozity, pro symet-
ricky i kulovy setrvaénik jej lze popsat snadno. Opét tak dostavame nékteré z diivéjsich zavérd,
uvedenych v paragrafech 9.2 A) a 9.2 B):

e Pro symetricky setrvaénik predstavuje (9.85) rovnici rotaéniho ehpsmdu, jehoz priseénici
s (9.86) je kruZnice lezici v roviné kolmé na osu z%. Moment hybnosti L se tedy v soustave S’
obecng pohybuje po plasti rotaéniho kuzele s osou zj. Vzhledem k neménnosti vektoru L
v soustavé S se po plasti rota¢niho kuZele pohybuje také osa z%. Osa tohoto kuZele je naopak
uréena vektorem L.

e Pro kulovy setrva¢nik je (9.85) kulovou plochou totoznou s (9.86). P¥i dané hodnoté L tedy
miiZze mit vektor momentu hybnosti setrva¢niku v soustavé S’ libovolny smér.

9.3 Tézky symetricky setrvaénik

Pro tézky symetricky setrvadnik zvolme osy vztazné soustavy S’ tak, aby platilo

Jh = Jy # Js- (9.88)

Predpokladejme, Ze stfed hmotnosti setrvaéniku lezi na kladné poloose mg+ (srv. z&vér oddilu 9.1).

Orientujeme-li osu z3 laboratorni vztazné soustavy S svisle vzhiiru, ma zékon zachovani mechanické
energie (9.7) pro takovy setrvaénik tvar

1 1
= EJh [(w'l)2 + (wg)Q] + §J§3 (w}h)® + mgdcos § = konst., (9.89)

kde d je vzdalenost stfedu hmotnosti od pevného bodu O' = O.

ProtoZe je tfeti slozka momentu tihové sily vzhledem k pevnému bodu nulovd, zachovava se
v soustavé S kromé mechanické energie také tieti slozka momentu hybnosti setrvaéniku. Uzitim
matice (7.47) pro ni dostivame

L3 = L) sinysinf + L) cos 1y sinf + Lf cos § = konst. (9.90)

a po dosazeni L} = Jj, w}, L, = Jby W}, L = Ji3 wh a Eulerovych kinematickych rovnic (9.4) - (9.6)
potom
Ly = J}, $sin6 + Jig (4 + ¢ c0s 0) cos 6 = konst. (9.91)

Prostiednictvim Eulerovych thli méZeme vyjadfit také mechanickou energii setrvaéniku (9.89)
jako
Lo (g2 aeeea) o Ly (L 2 9.92
E= §J11 (9 + ¢*sin 9) + §J33 (¢+ (;SCOSH) + mgd cos § = konst. (9.92)
K (9.91) a (9.92) pripojime tieti dileZity vztah
wh = 1 + ¢pcosf = konst., (9.93)

ktery je disledkem Eulerovy dynamické rovnice (9.3).

Obecné nezévislé integraly pohybu (9.91), (9.92) a (9.93) pfedstavuji pohybové rovnice tézkého
symetrického setrvalniku se stfedem hmotnosti na ose 5. Konkrétni typ pohybu setrvaéniku tedy
zévisi na jeho parametrech Ji;, Ji3, m a d a na vzdjemném vztahu hodnot L3, E a wj, které jsou
urCeny pocateénimi podminkami.
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(a) Predpoklddejme, Ze v pribéhu pohybu setrvaéniku plati sinf # 0. Z (9.91) a (9.93) potom
muZeme vyjadrit

oy
b= _J{inizgg = (9.94)
a dosadit spolu s (9.93) do (9.92). Vychazi
E = %J{l 6% + (L3 zjfzicfe(;gs 0’ + %J{B (wh)? + mgd cos 6. (9.95)
Dalsi postup se znacné zjednodusi zavedenim substituce
u = cos ), u€(=1,1). (9.96)
Vztah (9.95) tak po jednoduchych Gpravich pfechédzi do tvaru
2= },“2) = 4=z ;,(“) pro  f(u) >0, (9.97)
11 11
kde jsme oznacili
flu) = Jiy [2B = J55(wh)? — 2mgdu] (1 - u?) = (Ls — Ji3 whu)®. (9.98)

Vyraz pod odmocninou (9.97) predstavuje za pfedpokladu Jj; > 0 a d # 0 polynom tfetiho
stupné’, a proto je veli¢ina u eliptickym integralem asu®. Uhel = arccos u tedy obecné nelze
vyjadfit pomoci elementarnich funkci. Totéz plati také pro zbyvajici dva Eulerovy thly ¢ a 1,
uréené diferencialnimi rovnicemi (9.94) a (9.93). ProtoZe Uprava integralu pro veli¢inu u na
Legendreovy eliptické integrily (napf. [24], [26]) vyZaduje pracné poéitani kofend polynomu
pod odmocninou (9.97) s malo piehlednymi vysledky, omezime se zde, stejné jako v pripadé
sférického kyvadla, jenom na kvalitativni popis pohybu setrvaéniku.

Charakter pohybu setrva¢niku je urfen poc¢tem a vzajemnou polohou kofent rovnice f(u) = 0
v intervalu pfipustnych hodnot u € (—1, 1). V8imnéme si proto pribé&hu funkce f(u). Pro jeji
vyznaéné body plati

u_l)lr_r_loof(u) = —00, u_l}I_ir_loof(u) = +o00, (9.99)
f(=1) = = (Ls + Jizw})” <0, f(1) == (L3 — Ji3wh)® <0.  (9.100)

Polynom reprezentovany f(u) je tfetiho stupné, a proto ma vzdy alesponi jeden realny ko-
fen ug. Ten lezi podle pfedchozich Gdaji v intervalu

uz € [1, 00). (9.101)

O podtu a poloze kofend polynomu f(u) ve vyznaéném intervalu (—1, 1) zatim neméame
zddnou informaci. Z fyzikalnich davodi je vSak nutné, aby v tomto intervalu leZel alespon
jeden koten®. Funkce f(u) proto musi mit jeden z pribéhii schematicky znizornénych na
obr. 9.4. UkdZeme, Ze obé mozZnosti jsou realizovatelné.

"Moznost Ji; = 0 neuvaZujeme, protoZe odpovid4 nezajimavému p¥ipadu hmotné Gsetky umist&né v ose x4. Stejné
tak vylouéime i moZnost d = 0, kterd odpovid4 dfive feSenému pripadu bezmomentového symetrického setrvaéniku.

8Limitnim pfechodem Jj; — mli®, Ji3 — 0 a d — | dostaneme po pfeznaleni z3 = lcosd = lu = —z z (9.97)
a (9.98) vztahy (4.15) a (4.16) pro sférické kyvadlo.

9Podobné jako v kapitole 4. bychom z nutnosti existence kofene rovnice f(u) = 0 v intervalu (-1, 1) dostali
podminky pro hodnoty integrali pohybu Ls, E a wj. Vzhledem k vét§imu mnoZstvi parametrt jsou ale vysledky
maélo pfehledné.
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f(w) f(u)

t t t
u=u, u,/ U -1 0\_/ u

Obr. 9.4. Nékres moznych pribéht funkce f(u) pro piipad, kdy béhem pohybu setrvaéniku plati sin 8 # 0

I. Predpokladejme, Ze pro pohyb setrvaéniku trvale plati 9 =0, tj. 9 = konst. (situace
zndzornénd na obr. 9.4 I.). Nalezneme po&ateéni podminky takového pohybu.
Uvedme setrvagnik do pohybu tak, Ze jej v poloze popsané uihly ¢g, 6y a ¥ roztodime
kolem osy z% rychlosti % a soutasné udélime ose zf rychlost d}g (tim je jednoznacné
uréena také rychlost wj). Hledejme podminky, které musi uvedené veli¢iny spliiovat, aby
trvale platilo § = 0, tj. aby rovnice f(u) = 0 méla dvojnasobny kofen

up =ug =sinfy € (-1, 1). (9.102)

Pozadavek (9.102) je ekvivalentni podminkdm f(u;) =0a 9%;‘—12 = 0, jejichZ rozepsanim
dostavame (napf. [8], [26])

J1 [2E — J5a(wh)® — 2mgdu1] (1 - uf) — (L3 — Jb3 whuy)? =0, (9.103)
i1 [2B — Jia(wh)? - 2mgdu1]u1 + Jiimgd (1= u}) = (Ls — Ji whu) J3y wh = 0.
(9.104)

Podle (9.94) vsak také plati

(].5() _ L3 - Jég wé COoS 90 _ L3 - Jé3 wéul
- s 2 - i 2
Ji, sin®6y 1, (1 —u?)

= konst. (9.105)

Vylouéime-li z poslednich t¥ vztahii vyrazy obsahujici L3 a F, ziskdme pro rychlost q'ﬁo
kvadratickou rovnici _ .
Jiy u1 9§ — Jis wh o + mgd = 0. (9.106)

Jeji redlné feseni vidy existuje a po zpétném dosazeni u; = cosfy ma tvar

Jigwh £ \/(J§3 wh)? — 41, mgd cos
2J7; cos by

%o pro cosfp #0, (9.107)

mgd

o pro cosfy = 0. (9.108)

12 /
J33 wy

Zatimco pro 6y € [, 7] je popsany typ pohybu setrvacniku, tzv. reguldrni precese,
realizovatelny vzdy, pro 6y € (0, ) musi rychlost wj spliiovat podminku

(J53wh)? > 4}, mgd cos 6. (9.109)
Regularni precesi setrvaéniku lze tedy uskuteénit pro libovolnou pocateéni polohu 6y

a vhodné wj (vztah (9.109)) konkrétni volbou rychlosti ¢g (vztah (9.107), resp. (9.108)).
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II. Pokud pfi uvedeni setrvaéniku do pohybu zptisobem popsanym v &sti I. rychlost ¢
podminku (9.107), resp. (9.108) nespliiuje, ma rovnice f(u) =0 v intervalu (-1, 1) dva
riizné realné kofeny u; < ug (obr. 9.4 IT). Poloha t&chto kofenti pfitom neni omezena na
zadnou konkrétni ¢ast intervalu (—1, 1) (na rozdil od sférického kyvadla, pro néz jeden
z kofenil vzdy lezel v intervalu (0, []). Podle (9.97) pro kazdé u € [u;, ug] plati

1 1 dfw,_, 1 1 dfu (i f(U)>_ L df(u)

v= “= ) T 202 du

Jh2/flw du U 2/f(w) du i

(9.110)

ProtoZe v Zddném bodg intervalu [u;, ug] neni ziroven splnéno u = 0 a % = 0, pohybuje
se osa z4 setrvaniku periodicky v rozmezi 6 € [arccosug, arccosui]. Zmény thlu 6
v pribéhu pohybu setrva¢niku nazyvidme nutaci. Soucasné kond osa zj precesi Sasové
proménnou rychlosti é uréenou vztahem (9.94). Setrvaénik pak kona vlastni rotaci kolem
osy z rychlosti 7,b Vysledny pohyb se oznacuje jako pseudoreguldrni precese.
Viimnéme si veli¢iny cﬁ, ktera uruje smér pohybu osy z5. Tato veli¢ina méni v prib&hu
pohybu setrva¢niku znaménko, pfipadné nabyva nulové hodnoty pravé tehdy, kdyz plati
(srv. (9.94))

_ _ L
f(a) >0, kde @= m (9.111)
a soucasné
ae(-1,1). (9.112)
Pro (9.112) je splnéna nerovnost (9.111) pravé tehdy, kdyz podle (9.98) plati
2F — Jis (wh)? — 2mgdi > 0. (9.113)

V zavislosti na hodnotach L3, E a w mohou nastat nasledujici situace:

() Podminky (9.112) a (9.113) soutasn& splnény nejsou. Rychlost ¢ pak v pritbéhu
pohybu setrva¢niku neméni své znaménko a primét vybraného bodu osy z§ do
roviny r3 = 0 se pohybuje ve stile stejném sméru (obr. 9.5 (a)).

(8) Podminka (9.112) plati a v (9.113) je ostra nerovnost. Rychlost ¢ pak méni své
znaménko v bodé @ € (u1, ug) (obr. 9.5 (3)).

(v) Podminka (9.112) plati a v (9.113) je znaménko rovnosti. Rychlost ¢ pak nabyva
v bodé @, ktery odpovidd jednomu z kofend rovnice f(u) = 0, nulové hodnoty.
Vzhledem k (9.98) a (9.113) tato situace nastava vidy pro vétsi z kofend, tj. 4 = ug
(obr. 9.5 (7)).

() (B) (7)

Obr. 9.5. Nékres trajektorie vybraného bodu osy z3 (pfevzato z [3])
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(b) Piedpokladejme, #e v pribéhu pohybu setrva¢niku nastane sin@ = 0, tj. osa setrvalniku zf
splyvé (aZz na p¥ipadnou orientaci) s osou z3. V t&chto okamzicich neni definovina uzlova
pfimka a tim ani thel ¢. Rychlost gb viak miZeme v pfipadé potfeby dodefinovat tak, aby
funkce ¢ byla v pribéhu pohybu setrvaéniku spojita.

Pro treti slozku momentu hybnosti setrva¢niku nyni plati
Lz= +J}5 W} (9.114)

(srv. vztahy (9.91) a (9.93)), kde znaménka + souviseji s dvoji moznou orientaci os z3 a 3
pro sin 6 = 0. Dal§{ diskuzi provedeme pro znaménko + (pro znaménko — je postup obdobny).

Dosazenim (9.114) do (9.98) dostaneme

fu) = Ji; [2B = Jiy(wh)? - 2mgdu] (1 - v?) = (Jzw5)*(1 — )’ (9.115)

a odtud
Jim f(u) = —oo, i f(u) = +oo, (9.116)
F(=1) = — (2J5305)" <0, f)=o. (9.117)

I. Predpoklidejme, zZe wj # 0, tj. f(—1) < 0. Podle (9.94) v pribéhu pohybu setrva¢niku
stale plati

$>0 pro  wh>0, (9.118)
$<0 pro wh<O. (9.119)

Vypoctem prvni a druhé derivace funkce f(u) se provéfi, Ze mohou nastat Ctyri pripady

(obr. 9.6 1.):

(@) Pro 2E = Jhs(wh)? + 2mgd, (Jh3 w})® > 4J1;mgd nabyva funkce f(u) v bodd u = 1
lokdlntho maxima (obr. 9.6 («)). Setrvaénik se v tomto pfipadé trvale ota¢i kolem
svislé osy zf = z3 (je v rovnovazné poloze stalé).

(B) Pro 2E = Ji3(w})? +2mgd, (J}s wh)? = 4}, mgd ma funkee f(u) v bodé u = 1 in-
flexi (obr. 9.6 (8)). Setrva¢nik se opét trvale otaéi kolem svislé osy =5 = z3 (je v rov-
novazné poloze volné).

(7) Pro2E = Jhs(wh)*+2mgd, (J53w}h)? < 4J1,mgd nabyva funkce f(u) v bodd u = 1
lokalniho minima (obr. 9.6 (7y)). Je-li v po¢atednim okam¥iku u # 1, dosdhne osa zj
vzhledem k tomu, Ze v bodé u = 1 plati & = 0, 4 = 0, polohy 8 = 0 pro ¢t — ooc.
V opa¢ném piipadé se setrvacnik trvale otaéi kolem osy z3 = z% (je v rovnovazné
poloze vratké).

(6) Pro2E # Jhs(wh)?+2mgd (obr. 9.6 (v)) je charakter pohybu setrvaéniku analogicky
jako v pfipadé (a) II.

II. Pro w3 = 0 mé rovnice f(u) = 0 kofeny +1 a Hlfﬁ' Vzhledem k tomu, Ze podle (9.92)

plati E > mgd, nastane jedna ze situaci zndzornénych na obr. 9.6 II. Popis pohybu
setrvalniku se vede podobné jako v piedchozich p¥ipadech. Protoze je podle (9.94) nyni

¢ =0, (9.120)

pohybuje se osa 5 pouze ve svislé roving.
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Obr. 9.6. Nékres moznych prib&hi funkce f(u) pro pfipad, kdy béhem pohybu setrvaéniku nastane sin 8 = 0:
L w3 #0, II. wg =0
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Po obecném kvalitativnim rozboru pohybu t&zkého symetrického setrva¢niku si vimnéme prak-
ticky dilezitého specialniho piipadu, kdy absolutni hodnota slozky wj nabyva velmi vysoké hodnoty
(napf. [8]). Kritérium velikosti |wj| se vyjasni v pribéhu dalsich vypolt. Po¢ateni podminky se-
trvaéniku zvolme zpisobem

b0, 6o, o libovolné, (9.121)

¢0 = 07 90 = 0’ IlZ)U = wili # 01 (9122)
tj. setrvaénik rozto¢ime kolem osy x4 a uvolnime. Této situaci odpovida ¢ast (a) IL. (7), proto

cos Oy = ug. (9.123)

Setrvagnik se tedy zadina pohybovat tak, Ze veli¢ina u klesa a tihel 0 roste. Integraly pohybu (9.91)
a (9.92) maji nyni (s ohledem na (9.93)) tvar

Ly = Jj5whus, (9.124)
E = %J§3 (wh)? + mgdus. (9.125)

Jejich dosazenim do (9.98) dostavame kombinaci s (9.97)
(T%)" = f(u) = (uz —u) [27]1mgd (1 - u?) = (Ji3wh)” (uz - w). (9.126)

Zbyvajici dva kofeny u1, uz rovnice f(u) = 0 uréime jako kofeny kvadratického polynomu v hranaté
zavorce (9.126). Vychazi

Jha wh)? 8J! mgdu 4J! mgd)?
ul,az————( L (14 ,]1- - 9,22+( 1 ,94) : (9.127)
4Jjymygd (J33 w3) (J33w3)

Pro natolik vysoka |w}|, Ze
8] mgd < (Jszwh)?, (9.128)

miizeme posledni &len pod odmocninou zanedbat a nasledn& pouzit ptiblizného vztahu (1 + z)" =
= 1+ nz pro |z| < 1. Ziskdme vysledky

u =, (9.129)
(Jézwé)Q
—s e 1. 9.130
us 2J1;mgd > ( )

Charakter pohybu setrvacniku se tedy bliZ{ situaci popsané v &isti (a) I. V tomto specidlnim
pfipadé lze snadno vyjadfit také zavislosti ahld 6 a ¢ na Case. Oznalime-li £ = ug —u — 0,
dostaneme z (9.126) dosazenim 1 —u? = 1 — u = sin?6, diferencidlni rovnici

N
(J12€)" = 2J11mgdsin®6o € — (J3; w4 €)°. (9.131)

Jeji feSeni ma s vyuzitim pocateénich podminek (9.121) a (9.122) tvar 0

£ =1wuy—u=cosfy—cosf = E&p (1 —coswt), (9.132)
kde (S / 2
J J11mgd sin“6
o= 28 gp =TI (9.133)
I (J33 w3)

19Rovnici fe$ime napiiklad tak, Ze obé& jeji strany derivujeme podle ¢asu. Upravou ziskdme nehomogenni diferen-
cidlni rovnici druhého fddu s konstantnimi koeficienty.
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Dosazenim piedchozich vysledki a (9.124) do (9.94) vychazi

! ! ! / ! !
_ Jg3 wy (ug — u) . J33 w3 _ J33 w3

¢ =

ép (1 — coswt) = mgd

B - 1 — cos it .
Ji (1 —u?) J!, sin%6, J], sin®6, T (1 —coswt)  (9.134)

a odtud integraci s uplatnénim podateéni podminky (9.121)

. mgd sin wt
¢ = ,g,(t~ = )+¢>o- (9.135)
33 W3
Pro stiedni ¢asovou hodnotu veliciny ¢ tedy plati
. . mgd
(¢) = =—— —0. (9.136)
33W3

Tento vysledek dostdvame pii splnéni podminky (9.128) také ze vztahu (9.107).

Zavérem dodejme, Ze zde popsany obecny typ pohybu tézkého symetrického setrvaéniku, uréeny
soucasné probihajici precesi, nutaci a vlastni rotaci, je ¢isté modelovy, nebot v praxi je obvykle
Jako pfiklad uvedme bézny demonstraéni experiment — rychle se otalejici rota¢né symetrické téleso
opfené o drsnou vodorovnou podlozku. Pohyb osy symetrie takového télesa je zpoéatku s vysokou
pfesnosti ddn pouze precesi thlovou rychlosti predepsanou vztahem (9.134). Vlivem tfeni vSak klesi
rychlost vlastni rotace télesa a pridadva se nutace. Vysledkem je pomérné komplikovany pohyb,
jehoZ matematicky popis neni vzhledem k nutnosti zformulovat vazebni podminku uréujici bod
okamzitého kontaktu télesa s podlozkou jednoduchy. Obecné vSak plati, Ze postupnymi ztratami
kinetické energie télesa klesa vyska jeho stfedu hmotnosti nad podlozkou a téleso tak po jisté dobé
spadne.
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10. Mechanika tuhého télesa na elementarni tirovni

Hmotny bod je nejjednodussim, ale souéasné nejménd piesnym modelem, nebot neposkytuje Zad-
nou informaci o orientaci télesa ve zvolené vztaZné soustavé a o vzajemném pohybu jeho ¢asti.
K podrobnéj§imu popisu pohybu téles slouzi — s ohledem na konkrétni situaci — model soustavy
hmotnych bodi nebo model kontinua.

Soustavou hmotnijch bodi (télesem s diskrétnim rozloZenim hmotnosti) rozumime koneény pocet
objektd, z nichz na kazdy pohliZime jako na hmotny bod. RozloZeni hmotnosti v soustavé je popsano
souborem {m;,7;} hmotnosti a okamZitych poloh jednotlivych bodu.

Kontinuem (télesem se spojitym rozloZenim hmotnosti) rozumime ¢ast prostoru o objemu V spo-
jité vyplnénou latkou. Rozlozeni hmotnosti v kontinuu charakterizuje hustota, definovana v daném
bodé kontinua nasledujicim zpisobem:

b= lim Am (AV)

i Sl VA (10.1)
AV—0 AV

kde m (AV) je hmotnost é4sti kontinua o objemu AV, ktera obklopuje dany bod.

DileZitym specidlnim pfipadem obou modell je tuhé téleso, které ptsobenim libovolnych sil
neméni tvar ani rozméry. Tuhym télesem nahrazujeme redlnd télesa, jejichZ deformace nejsou v pri-
béhu zkoumaného dé&je ptili§ podstatné. Piedpoklad tuhosti vyznamné zjednodusuje popis polohy
i pohybu (tj. kinematiku) télesa. Polohu tuhého télesa ve zvolené vztazné soustavé jednoznacné
urcuje poloha tii jeho bodu, které nelezi v pfimce. Pohyb tuhého télesa je dan sloZenim soucasné
probihajiciho pohybu zvoleného referencéniho bodu a oticeni télesa kolem okamzité osy otdceni
prochéazejici timto bodem (oddil 7.2 a prvni odstavec oddilu 7.5).

V této kapitole budeme pro v&t$i ndzornost dvah a jejich matematického zapisu modelovat
téleso soustavou n hmotnych bodi, kde n je pfirozené éislo.

10.1 Dynamika tuhého télesa

A) Prvni impulzova véta. St¥ed hmotnosti té&lesa

Popis pohybu télesa ve zvolené inercialni vztazné soustavé S = (O;z,y,z) vychdzi z druhého
Newtonova zdkona, formulovaného zvlast pro kazdy z jeho bodd. Druhy Newtoniv zakon pro ity
(hmotny) bod muZeme zapsat ve tvaru

—

. Ap; o = =
dim 5 =midi = Fi+ 3 B, (10.2)

kde F; je vyslednice sil, jimiz na i—ty bod ptisobi hmotné objekty mimo téleso (tyto sily nazyvame
vnéj§imi nebo také ezternimi silami) a F; ; je sila, jiZ na i—ty bod pusobi j—ty bod télesa (tyto sily
nazyvame vnitinimi nebo také internimi silamsi). Abychom nalezli vztah mezi celkovou hybnosti

télesa p= > p; a vyslednym silovym plisobenim, se¢teme rovnice (10.2), formulované pro kazdy

=1
z bodu télesa. Uzitim tfetiho Newtonova zdkona

P =-F, (10.3)
dostavame pruni impulzovou vétu
lim 22 = fim ﬁ =zn:m-zz-= N (10.4)
At—0 At At—0 At L L

kde F je vyslednice vnéjsich sil pusobicich na téleso.
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K popisu pohybu télesa jako celku je vyhodné zavést pojem stred hmotnosti jako geometricky
bod o polohovém vektoru

20 T 22 T
=5 == , (10.5)
2 m
i=1
kde m =) m; je celkovd hmotnost télesa. ProtoZe plati
i=1
2. mid;
7 = =1
0= — (10.6)
miiZzeme prvni impulzovou vétu (10.4) pfepsat do prakticky vyhodné&jsiho tvaru
n - -
mdp=» F;=F, (10.7)

ktery formalné odpovida druhému Newtonovu zakonu pro hmotny bod o hmotnosti m a polohovém
vektoru 7.

Newtonovy zdkony (10.2) umoziiuji beze zbytku popsat pohyb kteréhokoli z bodi télesa, poza-
duji v8ak znalost explicitniho vyjadieni sil F’i,j a zadéni pocate¢nich podminek pro v8echny body.

V pfipadé tuhého télesa je formulace Newtonovych zdkond pro kazdy z jeho bodi zbyteéna.
Za referen¢ni bod je totiz v obecném pripadé vyhodné zvolit stfed hmotnosti, jehoZ pohyb uréuje
jedind rovnice (10.7), zahrnujici pouze vnéjsi sily ptsobici na téleso. Zbyva najit vztah, ktery
popisuje otadeni télesa kolem referenéniho bodu. Tim je, jak bude ukadzano v dalSich paragrafech,
druhé impulzova véta.

B) Druha impulzova véta

7 kaZdodenni zkuSenosti vime, Ze pohybovy uéinek sily zavisi nejen na jeji velikosti a sméru, ale
také na poloze jejiho pusobisté v télese. Fyzikdlné tuto skutecnost charakterizuje veli¢ina moment
sily (vzhledem k po&atku soustavy S), definovana vztahem

M=+xF, (10.8)

kde 7 je polohovy vektor pisobisté sily F.V analogii s momentem sily definujeme moment hybnosti
hmotného bodu jako

L=Fxp=m(Fx7). (10.9)

Pro zménu momentu hybnosti hmotného bodu za velmi kratky casovy interval At — 0 vychazi
uzitim vlastnosti vektorového souéinu, zanedbanim A7 x Ap’ a aplikaci druhého Newtonova zdkona

LOAL L AGXE) _ (A X G+ AR) = (x5
At—0 At At—0 At At—0 At
L (7 x Ap) . (ArFxp) . AP
= A TAm TRy T Am R TP
A s o
= TXAI%QO—A—E—TXF—M, (10.10)

kde F je vyslednice sil, které na hmotny bod piisobi.
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Vratme se k t&lesu tvofenému n hmotnymi body. Abychom vyjadfili vztah mezi zménou cel-

kového momentu hybnosti L=YL; télesa a momentem ptisobicich sil, se¢teme rovnice (10.10),
=1
formulované pro kazdy z bodu télesa, tj. rovnice

g

AI%IBO—A—tfzﬁxFi-f-ﬁxZFi,j pro 4,5 €{1,2 ---,n—1,n}. (10.11)
17

Oznaéime-li pfitom 7j; = 7; — 7; polohovy vektor j-tého bodu télesa vzhledem k i-tému, plati
podle tietiho Newtonova zakona

7 X Fyj 4+ 7 x Fyy = (7 — 7) x Fy; x F;; =0, (10.12)

nebot vektory 7 ; a Fj; jsou rovnobézné. Vysledkem souctu je druhd impulzovd véta

AL A L;

n
AL = NS R 10.13
Aliglo At Algnm At Zn % ’ ( )

kde M je vysledny moment vnéjsich sil pisobicich na téleso.

Zavedme jinou vztaznou soustavu S = (O;Z,7,z), jejiz pocatek se vzhledem k soustavé S
pohybuje se zrychlenim A a jejiZ osy se v soustavé S neotacéeji. Pro celkovy moment hybnosti télesa
vzhledem k S plati

. no_, n
L=) Li=) 7ixp; (10.14)

K vyslednému momentu reslnych vnéjsich sil F; pisobicich na jednotlivé body télesa v8ak nyni

musime pricist také momenty fiktivnich sil F* = —m;A, tj.
- n n n o N n
M=S"Fx Z+Zﬁx(—mz )=ZﬁxFi+Amem. (10.15)
i=1 i=1 1=1 i=1

Druhéa impulzova véta formulovand v soustavé S

S | 7 ox F 7 10.16
dimy 3y = dimy A T LR R Ax L mid = M (1019

=1 1=1

nabude — bez ohledu na piipadnou neinercislnost soustavy S — tvaru (10.13), ktery zahrnuje pouze
redlné vnéjsi sily F;, pravé kdyz

n
Ax S miF; =0. (10.17)
=1

Tomuto pozadavku lze vyhovét napiiklad:

e volbou 4 = 0, tj. soustava S je inercialni,

e volbou Y_ m;7; = 0, tj. soustava S m4 pocatek ve stfedu hmotnosti t&lesa (tzv. soustava stiedu
i=1

hmotnosti).

Dodejme, ze impulzové véty (10.4), (10.7) a (10.13) plati pro jakékoli téleso (ne tedy nutné

Yy

tuhé) modelované soustavou hmotnych bodt. Jejich platnost lze rozsifit i na model kontinua.
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Pro odvozeni impulzovych vé&t je ti¥eba t&leso povaZované za kontinuum rozdg&lit na velmi malé spojits
navazujici elementy o hmotnostech Am; = pAV;, kde p je hustota t&lesa v mist& elementu AV;. Limitnim

pfechodem AV; — 0 pro kazdy z elementl prechazeji sumace ve vSech vySe uvedenych vztazich v integrace.

V dalSich oddilech se jiz zaméfime pouze na tuhd télesa, opét pro jednoduchost modelovani
soustavou hmotnych bodd.

C) Soustavy sil pusobicich na tuhé téleso. Té&Zzist& tuhého télesa

Soustavou (vnéjsich) sil plisobicich na tuhé téleso budeme rozumét soubor
{E:,Fi}a kde i€ {17 27 "‘,N‘—l’ N}, (1018)

jednotlivych sil F; a jejich plisobidt 7 (N oznatuje celkovy podet pisobicich sil). Dvé soustavy
sil a, B

{F>, 7o}, kde i€{1,2,---,N =1, N}, (10.19)
{FP, 7} kde je{1,2, -+, M—1, M} (10.20)

nazveme ekvivalentnimi, pravé kdyz vedou ke stejné zméné pohybového stavu télesa. Vzhledem
k tomu, Ze tuhé téleso se nedeformuje, je zména jeho pohybového stavu jednoznacné uréena zménou
celkové hybnosti a zménou celkového momentu hybnosti (v daném &asovém intervalu At — 0).
Z impulzovych vét potom dostavame, Ze soustavy sil «, B jsou ekvivalentni, pravé kdyZ soucasné
plati

N M N . M .

S E =Y, Yorex B =Y "7 x FP. (10.21)

i=1 j=1 i=1 j=1
Odtud je ihned patrné, Ze posuvem pusobisté 7 libovolné sily F po jeji vektorové pfimce do bodu
T+ k%, kde k je redlné €islo, vznikne ekvivalentni soustava sil, nebot

F\ - .
<F+ kﬁ) x F=xF. (10.22)

Z dosavadnich zavért plynou zndmd pravidla pro nahrazeni soustavy sil {F;, 7} jedinou ekvi-
valentni silou F s ptsobiitém 7, napiiklad ®:

e Dvé riznobézné sily F1, Fy posuneme po vektorovych primkéch do jejich spoleéného priiseciku
a seCteme. Vyslednou silu F=F +F, je mozné libovolné posouvat po jeji vektorové primece.

e Pro soustavu rovnobé&znych sil F; = k; €, kde € je vektor urlujici spoleény smér sil a k; jsou

realna cisla, plati
N

ZF’ > ki€ (10.23)
i=1 i=1

BN

N
a za predpokladu ) k;# 0 dile

=1

N
N N N N 2 ki
i=1 i=1 i=1 i=1 k;
i=1
(10.24)

'Podrobny prehled soustav sil plsobicich na tuhé téleso a jejich ekvivalence lze najit napf. v [26].
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kde K je libovolné reilné cislo. Konkrétnim piikladem soustavy rovnobéznych sil jsou ti-
hové sily ptisobici na jednotlivé body télesa v homogennim tihovém poli Zemé. Nahradou
k; +— m;, €« g a N +— n dostavime

F=Fg =) mig=mg, 7= -"S5——+Kg, (10.25)
i=1 > m;

i=1
pficem? zpravidla klademe K = 0 a bod o polohovém vektoru 7 nazyvame tézistém télesa.
e Zvlastni soustavu sil tvori dvé rovnobézné sily B = —ﬁ"g, které maji riizna pusobisté 7] # 7
N
(jde o specialni p¥ipad pfedchozi situace, kdy > k;= 0). Tuto soustavu nazyvame dvojici sil.

i=1

Pro jejich vyslednici a vysledny moment plati
ﬁ=ﬁl+ﬁg=6, M:T_"lXF‘1+'F2XF‘2:('F2“'F1)XF’27£6. (10.26)
Dvojici sil tedy nelze nahradit jedinou silou s konkrétnim piisobi§tém vazanym na jeji vek-

torovou pfimku. Vysledny moment silové dvojice nezdvisi na bodu, vzhledem k némuz jej
uréujeme (srv. dloha 6.).

z

1

Obecné nelze soustavu sil {F;, 7} nahradit ekvivalentni soustavou {F, 7}, kde F=SF afje
1

N
polohovy vektor vhodného bodu spliwjici vztah 7 x F = 3.7 x F;. Skuteéné, oznac¢ime-li
=1

—

F=(F, Fy, F),, M=Y xF=(M,y,M,M),, (10.27)

M

=1

dostavdme pro 7 = (z, y, z), soustavu rovnic

yF, —zF, = M, (10.28)
:F,—xF, = M, (10.29)
oF,—yF, = M, (10.30)

V piipadé obecné volby M,, M,, M, nemusi mit tato soustava FeSeni. Vynasobime-li totiz prvni
rovnici Fy, druhou F), a seCteme, vychézi

~F, (zF, — yFy) = FyM, + F,M,. (10.31)

Na levé strané dostdvame levou stranu tieti rovnice vyndsobenou —F,. Aby soustava méla feSeni,
je nutné a stadi, aby platilo
FeMy + FyM, = —F,M,. (10.32)

Tteti rovnice je potom zavisld a vhodnych ptsobist sil F' je nekoneéné mnoho (lezi na primce).

S vn&j$im silovym piisobenim souvisi pojem rovnovdha tuhého télesa. Rekneme, Ze tuhé téleso

Nev s s

je v rovnovaze, pravé kdyz jsou vysledna vnéjsi sila i vysledny moment vnéjsich sil nulové vektory
(srv. tloha 6.), tj.

N N
F=Y"F =0, M=Y"7xF=0 (10.33)
=1 i=1

Zatimco hmotny bod se v pripadé, Ze vyslednice pisobicich sil je nulova, pohybuje rovnomérné
pfimocare, tuhé téleso muze pfi splnéni podminek rovnovihy vykondvat i pomérné sloZité pohyby
(paragraf 10.2 B)).
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D) Otéc&eni tuhého télesa kolem pevné osy

Specidlnim, avSak Casto realizovanym pohybem je oticeni tuhého télesa kolem pfimky, kterd ve
zvolené vztazné soustavé S neméni svoji polohu. Takovou primku nazyvame pevnou osou.
Vsimnéme si nejprve nejjednodussiho typu tuhého télesa: trojice bodu P, Q a R neleZicich
v pfimce. Osa ota¢eni necht prochazi body P a Q. Bod R se pak pohybuje po kruZnici se stiedem
na ose otadeni tthlovou rychlosti & (obr. 10.1), ktera souvisi s jeho momentem hybnosti vztahem

—

L=Fxp=m((Fx0) =m[fx @ x7). (10.34)

Budeme-li bez Gjmy na obecnosti pfedpokliadat, Ze osa z soustavy S je souhlasné rovnobédzna
s vektorem thlové rychlosti, plati pro slozky polohového vektoru, vektoru ihlové rychlosti a vektoru
rychlosti bodu R

F(t) = (), y(1), 2)s,  B(D) = (0,0, w(t)s, (10.35)

T)=d () x7(t) = (—~y(t)w(t), z(t)w(t), 0),. (10.36)

Pro slozky momentu hybnosti bodu R potom (jiZ bez vyznaleni ¢asovych zivislosti) vychazi

L= (—ma:zw, —myzw, mr_zl_w)s, (10.37)

Ty =/z2+ y? (10.38)

je velikost primétu polohového vektoru 7 do roviny kolmé k ose otaceni.

kde

Obr. 10.1. K otifeni tuhého télesa kolem pevné osy

Oznaéme F vyslednici vnéjsich sil pisobicich na bod R a .ﬁp, ﬁQ vyslednice vnéjsich sil pisobi-
cich na body P, Q (obr. 10.1). Polohové vektory bodii P a @ necht jsou rp a 7g. Protoze se body
P a @ vzhledem k soustavé S nepohybuji, ma druha impulzové véta (10.13) pro téleso P, Q, R
tvar .

. AL S L L o
AI%QOEZTPXFP—'_TQXFQ-FTXF' (10.39)

Zménu thlové rychlosti bodu R (a tim i celého télesa tvofeného body P, @, R) v zavislosti

na vn&jsim silovém pusobeni uréime porovnanim t¥etich sloZek posledni rovnice. (K prvnim dvéma
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slozkdm se vratime v paragrafu 10.1 E).) PonévadZ vektory momentl sil Fp a ﬁQ (vzhledem
k poéatku soustavy S) lezi v rovindch rovnobéznych s rovinou z = 0, vychdzi

Aw =
2 lim — = (7 10.40
et im, g = (7). (1040

kde (7 x ﬁ) 2 je z—ova slozka momentu sily F. Pravou stranu tohoto vztahu upravime do piehled-
n&jstho tvaru rozkladem jednotlivych vektort do sméru osy otaceni a do roviny kolmé k ose otaceni.
Prislusné priméty opatfime indexy || a L. Plati

(7x F)_= (7 +70) x (B + Fi)) = (fxF.) . (10.41)

Dosadime-li déle
F|, = F,7+ F,1, (10.42)

kde F., F, jsou slozky vektoru F':L ve sméru teény a ve smdru normdly k trajektorii bodu R,
dostévame

(Fx F) =(fLx F.7), = Fr.. (10.43)
¥4
Slouéeni predchozich vysledkt vede k zavéru
Aw
2 lim — = 10.44
mrl limy Ry = P (1049

ktery je ve shodé& s oéekdvanim, nebot zménu hlové rychlosti bodu R miiZe zpusobit pouze primét
sily F' do sméru teény k jeho trajektorii?.

Zobecnénim predchoziho postupu na tuhé téleso tvofené n hmotnymi body a uvdzenim, Ze
tihlova rychlost je véem témto bodim spoleéna, ziskame pohybovou rovnici otdcivého pohybu tuhého
télesa kolem pevné osy

Aw
im =2 = Je = 10.48
T A A =T M (104
Veli¢ina .
J =Y mir} (10.49)
=1

zde charakterizuje rozloZeni hmotnosti télesa vzhledem k dané ose a nazyva se momentem setrvac-
nosti télesa vzhledem k ose otdceni>. Vyraz

M=y (7 F) = S Pt (10.50)
1=1 1=1

nezavisi na konkrétnim umisténi pocatku soustavy S na dané ose, a proto se nazyva momentem
vnéjsich sil vzhledem k ose otdcend.

*Na bod R piisobi kromé& vn&jii sily F také bod P silou FP® a bod @ silou FOF, Sily FF® a FQR jsou vnitfnimi
silami tuhého t&lesa tvofeného body P, @, R. Vyslednice sil piisobicich na bod R je tedy

Fogq = F + FPR 4 FOR, (10.45)
Ponévadz jsou sily FP® a FOF centralni, tj. maji smér spojnice uvazovanych bodd, plati v kazdém okamziku
FPR FRR — . (10.46)

Zménu Ghlové rychlosti bodu R proto skuteén& miiZe zplisobit pouze pramét sily F do sméru te¢ny k jeho trajektorii.
Dale plati
Fy + F‘"PR + F'"QR =0, (10.47)
nebot bod R se ve sméru osy otaleni nepohybuje (vazebni podminka). Vyslednice sil piisobicich na bod R tedy lez
v roviné jeho kruznicové trajektorie a méa obecné nenulovou teénou i normalovou slozku (srv. paragraf 6.1 B)).
*Hodnoty momentii setrvatnosti pro vyznacné osy nékterych homogennich t&les jsou uvedeny v tabulkéch.
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Zname-li moment setrvacnosti Jy tuhého télesa o hmotnosti m pro nékterou osu prochazejici
jeho stfedem hmotnosti, miZeme zjistit také moment setrvacnosti J télesa vzhledem k ose, ktera
je s ni rovnobéZna a lezi ve vzdalenosti d, podle vztahu

J = Jo +md>. (10.51)

Toto tvrzeni je znamé jako Steinerova véta. Jeji dikaz je pfedmétem tlohy 10.
Prostfednictvim momentu setrva¢nosti lze vyjadrit kinetickou energii ota¢ivého pohybu tuhého

télesa. Plati o "
1
Ex = Z miv? = Z m; (wrig)? = EJw2. (10.52)
i=1 i=1

B —
DO =

Pohybovou rovnici (10.48) je moZné odvodit také uvaZenim skutenosti, Ze zména kinetické energie tuhého
t&lesa je rovna celkové praci vnéjsich sil. Praci oviem konaji pouze priméty vnéjsich sil do smé&ru tecen k trajek-
toriim jednotlivych bodd télesa, proto

n n 3 n
AEy = Z (Fir7i) AT; = Z Fi;As; = Z Firrii Ap = Z Firril wAt = M wAt pro At — 0.
i=1 i=1 i=1 i=1
(10.53)
Soutasné plati p¥i zanedbani Elenu (Aw)?
1
AEy, = EJ [(w + Aw)? — w2] = JwAw pro At — 0. (10.54)

Porovnéni poslednich dvou vztahtt déva rovnici (10.48).

V nésledujicich dvou pfikladech ukazeme aplikaci dosavadnich zavért na konkrétni jednoduché
situace.

PRIKLAD 1.

Uréete zrychleni téles o hmotnostech m;, mg, kterd jsou spojena ohebnym vldknem pfes valcovou
kladku o hmotnosti m a poloméru r. Jaké sily napinaji svislé ¢asti vlakna? Moment setrvaénosti
véalce vzhledem k jeho ose symetrie je J = %mr2. Predpokladejte, ze vlakno mé neproménnou délku
a zanedbatelnou hmotnost. Odpor prostiedi neuvazujte.

RESENT:

m
_}’1 r _}’2
R T,
RN
m, [:] FGZ
Fo,

Obr. 10.2. Soustava téles spojenych vldknem pies kladku
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Na télesa plisobi tihové sily Fai = mig, Fga = mag a tahové sily vlékna Ti, Th. Podle tietiho
Newtonova zdkona pisobi télesa na vldkno stejné velkymi, ale opa¢né orientovanymi silami —77,
—T. Sily =T}, —T) jsou pak ekvivalentni sildm, jimiZ vldkno piisobi na kladku* (obr. 10.2).

Kladka ptisobi na &4sti vldkna, s nimi# je v kontaktu, statickymi tfecimi silami. Pfedpoklddame-li, Ze hmot-
nost vlékna je zanedbateln4, tj. myisxno — 0, musi byt vzhledem k (10.7) a (10.13) vyslednice i vysledny moment
sil, které na né& ptisobi, nulovymi vektory. Soustava tfecich sil, jimiZ na vlakno pisobi kladka, tedy musi byt ekvi-
valentni silam ﬁ, Th. Podle tetiho Newtonova zikona pak piisobi vldkno na kladku soustavou tfecich sil, kterd

je ekvivalentni silam ~Ty, —Tb.

Pohybové rovnice pro stfedy hmotnosti téles (tj. formulace prvn{ impulzové véty (10.7)) a pohybova
rovnice pro otalivy pohyb kladky kolem jeji osy symetrie maji skalarni tvar

miay = myg-—T, (10.55)

meag = Th —mag, (10.56)
1

Je = Emr26 =Tir — Tor. (10.57)

Protoze m4 vldkno podle pfedpokladu v zadani neproménnou délku, ma zrychleni obou téles stejnou
velikost, tj.
ay = az = a. (1058)

Soucasné mezi zrychlenim téles a ihlovym zrychlenim kladky plati vztah

e=2. (10.59)
Dosazenim (10.58) a (10.59) do (10.55) — (10.57) obdrZime soustavu tf{ rovnic pro tfi nezndmé
veli¢éiny a, 71 a Tb. Jejim feSenim (napiiklad seétenim prvni rovnice s druhou a dosazenim za

(Ty — T3) ze tfeti rovnice) ziskdme vysledky

2 (my — mo)
_ 10.60
4 2(m1 +mg) +m g ( )
4mg +m
T = , 10.61
! 2(mp +mg)+m myg ( )
4
T, = MAM g, (10.62)

2(m1 +m2)+m

Diskuze vysledkii: Pfedpokladejme, Ze soustavu uvolnime z klidu, tj. po¢atecni rychlosti obou téles
jsou nulové. Potom:

e pro m; > my je a > 0 a téleso o hmotnosti m klesa,

e pro m; < mo je a < 0 a téleso o hmotnosti m; stoupi,
e pro m; = mg je a = 0 a obé télesa zistavaji v klidu.

Vsimnéme si, ze pro m # 0 a my # my plati T} # T5. Pro m — 0 je potom T} — T5.

*Piedpokladéme natolik velké tfeni, Ze vldkno po obvodu kladky neprokluzuje.

112



PRIKLAD 2.

Vélec o hmotnosti m a poloméru r se vali z nejvy$siho bodu naklonéné roviny o vySce h a thlu
sklonu a. Uréete rychlost jeho stfedu hmotnosti na konci naklonéné roviny. Moment setrvaénosti
valce vzhledem k ose jeho symetrie je J = %mr2. Odpor vzduchu zanedbejte.

RESENT:

1. zpiisob: Pohyb vélce lze povazovat za sloZeni pohybu jeho stfedu hmotnosti a otédeni kolem
vodorovné osy prochézejici sttedem hmotnosti.

Na vélec ptisobi ve stfedu hmotnosti (t&zisti) tihova sila Fg = mg (srv. str. 108), v bodech
dotyku s naklonénou rovinou pak tlakova sila N a tieci sila Fy (obr. 10.3). Prvni impulzova véta
pro pohyb stfedu hmotnosti vélce a druhd impulzové véta formulovana v soustavé stfedu hmotnosti

(srv. str. 106) maji skalarni tvar

ma = mgsina— Fr, (10.63)
0 = —mgcosa+ N, (10.64)

1
Je = §mr26 = Fpr. (10.65)

Predpokladame-li, Ze valec po naklonéné roviné nepodkluzuje, plati mezi zrychlenim jeho stfedu

hmotnosti a Ghlovym zrychlenim otacivého pohybu vztah
a

£=-. (10.66)
Z (10.63), (10.65) a (10.66) vychazi
2 .

a=zgsina= konst. (10.67)

Uzitim kinematickych vztaht pro rovnomérné zrychleny pohyb s nulovou poéateéni rychlosti

h 1,
= t = = —

v = at, l P, 2at (10.68)

pak dostaneme pro rychlost stfedu hmotnosti valce na konci naklonéné roviny vysledek

[gh
v =2 %. (10.69)

Poznimka: Ziskany vysledek plati pouze za pfedpokladu, Ze valec po naklonéné roviné nepodklu-
zuje. V takovém piipadé je sila F; statickou tfeci silou a jeji velikost je omezena podminkou

Fr < N fo, (10.70)

kde fo je koeficient statického tfeni mezi valcem a naklonénou rovinou. Kombinaci pfedchozich
vztaht dostdvame podminku, za niz valec nepodkluzuje, ve tvaru

tan o

3 (10.71)

1
Fszgsina—ma:gmgsinaSNf():mgcosafo = fo >

«

Obr. 10.3. Pohyb vilce po naklonéné roving
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2. zpitisob: Pfedpokladame-li, e valec nepodkluzuje, jsou body jeho dotyku s naklonénou rovinou
v klidu a statick tfeci sila Fr nekon4 préci. Pro pohyb vélce tedy plati zdkon zachovani mechanické
energie ve tvaru (srv. uloha 13.)

%mv2 + %Ju}2 = mgh. (10.72)
Dosazenim J = imr? a w = Y dostaneme po upravé opét vysledek (10.69).

o

E) Volné osy

Vratme se k prvnim dvéma slozkdm druhé impulzové véty (10.39). Zobecnénim na téleso tvoiené n
hmotnymi body pro né plati (viz téz (10.37))

A(imiaxiziw)

- fim — = = M+ MY, (10.73)
A (X miyiziw)

= ey v A (1074

kde jsme oddglend oznadili M vysledny moment vnéjsich sil (vzhledem k pocatku soustavy S),
jimiZ na téleso plisobi osa otideni, a M1 vysledny moment ostatnich vné&jsich sil. Limitni pfechody
v poslednich dvou vztazich mtzeme jiZz zndmym zplisobem rozepsat a upravit. Protoze se z-ové
soufadnice jednotlivych bodu télesa neméni, vychazi

n n
- (meimzz) w — (Zmlxzzl> g = M;: + M;I, (10.75)
i=1 =1
n n
- (Zmiviy Zi) w — (Zmlyzzz> g = M;, + M; (10.76)
=1 =1

a dosazenim za slozky rychlosti jednotlivych bodl ze vztahu (10.36) potom

n
(Zmzyzzz) w” — (Em 1'121) = Mé + M;;I, (1077)

i=1
n
2
- Zmimizi w” — Zmiyizi £
=1 =1

Pro zadané silové ptisobeni (znamé4 hodnota M™) mtZeme z (10.77) a (10.78) vypoéitat slozky vy-
sledného momentu M sil, jimiZ na t&leso pisobi osa otafeni. Tento moment je vzhledem k ¢asovym
zavislostem soufadnic z; a y; obecné proménny, tj. méni smér i velikost. Podle tietiho Newtonova
zékona pak pusobi téleso na osu silami se stejné velkym, ale opa¢né orientovanym vyslednym mo-
mentem, a obecné tak zpusobuje opotiebeni jejich lozisek.

M} + M. (10.78)

Ve specialnim pfipadé, kdy je jedinym objektem piisobicim na téleso osa otaceni, maji impulzové
véty pro pohyb stfedu hmotnosti télesa a pro otaceni télesa kolem osy tvar

n n

magz = F;> (Z miyizi) w? — (Z mzmlzz) €= M;, (10.79)
=1 =1
n n

magy = Fy, - (Emiwizi) w? — <Zmiyizi> e =M, (10.80)
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n
mag, = Fy, (Zmzrfl) e=0, (10.81)
=1

kde F' je vyslednice vnéjsich sil, jimiz na téleso ptisobi osa. Nema-li byt osa v pribshu pohybu
télesa nikterak namdahéna, tj. .
F'=0, M'=0, (10.82)

je nutné a staci, aby v kazdém okamziku platilo

agr = 0, agy = 0, agy; = 0 (1083)
a soucasné
n n
> miziz =0, > miyiz; = 0. (10.84)
i=1 i=1

Podminky (10.83) vyjadfuji skutecnost, Ze stied hmotnosti télesa leZi na ose otdéeni (jeho kruz-
nicova trajektorie degeneruje v bod) a je v klidu, podminky (10.84) se vztahuji k rozloZeni hmot-
nosti télesa (v daném okamziku) vzhledem k ose otaéeni. P¥i soudasném splnéni podminek (10.83)
a (10.84) nemusi byt osa ot4ceni fixovina Z4dnymi vazbami a nazyva se proto volnou osou. Piikla-
dem volnych os jsou osy symetrie rota¢nich téles.

Vsimnéme si situace, kdy na téleso kromé osy otaceni pisobi je$§té homogenni tithové pole Zemé.
Potom plati

n n
Mmagy = F;: + Fay, (Zmzyzzl) w2 — (Zmzxzzz> = Mé + MGz, (10.85)
=1 i=1
n n
magy = F; + Fgy, - (Zmimizi> w? - (Zmiyizi> €= M; + Mgy, (10.86)
=1 i=1
n
mag, = FZI + FGz) (meﬁ) E= MG27 (1087)
=1

kde Faz, Fay, Fg, jsou slozky vyslednice tihovych sil, umisténé do stfedu hmotnosti télesa, a Mg,
Mgy, Mg, jsou slozky momentu této sily (vzhledem k pocatku soustavy S). ProtoZe v kaZdém
okamziku plati ag; = 0, je z levého vztahu v (10.87) patrné, e sila F', kterou pisobi osa otaceni
na téleso, je obecné nenulova.

Ve specidlnim pfipadé, kdy stfed hmotnosti télesa lezi na ose otaceni, kterd je svisld, plati
Mgz = Mgy = Mg, = 0. Pokud jsou navic splnény podminky (10.84), neni osa otadeni vystavena
74dnému momentu sil®. P¥esto je nutné osu alespoii v jednom bodé& upevnit a zajistit tak existenci
vazebni sily F'= —ﬁg, nezbytné pro zaruceni neménnosti vysky stfedu hmotnosti télesa nad pevné
zvolenou vodorovnou rovinou.

V praxi byva pfirozené snahou konstruovat otacivé ¢asti pristroju tak, aby osa otaleni byla na-
mahéina pouze tihou télesa a Zddnymi momenty sil, tj. aby byly splnény podminky (10.84) a (10.84).
Koneéné jemné doladéni parametrti soustavy tak, aby byly uvedené podminky splnény co nejlépe,
se provadi experimentalné a nazyva se vyvaZovdnim (napf. [9], [17]).

F) Otéceni tuhého télesa kolem pevného bodu

V predchozim paragrafu jsme se zabyvali otd€enim tuhého télesa kolem pevné osy. RozloZeni hmotnosti t&lesa
vzhledem k ose jsme pritom charakterizovali ¢asov€ neproménnym momentem setrvagnosti. Nyn{ si v§imneme
otaleni tuhého t&lesa kolem pevného bodu. ProtoZe pevnym bodem muize prochizet nekoneéné mnoho os otafeni
(srv. prvni odstavec oddilu 7.5), bude nutné charakterizovat rozloZeni hmotnosti v té&lese obecn&j$im zpisobem.
K nalezeni této charakteristiky opé&t vyjdeme ze vztahu pro (celkovy) moment hybnosti t&lesa.

5V literatufe se nékdy i takové osy ozna&uji jako volné.
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Volime-li spole¢ny po&atek soustav S a S’ v pevném bodg, plati pro rychlost i-tého bodu t&lesa vztah
U = d X 7, (10.88)

kde & = (w1, we, w3)g je okamZitd Ghlova rychlost t&lesa. Potom

n n n
L= fxp=Y m(Exa)=Y mlfix@x). (10.89)
i=1 i=1 i=1
Provedenim vektorovych soudinii na pravé strand posledniho vztahu vychdzi pro slozky momentu hybnosti t&lesa
Ly = Jzgwz + Jgywy + Jzzwsz, (1090)
Ly, = Jyswz + Jyywy + Jyzw2, (10.91)
L, = Jiwz + Joywy + Jzzwz, (10.92)
kde jsme zavedli oznaceni
n n
Jow = Zm, (v? +22) , Joy = — Zmiwiy,‘ = Jyz, (10.93)
=1 =1
n n
Jyy = Z mi (.’L‘? + ZIZ) » Jyz =~ Z m;y;zi = Jzy, (10'94)
i=1 =1
n n
Jo =y mi(a?+u?), Joz == migizi = Jiz (10.95)
i=1 i=1

Soubor veliin (J;;), kde za i, j postupné dosazujeme indexy x, y a 2z, nazyvame tenzorem momentu setrvacnosti
tuhého télesa nebo kritce jen tenzorem setrvacdnosti®, vyjad¥enym v soustavé S. Jeho slozky J;; jsou vzhledem
k Zasovym zavislostem sloZek vektord 7; a & obecn& funkcemi asu. Vyjidfime-li v8ak slozky vSech vektort
vystu7pujic1'ch v (10.89) v soustavé S’ = (O';2',y',2') spojené s t&lesem, dostaneme stejnym postupem jako
drive

L, = Jyawp+ Jp,wy + Jowh, (10.96)
Ly, = Jyewp +Jywy +Jy,0%, (10.97)
L, = Jw,+Jw,+J.w;, (10.98)
kde
n n
Too = > mi(yi?+27), Jh, = - Zmiz;yg =J., (10.99)
=1 =1
n n
J;y = Zﬂh (.’l}fL2 + 222) , J;z = - Zmiygzé = J;y s (10.100)
i=1 1=1
n n
J, = Zmi (:1:1.2 +y22) , J, = Zngg;z: =J., (10.101)
i=1 i=1

a prislunost sloZek jednotlivych vektord k soustavé S’ jsme vyzna&ili &arkou. SloZky tenzoru setrvacnosti szj jiz
nejsou zavislé na &ase a poskytuji tak poZadovanou informaci o rozloZeni hmotnosti t&lesa vzhledem k pevnému
bodu. Tato informace je pfitom vazina na soustavu S’.

Slozky J!, tenzoru setrvainosti maji s pfihlédnutim k (10.49) vyznam momentd setrvagnosti t&lesa vzhledem
k pfisluinym osam i. Ostatni slozky J;j pro i # j vystupuji ve vztazich pro vysledny moment sil, jimiZ ot4ejici
se t&leso piisobi na pevnou osu, a proto se nazyvaji deviadnimi momenty (srv. pfedchozi paragraf a uloha 16.).

Prostfednictvim sloZek tenzoru setrva&nosti se vyjadfuji nejen slozky momentu hybnosti, ale také kinetickd
energie télesa

1
Ex=9 -mpv?=- Zm,- @ x 75)?. (10.102)

®Doposud jsme se setkévali pouze se skaldrnimi a vektorovymi velidinami. Ve fyzice se v8ak Casto vyskytuji také
tenzorové veliciny, které maji vice slozek (jejich definice p¥ekraluje st¥edoskolsky ramec, a proto ji ponechdme stra-
nou). Jednou z takovych veliin je tenzor setrvaénosti.
"Zdtraznéme, 7e zde vyjadiujeme slozky vektor@s L, 7 a &, které charakterizuji pohyb tuhého t&lesa vzhledem
k soustavé S, ve dvou rliznych soustavich S a S’ (srv. se skute€nosti, Ze napfiklad moment hybnosti tuhého télesa
vzhledem k soustavé S’ je nulovy vektor).
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Vyjadfenim sloZek vektoril & a 7; v soustavé S’ a provedenim vektorovych soudinti pro ni ziskdme vztah

1 1 1
Ey = —2—J;Iw;2 + §J;yw;2 + EJ;zwgz + Ty whwy + Jp wiwh + Jhwhw) . (10.103)

Zname-li slozky tenzoru setrvagnosti vzhledem k soustavé S’, mlZ¥eme uZitim (10.103) stanovit moment
setrvagnosti J télesa vzhledem ke kterékoli ose, kterd prochazi pofatkem soustavy a je urlena vektorem 7 =
= (u;, Vy, V;)s" Délenim vztahu

1 1
—J w4 an”w'zz + Ty wpwy + Iy wywy + Iy whw! (10.104)

1 2
Ekzé‘]wzz J;zwg;+2yyy y zz%Wz Wz

1
2
’ ! '
veli¥inou w? a uvaZenim, ¥e U = + (%ﬁ R %1’- , w—“—f ) , kde znaménka =+ souviseji s dvoji moZnou orientaci vektort
SI
vV a &, dostavame
J=J 4 J{!yuglz + IV + 20 v + 20y, vV, + 205, V5V (10.105)
Vztah (10.103) pfedstavuje v soustavé soufadnic, na jejiZ osy nanéSime hodnoty veli¢in w}, w}, a w}, rovnici
kvadratické plochy. Bez diikazu zde uvedeme, Ze vidy existuje takova soustava soufadnic (spojend s t&lesem),
v niZ mé (10.103) kanonicky tvar
1 1 1 . .,
Ey = EJ;wwf + -Z-J;yw;ﬁ + -2-J;zw'z2, tj. J; =0 pro i#j. (10.106)
Kvadratickd plocha (10.103) je tedy elipsoidem. Nazyvame jej elipsoidem setrvacnosti télesa vzhledem k pevnému
bodu (terminologie vSak neni zcela jednotnd).
Osy soustavy S’, v niZ plati (10.106), nazyvame hlavnimi osami setrvaénosti a velitiny J;i hlavnimi momenty
setrvacnosti. Pfi otddeni t&lesa kolem i—té hlavni osy potom podle (10.96) — (10.98) plati vztah

L=J.3, (10.107)

ktery vyjadfuje rovnobézZnost vektord L a @. Pokud se té&leso ot4&i kolem jiné neZ hlavni osy, jsou vektory Law
riznob&zné. Hlavni osy setrvanosti prochazejici stfedem hmotnosti télesa jsou osami volnymi (tloha 16.).

Priib&h otaleni tuhého t&lesa kolem pevného bodu je matematicky popsdn druhou impulzovou vétou (10.13).
Situace je viak pomé&rn& komplikovand, nebot slozky vektoru momentu hybnosti (10.90) — (10.92) ve vztaZné
soustavé S jsou obecné funkcemi Casov€ promé&nnych poloh jednotlivych bodu télesa, které se vyjadfuji prostied-
nictvim hledané velitiny o. Toto uskali 1ze obejit a odvodit rovnice, které uvadgji do souvislosti zmé&ny slozek w;
tthlové rychlosti t&lesa, konstantni sloZzky ij jeho tenzoru setrvalnosti a slozky M vysledného momentu vn&j-
gich sil, viechny vyjadfené v soustavd S’ (tzv. Eulerovy dynamické rovnice, napf. (3], [17], [26]). Postup pfi
feSeni Eulerovych dynamickych rovnic, vedouci k nalezeni zavislosti w) na Case, ale pfekratuje stfedogkolsky
ramec, a proto si v dal$im oddile vS§imneme pouze nékterych — prakticky dileZitych — typt pohybu tuhého t&lesa.
Nejprve oviem zafadime kratkou pozndmku o oté€eni tuhého t&lesa kolem rdznobé&Znych os.

G) Otéceni tuhého télesa kolem ruznobé&Znych os

Uvazme dv& riznob&Zné osy otéfeni Op, Oz, které jsou urleny pevnym bodem télesa a jednotkovymi vektory
71, U2. Otodme téleso nejprve kolem osy O1 o velmi maly Ghel Ap; — 0 a nésledn& kolem osy O3 o velmi maly
thel Apz — 0. Oznatime-li 7o plivodni polohovy vektor vybraného bodu télesa v soustavé S, budou polohové
vektory tohoto bodu po provedeni prvniho a druhého oto&eni postupné& {obr. 10.4)

1 = fo+(Ag1ih X 7o), (10.108)
o = T+ (A<p2172 X 71) . (10.109)
v,

0:=0

Obr. 10.4. K ureni polohového vektoru vybraného bodu tuhého télesa po otoleni kolem pevné osy
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Spojenim (10.108) a (10.109) dostavame pfi zanedbani vyrazu obsahujiciho Api Apz vztah pro zménu polohového
vektoru vybraného bodu télesa po provedeni obou otoéeni

A7 =72 — 7o = (Ap171 + Apaiiz) X To. (10.110)

Tenty# vysledek dostdvdme také zdmé&nou pofadi obou otoéeni, tj. nejprve otofenim t&lesa kolem osy Oz o thel
Aps —+ 0 a nasledné kolem osy @7 o tihel Ap; — 0. Vidime, Ze sklddani oto&eni t&lesa kolem riznob&znych os
o velmi malé hly je, na rozdil od sklddani otoZeni o obecné uhly (srv. oddil 7.2), komutativni. V tomto smyslu
tedy miZzeme povaZovat otéfeni télesa kolem os O; a O2 za soufasni. Vyslednd zmé&na polohy télesa potom
odpovida otoleni kolem osy urené pevnym bodem a jednotkovym vektorem 7 o thel Ay tak, Ze plati

Apd = Ap171 + Apaide. (10.111)

Délime-1i posledni vztah délkou ¢asového intervalu At — 0, po ktery obé& soutasn& chipand otaceni probihala,
dostavame souvislost mezi vyslednou tihlovou rychlosti a dil¢imi thlovymi rychlostmi t&lesa kolem jednotlivych
0s

@ = @1 + da. (10.112)

—~

Naopak, ota¢i-li se téleso kolem okamZité osy otafeni uhlovou rychlosti &, miZeme jeho pohyb povaZovat za
soutasné otifeni kolem rfiznob&Znych os diléimi Ghlovymi rychlostmi, které jsou uréeny priméty vektoru & do
téchto os.

K procviéeni pojmi a zavéra tohoto oddilu zafazujeme nasledujici soubor uloh.

Ulohy:

1.

Uvedte konkrétni piiklady téles riznych skupenstvi, ktera

a) lze povaZzovat za tuhd,
b) nelze povazovat za tuha.

. Uvedte konkrétni priklady téles, ktera za jistych okolnosti lze povaZovat za tuhd, kdezto za

jinych okolnosti se jako tuha nechovaji.

3. Uvedte konkrétni priklady posuvnych, ota¢ivych a obecnych pohybt tubych téles.

*7.

. Dokazte, Ze stfed hmotnosti télesa je uréen nezavisle na zptsobu volby vztazné soustavy.

Néavod: Uvazte dvé obecné zvolené vztazné soustavy. Presvédcite se, Ze polohové vektory de-
finované v kazdé z nich vztahem (10.5) urcuji tentyz bod.

. UkaZte, Ze pokud jsou v jisté vztaZné soustavé S pro dvé soustavy redlnych sil {F’i", 72},

{FP, 7%}, kde i € {1,2,---, N =1, N}, j € {L, 2,---, M = 1, M}, splnény podminky
(10.21), pak jsou splnény také v kazdé jiné soustavé S.

~N
. Ukaite, %e pokud pro soustavu sil {F;, 7}, kde i € {1, 2, ---, N — 1, N'}, plati 3" F;= 0, pak

=1
vysledny moment sil F; nezavisi na volbé bodu, vzhledem k némuz jej uréujeme. Plati také
obracené tvrzeni?

Pozndmka: Uvedend véta ma vyznam pfi popisu rovnovahy tuhého télesa, kdy je vysledny
moment vnéjsich sil stejny vzhledem k libovolnému bodu.

Homogenni Zebfik o hmotnosti m a délce | je opfen o stény podle nésledujiciho obrazku.
Koeficient statického tfeni mezi Zebfikem a ob&ma sténami je fo. Jakych hodnot miiZe nabyvat
uhel a, aby zebtik nesklouzl?
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*10.

11.

*12.

13.

*14.

15.

Diskutujte vliv sily F na otacivy pohyb tuhého télesa kolem pevné osy pro ob& znaménka
slozky F; (srv. str. 110).

Vysvétlete, pro¢ moment setrvac¢nosti homogenniho rota¢niho valce vzhledem k jeho ose sy-
metrie nezdvisi na vysce valce.

DokaZte Steinerovu vétu.

Navod: Zavedte vztaZnou soustavu s poéatkem ve stfedu hmotnosti télesa a s osou z totoZnou
s danou osou otafeni. Vyjaddrete moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose s ni rovnobéZné
a lezici ve vzdalenosti d. VyuZijte pfitom definiéniho vztahu pro polohovy vektor stfedu
hmotnosti télesa.

Popiste pohyb téles z piikladu 1. za predpokladu, Ze v po¢ateénim okamzZiku téleso o hmot-
nosti m1 klesd rychlosti o velikosti vg. V8imnéte si zvlast pripadd m; > ma, m1 = mo
am; <mg.

Urcete zrychleni téles o hmotnostech my, mo, kterd jsou podle nasledujiciho obrazku spojena

vldknem pres stejné valcové kladky o hmotnosti m a poloméru r. V1dkno je ohebné a ma
neproménnou délku a zanedbatelnou hmotnost. Odpor prostiedi neuvazujte.

Odvodte vztah kinetickou energii tuhého télesa

1 1
Ey = imv2 + iJwQ,

kde v je rychlost stfedu hmotnosti télesa, w je thlova rychlost télesa kolem osy prochazejici
stfedem hmotnosti a J je moment setrva¢nosti télesa vzhledem k této ose.

Néavod: Vyjdéte ze vztahu Fy = % > m;v?. Naleznéte souvislost mezi rychlosti i—tého bodu

i=1
télesa, rychlosti stfedu hmotnosti a Ghlovou rychlosti télesa.

Predpokladejte, Ze valec z pfikladu 2. pfi pohybu po naklonéné roviné podkluzuje. Urlete
rychlost stfedu hmotnosti vadlce na konci naklonéné roviny

a) uZitim impulzovych vét,
b) uZitim zdkona zachovéani energie.

Jaké je tihlové zrychleni vilce? Jakou praci vykond na draze [ treci sila? Koeficient dynamic-
kého tfeni mezi valcem a naklonénou rovinou je f.

Vyjadiete kinetickou energii tuhého t&lesa, které se oti¢i kolem pevného bodu, prostfednictvim sloZek J;; tenzoru

setrvacnosti a sloZzek w; ihlové rychlosti télesa, vyjadienych v soustavé S.
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*16. DokaZte, Ze hlavni osy setrva&nosti prochdzejici stfedem hmotnosti tuhého télesa jsou volnymi osami.

Névod: Predpoklddejte bez ijmy na obecnosti, Ze osa otageni splyvé s osou z = z’ soustav S i S’ se spolednym po&dtkem
v pevném bodg télesa. UkaZte, Ze plati

Joz =y =0 <= Jzz=Jy. =0

Poutzijte pfitom transforma&nich vztahd (paragraf 6.2 D))

' = x(t)cosp(t) +y(t)sinp(t),
y' = —z(t)sing(t) +y(t) cos p(t),
2 = oz

kde @(t) je uhel otoleni t&lesa v okamziku ¢.

10.2 Pohyb setrvaénikt

A) Setrvaéniky a jejich rozdéleni

V tomto oddile si viimneme popisu pohybu setrvaéniki. Setrvatnikem zde budeme rozumét takové tuhé téleso,
které se v jisté inercidlni vztaZné soustavé S = (O;x,y, z) ot4&{ kolem jejiho potatku. VztaZnou soustavu S’ =
= (O";2',y', 7'} spojenou se setrva¥nikem potom zavadime tak, aby platilo O’ = O a jeji osy odpovidaly hlavnim
osadm setrvacnosti. Podle rozloZeni hmotnosti délime setrvagniky na

o asymetrické, pro n&% jsou viechny tfi hlavni momenty setrva¢nosti réizné (délky poloos elipsoidu setrvac-
nosti jsou riizné),
e symetrické, pro n&Z jsou pravé dva hlavni momenty setrvalnosti stejné (elipsoid setrvanosti je rotanim
télesem),
e kulové, pro néz jsou vdechny hlavni momenty setrvalnosti stejné (elipsoidem setrva¢nosti je kulova plo-
cha) 8.
Podle typu vn&jsiho silového pisobeni pak zvla3t mluvime pouze o dvou specidlnich pripadech:

o bezmomentovém setrvacéniku®, pro n&jZ je vysledny moment vn&jsich sil vzhledem k pevnému bodu nulovy,

o tézkém setrvaéniku, ktery je upevndn mimo stfed hmotnosti (t8%i5t&) a jiné nez tihové sily a vazebni sila
v pevném bodé na né&j neptisobi.

Kvalitativnimu popisu pohybu uvedenych typit setrvaénikt se budeme v&novat v néasledujicich dvou paragrafech.
Vysledky, k nim% dospé&jeme, je vhodné demonstrovat na prostorovych modelech nebo pfibliZit prostfednictvim
po&itatovych programi (napf. {10], [22]).

B) Bezmomentovy setrvaénik

Typickym pfikladem bezmomentového setrvagniku je tuhé t&leso upevnéné ve stfedu hmotnosti (napfiklad v Car-
danové zavésu), na nd% kromé& vazebni sily ptsobi pouze homogenni tihové pole Zemé&.

Nejjednodus$im pohybem bezmomentového setrvaéniku je otad€eni kolem nékteré z hlavnich os setrvacnosti.
ProtoZe na tyto osy neptisobi #4dné momenty sil, nemusi byt jejich poloha — s vyjimkou uvaZovaného pevného
bodu - nikterak fixovdna (srv. paragraf 10.2 E)). Ota&i-li se tedy setrvatnik v potitetnim okamZiku kolem
n&které z hlavnich os, ot4&i se kolem ni i nadale. Tim je zcela popsin pohyb kulového setrvaéniku, jehoZ vSechny
osy jsou hlavni.

Popidme nyni obecng&jsi situaci. Pro bezmomentovy setrva¢nik je vysledny moment vnéjSich sil vzhledem
k pevnému bodu nulovy, proto podle druhé impulzové véty (10.13) plati

n
L= Z L; = konst. (10.113)
=1
a odtud uZitim (10.96) — (10.98)
2 2 2
L2=L2+ L2+ L2 = (Fwh) + (Thyw)y)” + (J.wh)” = konst. (10.114)

ProtoZe je vysledny moment vn&jsich sil vzhledem k pevnému bodu nulovy, zachovavéa se krom& kvadratu velikosti
momentu hybnosti také kinetickd energie setrvagniku, tj. (op&t uZitim (10.96) — (10.98))

2
Ly Ly o 1L 1L 1L
2 zZzZz7z

2 vy ™y =37 27 27, = konst. (10.115)
T vy

1
Ey, = EJ;mw’ﬁ +

8Kulovym setrvacnikem tedy miize byt nejen homogenni koule, ale také napfiklad homogenni krychle s pevnym
bodem ve stfedu hmotnosti (tloha 1.).
?Bezmomentové setrvagniky se v literatufe nékdy také oznacuji jako volné nebo bezsilové.

120



Zépisy (10.114) a (10.115) pfedstavuji v soustavé soufadnic, na jejiz osy vyné¥ime hodnoty L, L, a L, rovnici

kulové plochy o poloméru L a rovnici elipsoidu s poloosami a = \/ZJézEk, b= \/2J;',yEk; c=+/2J, Fy.ODbé&
tyto plochy maji spoleény stfed v poCatku soustavy soufadnic. Rovnice (10.114) a (10.115) pro slozky momentu
hybnosti LY, L; a L/, jsou splnény soulasng, a proto se kulova plocha s elipsoidem protind. Odtud dostidvame
podminky mezi kvadratem velikosti momentu hybnosti a kinetickou energii bezmomentového setrva¢niku

2‘]1,-ninEk < L? < 2JrlnaxEk’ (10.116)
kde
J;nin = min {J;z' ‘]gllw J;z}r Jx"na,x = max{Ja’,I, J;/yr J;z}' (10.117)

Pro symetricky setrvaZnik zpravidla volime osy soustavy S’ tak, aby platilo Jy, = J,, # J;,. Prisetnici
kulové plochy (10.114) s elipsoidem (10.115) je potom kruZnice leZici v roving kolmé k ose 2’ (s vyjimkou p¥ipadu,
kdy tato kruznice degeneruje v bod). Umistime-li po€atek vektoru L do pevného bodu O' = O, pohybuje se tento
vektor v soustavé S’ po plasti rota¢niho kuZele s osou z’. Plati tedy

L, = J, w!, = konst. = w!, = konst. (10.118)

2z z
Soutasné pro symetricky setrvadnik plati
L =J. wh, Ly, = Jp,wy. (10.119)

Tyto vztahy vyjadruji skutelnost, Ze priméty vektort Laddo roviny z’ = 0 jsou souhlasn& rovnob&zné,
tj. vektory L a & umist&né do bodu O’ = O a osa 2’ le#{ vidy v jedné roving. Vektor Ghlové rychlosti @ umistény
do bodu O’ = O se proto v soustavé S’ rovnéZ pohybuje po pladti rotatniho kuZele s osou z’. Ponévad? se oviem
vektor L v soustavé S neméni, pohybuje se sou¢asné vektor @ i osa 2z’ v soustavé S po platich rota&nich kuzeld
se spole¢nou osou uréenou vektorem L.

Pro asymetricky setrvagnik zde pouze uvedeme, Ze priseCnici kulové plochy (10.114) s elipsoidem (10.115)
je uzaviend kfivka, kterd neni kruZnicf (obr. 10.5). Pohyb takového setrva&niku je tudi podstatn& sloZit&jsi.

Obr. 10.5. Nakres priise¢nic kulovych ploch o réizném poloméru s elipsoidem (pfevzato z [18] a upraveno)

C) Tézky setrvaénik

Drive neZ pfistoupime k popisu pohybu té&Zkého setrvagniku, v&imné&me si vlivu nenulového momentu vné&jgich
sil na roztoCeny setrvatnik. UvaZujme pro jednoduchost o rotatné symetrickém té&lese, napriklad bicyklovém
kole, které se zpofitku ot&&i kolem své osy symetrie Ghlovou rychlosti . Moment hybnosti takového kola je

rovnobé&Zny s osou otaleni, tj. .
L=Jo, (10.120)

kde J je moment sgtrva_i;nosti kola vzhledem k ose symetrie. Pisobme nyni na osu kola po velmi kritkou dobu
At — 0 dvojici sil F, —F, jejichZ vektory leZi napfiklad v rovin& kolmé k papiru (obr. 10.6). Vysledny moment M
této dvojice leZi v roving papiru. Podle druhé impulzové vty (10.13) plati pro zm&nu vektoru momentu hybnosti
kola

AL=MAt pro At—0. (10.121)

Vidime, Ze vektor zmény momentu hybnosti AL je souhlasn& rovnob&zny s vektorem M, a proto se da osa kola
v roving papiru do pohybu ve smé&ru vyznafeném tetkovanymi Sipkami. Toto na prvni pohled pfekvapivé chovani
otalejicich se t&les byva nazyvano gyroskopickym efektem!®.

10Gyroskopem se nékdy oznaduje t&leso, které se velmi rychle ota&i kolem své osy symetrie (terminologie viak neni
jednotnd).
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Obr. 10.6. K vysvétleni gyroskopického efektu

Tézky setrvaénik je vystaven neustdlému vlivu momentu vysledné tihové sily, a jeho pohyb je proto obecné
velmi sloZity. Matematicky rozbor ukazuje, Ze z prakticky dtileZitych pf¥ipadd je moZné analyticky popsat pouze
pohyb t&Zkého symetrického setrvagniku, jeho% stfed hmotnosti leZi na ose symetrie elipsoidu setrva¢nosti. Timto
pfipadem se také budeme dale zabyvat, pFiem¥ op&t zvolime osy soustavy S’ tak, aby platilo Jg, = Jy, # J; .

Lze dokézat, Ze pohyb uvaZovaného setrvagniku je urfen sou€asné probihajicim otdenim setrva&niku kolem
osy 2’ (tzv. vlastni rotace setrvaéniku), periodickym pohybem vybraného bodu osy 2’ mezi dvéma rovnobé&zkami
kulové plochy se stfedem v pevném bod& (tzv. nutace setrvaéniku) a otaZenim osy 2z’ kolem svislé piimky
prochézejici pevnym bodem (tzv. precese setrvaéniku). Konkrétni parametry vlastni rotace, nutace a precese
jsou dény zpisobem, kterym byl setrva¢nik uveden do pohybu.

Zv143t jednoduché situace nastane tehdy, kdy# setrva&nik velmi rychle rozto&ime kolem osy 2’ a uvolnime.
Moment tihové sily je potom pouze malou poruchou, kterd v soustavé S’ nemize zptsobit p¥ili§ vyrazné zmény
vektoru okamZité thlové rychlosti. V kaZdém okamZiku proto miZeme s dobrou pfesnosti psat

L=J,a, (10.122)

tj. osa z’ _jﬁ téma&F totozna se smérem vektort & a L. Ponsvads je moment tfhové sily v kaZdém okamZiku kolmy na
osu 2’ || L a zmé&na vektoru momentu hybnosti setrvagniku je vZdy souhlasn& rovnob&zna s vektorem vysledného
momentu sil, pohybuje se osa 2z’ a tim i vektor L po plasti rota¢niho kuzele se svislou osou prochéizejici pevnym
bodem (obr. 10.7). Plati (srv. vatah (10.13))

AL

M= ~ = xL pro At—0, (10.123)

kde § je Ghlovd rychlost otdfeni vektoru L v soustavd S. Ozna&ime-li § thel, ktery svird vektor L se svislou
pfimkou a d polohovy vektor st¥fedu hmotnosti (t8%i§t8) setrva&niku, dostavame z pFedchoziho vztahu a z (10.122)
(srv. vztah (9.136))
mgd _ mgd
L~ JLuw,’
Podrobné&jsi rozbor ukazuje, Ze uvedeny zjednoduSeny popis pohybu rychle se otalejiciho t&Zkého symetric-
kého setrvacniku je adekvatni za pfedpokladu

Q= (10.124)

z

(J7,w) ?> 8J mgd. (10.125)

&

Obr. 10.7. K popisu pohybu t&zkého symetrického setrva&niku

Dodejme, Ze jako velky symetricky setrva¢nik, podrobeny vngjsimu silovému ptisobeni nebeskych objekti,
se pfiblizn& chové také samotnd Zemé&. Popis jejiho pohybu lze najit napt. v (5], [8] a [23].

Zavérem oddilu zafazujeme &tvefici tloh, ktera rozsifuje a prohlubuje nékteré ze zavéri uvedenych v textu.

Ulohy:

1. UZitim vztahu (10.105) ukaZte, Ze homogenni krychle ma vzhledem ke kaZdé ose prochézejici jejim stiedem
hmotnosti stejny moment setrvagnosti.
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2. Vysvétlete, pro¢ déleni setrvainikii na bezmomentové a t&zké nevyZerpava vSechny realizovatelné p¥ipady.

*3. Porovnejte velikosti vrcholovych hlé kuZeld, po nichZ se v soustavé S’ pohybuji vektory L a & bezmo-
mentového symetrického setrvaéniku, pro

a) J:,vz > Jie
b) Jip =i,
c) Jip < J.,.

*4. UvaiZte symetrlcky setrvagnik, pro né&j# plati J., < J.,. UkaZte, Ze pro pevn& danou velikost momentu
hybnosti L je k vychyleni setrvagniku, ktery se ot4&i kolem hlavni osy 2/, tfeba vykonat praci. Plati totéz
tvrzeni pro setrva&nik, ktery se otac¢i kolem hlavni osy z'?

Névod: Uv&domte si, Ze prace vné&jsich sil je rovna zméné kinetické energie setrvatniku. Vysvétlete, jak
milZzeme pii pevné volb& L zménit kinetickou energii setrvaéniku, ktery se otd¥i kolem dané hlavni osy,
aby maéla kulové plocha (10.114) s elipsoidem (10.115) neprdzdny prinik.

10.3 Pouziti setrvaénikua

Zavéretny oddil této kapitoly se zabyva nékterymi praktickymi diisledky pohybu otdlejicich se rota&ng symet-
rickych t&les. Takova t&lesa se v technické praxi rovnéZ nazyvaji setrvalniky, pfestoZe obecné nemusi vyhovovat
definici uvedené na str. 120. Detailni teoreticky rozbor i konkrétni technicka realizace zde diskutovanych zafizeni
je zélezitosti velmi komplikovanou. Text je proto koncipovan pouze jako struény kvalitativni pfehled z4kladnich
fyzikalnich aspektt jejich &innosti. Zdjemce o podrobné&jsi informace odkazujeme na literaturu **.

A) Umély horizont

Umély horizont je pfistroj, ktery umoziiuje pilotim pfi zménach pohybového stavu letadla nebo pfi letu za
sniZené viditelnosti stanovit horizontélni rovinu. Jako umély horizont se chovd bezmomentovy setrva&nik uloZeny
v Cardanové zav&su tak, 7e Zadnéd jeho osa neni fixovdna (na setrvalnik se tedy pfi zménéach polohy letadla
nepfena3eji Zadné vné&j§i silové momenty). Pokud roztofime takovy setrvainik kolem n&které z hlavnich os,
zachovavd osa otdleni ve vztaZné soustavé spojené se Zemi i ve vztaZné soustavé spojené se setrva&nikem svoji
polohu. LeZi-1li hlavni osa ptivodné v horizontélni, pfipadné vertikalni roving, zfist4va v ni i nadéle.

B) Kola dopravnich prostiedku

Nejprve si v§imneme pohybu jizdniho kola. ZkuZenost i intuice ukazuji, Ze je zna¢n& obtizné udrZet rovnovahu
na kole, které se pohybuje velmi pomalu, piipadné je v klidu. Pro jedouci kolo je tomu jiZ jinak. Pokud se totiZ
cyklista ndhodné& naklani napfiiklad doleva, pisobi na pravou €ast fiditek silou smérem vzhiiru a na levou &4st
silou smérem dold, coZ vede (srv. gyroskopicky efekt, paragraf 10.2 C)) k zatoleni pfedniho kola doleva. Sou&asn&
se m&ni smér vyslednice sil, jimiZ na soustavu ,kolo+cyklista® plisobi jeji okoli: vyslednice tihové sily Fa, tlakové
sily vozovky N a statické tfeci sily Fr mezi pneumatikami kol a vozovkou (obr. 10.8) ma dost¥edivou slozku.
Kolo tedy zatagi doleva a ,,0objiZzdi“ tak misto potenciadlniho padu.

Jizda na kole je provézena neustdlymi ndhodnymi zménami polohy cyklisty a odpovidajicimi vice & méng
vyraznymi zatdtkami (proto kon&i vjezd do tramvajovych koleji okamZitym padem). Detailni popis pohybu
jizdniho kola je ov8em velmi komplikovany, protoZe soustava ,kolo+cyklista® neni tuhd. Sam cyklista vyrovnava
nédhodné zmény své polohy intuitivné a riznym zpisobem tak neustale pisobi nejen na ¥iditka (tlakem nebo
otafivym momentem), ale i na jiné ¢asti kola (sedlo, pedaly). Podle t¥etitho Newtonova zdkona potom kolo zp&tné
ptisobi na cyklistu a ovliviiuje tim jeho pohyb. Roli hraje rovnéZ staticka tfeci sila mezi koly a vozovkou, jejiz
matematické vyjadfeni neni vzhledem k obecnému natoleni pfedniho kola jednoduché.

zy
v

Ty

-
FT

Obr. 10.8. Jizda na kole

1Pro prvni orientaci je mo#né prolistovat nékolik &isel ¢asopisu American Journal of Physics, ktery spolu s fadou
¢lankta k dané problematice obsahuje také odkazy na kniZni publikace.
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Odlidnym zptsobem se chovaji dvoustopa vozidla (nap¥. [14]). Na obr. 10.9 je schematicky zndzornéna rizend
néaprava automobilu, ktery zat4&i doleva (vektor rychlosti automobilu smé&fuje do papiru). Ridici mechanizmus
pisobi na spole¢nou osu kol momentem M , jehoZ t&inkem m4 leva ¥ast osy tendenci pohybovat se smérem
vzhiiru (tetkovana Zipka). Pon&vadZ je ale osa spojena s ostatnimi &istmi vozu o znainé hmotnosti, ptisobf na
n& nenulovou silou orientovanou vzhiiru. Moment této sily vzhledem ke stfedu hmotnosti m4 tendenci pieklopit
automobil ven ze zatacky.

6 e}

Obr. 10.9. Kola automobilu zatacejictho doleva

C) Stabilizdtory kmitu

Setrvagnikii lze s vyhodou pouZit ke stabilizaci kmit lodi (napf. [14]). Setrvagnik omezujici bo&ni kmity se
montuje tak, aby se jeho osa mohla pohybovat pouze v roving symetrie lodi. Pokud se G&inkem vlnobiti zatina
lod naklan&t napfiklad doprava (obr. 10.10, tetkované Zipky), pisobi na setrvalnik, ktery se plivodné ota&i
uhlovou rychlosti &, prostfednictvim vazeb moment sil sméfujici do papiru a osa setrvagniku se tak zacind
otaet thlovou rychlosti (. Na zménu pohybového stavu setrvatniku reaguje pomocné zaFizeni, které otaZeni osy
urychluje (tj. zvyuje velikost vektoru ﬁ) Setrvaénik potom v souladu s gyroskopickym efektem pfisobi na lod
prostfednictvim vazeb tak, Ze brani jejimu naklané&ni.

&

tef}

Obr. 10.10. Setrva€nik stabilizujici kmity lodi

D) Setrvaénikovy kompas

Setrvaénik miZe slouZit také jako kompas (tzv. gyrokompas). Abychom objasnili jeho chovani, vS§imnéme si
nésledujiciho modelového experimentu. UvaZme setrvanik upevnény na vodorovné to&ng, kterd se otagi vzhledem
k Zemi konstantni tthlovou rychlosti &g. Setrva&nik necht je k toén& upevnén tak, aby se jeho osa symetrie mohla
ot4Zet pouze kolem vodorovné osy. Predpokladejme, Ze v pocatetnim okamZiku leZi osa symetrie setrvaéniku ve
vodorovné roving a setrvacnik se kolem ni otd&i thlovou rychlosti & (obr. 10.11). Pohyb setrvainiku popiSeme
z hlediska neinercidlni vztazné soustavy spojené s to¢nou i z hlediska vztaZné soustavy spojené se Zemi, kterou
budeme pro tento Ulel povaZovat za soustavu inercilni.

Z hlediska neinercidlni vztaZné soustavy spojené s tonou pisobi na kazdou &dst setrvainiku Coriolisova
fiktivni sila AFY = —2Am (&o x 7'), kde ¥’ je rychlost malé ¢asti setrvaéniku o hmotnosti Am vzhledem
k to€né. Snadno se pfesvéd&ime, Ze vysledny moment Coriolisovych sil piisobicich na jednotlivé &sti setrva¢niku
lezi ve vodorovné roving a je kolmy na osu symetrie setrva¢niku. Ve vodorovné roving obecn& lezi i vysledny
moment odstfedivych fiktivnich sil Aﬁg 4 = —Amdg X (&Jo x 7'). Pohybu osy symetrie setrva¢niku ve sméru

vysledného momentu M* fiktivnich sil oviem brani vazby, které na ni pisobi jistymi silami ﬁ1, Fy. Moment
téchto sil pak vede k otddeni osy symetrie setrvaniku kolem vodorovné osy proménnou uhlovou rychlosti Q
(obr. 10.11). Osa symetrie setrva¢niku se tedy pohybuje zrychlenym ot4d€ivym pohybem kolem vodorovné osy
az do okam_?iku, kdy jsou vektory & a dp rovnobé&zné. Po prekroeni této polohy se zméni orientace vysledného
momentu M* fiktivnich sil a otd¢eni setrvadniku kolem vodorovné osy se zpomaluje. Vysledny pohyb setrvacniku
je tedy dén kmitanim jeho osy symetrie kolem sméru uréeného vektorem &o.

K vysvétleni pohybu setrva&niku z hlediska (inercidlni) vztaZné soustavy spojené se Zemi pouZijeme dru-
hou impulzovou v&tu (10.13). ProtoZe m4 setrva&nik moZnost pohybovat se kolem dvou pfipustnych navzéjem
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kolmych os uhlovymi rychlostmi &, a soutasné se ota¢i spolu s tonou konstantni dhlovou rychlosti do, mé&nf
se v laboratorni vztaZné soustavé vektor L jeho momentu hybnosti. Kdyby bylo trvale Q= 0, lezela by zména
vektoru momentu hybnosti setrvatniku ve vodorovné roving. Vzhledem ke konstrukci setrvatniku v8ak neexistuji
%4dné vné&jii sily, jejichZ moment by k takové zmé&né vedl, a proto musi byt obecné y) # 0. Za zménu vysledného
momentu hybnosti setrvatniku potom - s ohledem na jeho konstrukci — odpovidd moment vazebnich sil lezicich
ve vodorovné rovind (sily Fy a F9, srv. pfedchozi odstavec). Setrva¢nik se tedy v kaZdém okamZiku ot&&i tak
(rychlosti & a ﬁ), aby zména vektoru jeho momentu hybnosti méla smér vysledného momentu vazebnich sil.

-
el
9

o}

Obr. 10.11. Setrvagnik na to&n& (pohled shora, to¢na se pohybuje ve sméru 3ipek)

Zobecnénim popsaného experimentu na pozemské podminky (neinercidlni vztaZna soustava spojena se Zemi)
se ukd¥e, ¥e osa symetrie setrvainiku, jejiZ pohyb je vazdn na svislou rovinu, kmitd kolem sméru urleného
vektorem tihlové rychlosti Zemé& &z. RovnovadZna poloha takového kmitavého pohybu tedy umoZiuje stanovit
tthel 8 (obr. 10.12), ktery svird svisld pfimka prochazejici danym mistem P na povrchu Zemé s rovinou rovniku
(srv. ulohu 20., oddil 6.2).

Podobné& se lze presvddiit, Ze osa symetrie setrvalniku, jejiZz pohyb je vdzan na vodorovnou rovinu, kmit4
kolem severojizniho sm&ru (iloha 1.).

svisly

vodorovna
rovina

rovina
‘
rovniku

Obr. 10.12. Ke stanoveni thlu g (pfimka uréujici rovnovaZnou polohu osy setrvaniku je vyznalena tetkovang)

Uloha:

1. Vysvétlete, pro& osa symetrie setrvaéniku, jejiZz pohyb je vazédn na vodorovnou rovinu, kmitd kolem seve-
rojizniho sméru.
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Zaveér

V préci byly diskutoviny problémy mechaniky hmotného bodu a mechaniky tuhého télesa. Obecné
pojmy a zavéry z dané oblasti, formulované v prvnich kapitolach kazdé z Casti, byly aplikovany
na nasledujici situace: pohyb sférického kyvadla, pohyb hmotného bodu v laboratorni vztazné
soustavé a pohyb setrva¢nikl. Tematika byla zpracovdna ve dvou trovnich: vysokoskolské, uréené
absolventim bakalafského studijniho programu fyziky, a stfedoskolské.

Vysokoskolské zpracovani latky spoéiva v disledné matematické formulaci veli¢in, zdkont i kon-
krétnich problémt a v nasledné fyzikalni interpretaci ziskanych vysledki. PrestoZe se jednotlivé pa-
sdze v mnohém opiraji o dostupnou literaturu, kopiruji ji jen na mistech nezbytné nutnych. Je tomu
tak zejména ve standardnich definicich a déle pak v postupech pfi feSeni nékterych dil¢ich uloh, kde
by byly snahy o jiné p¥istupy zbyteiné a ,umélé“ (jde napiiklad o prvni kroky pfi feSeni pohybu
sférického kyvadla a pohybu t&zkého setrvadniku, o feSeni pohybu bezmomentového setrvaéniku
a o FeSeni pohybovych rovnic hmotného bodu v laboratorni vztazné soustavé). Oproti citovanym
uéebnicim, které maji zpravidla $ir${ zabér a nemohou proto zachazet pfilis do detaild, je zde zvolen
obecnéjsi pfistup k problémim, zaloZeny na maticovém formalizmu a na metodich matematické
analyzy. Takto jsou mimo jiné zavedeny zékladni pojmy mechaniky tuhého télesa a odvozeny zévéry,
které pouZité prameny (s vyjimkou [26]) uvad&ji bud jako hotova tvrzeni s odkazem na podrobnéjsi
publikace (napt. [9], [17]), nebo spoléhaji — misty i neprdvem — na intuici &tendfe (napf. [11]).

V kapitolach zpracovanych na stfedoskolské trovni se pak ukazuje, Ze elementidrnim zptsobem
je mozné vylozit 1 zdanlivé slozité véci, jimZz se literatura odpovidajici trovné vétSinou vyhyba
(napfiklad pohyb hmotného bodu v otadejici se vztazné soustavé, namahani osy oticeni tuhého
télesa, pohyb setrva¢niki a jejich praktické pouziti). Jedinym matematickym pozadavkem je pfitom
znalost vektorového poctu a pochopeni limitnich pfechodd, které lze pro pokrocilejsi studenty
nahradit diferenciadlnim poétem.

Prace mé relativné Siroké zadani, a proto do ni nebylo mozné zatradit v3e, ¢emu by méla byt
vénovana pozornost. I naddle zistava celd fada problémii, které zasluhuji dusledny matematicky
rozbor a naslednou elementirni — av8ak fyzikilné spravnou — interpretaci.
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Dodatky

I. Vypocet prvkii matice A = QTAQ z oddilu 7.4

Uréujeme prvky matice A = QTAQ, kde

) cosp  sing 0 Ju fiz fis
A=|—-sing cos¢ 0 |, Q= | far fo fo3
0 0 1 fs1 fa2 f33

Primé vypoéty vedou k vysledkiim

an = fh+ (fﬁ + f221) cos ¢, (L.1)
ai2 = faifsz + (firfiz + fa1fa2) cos o + (fi1f22 — fi2fa1) sing, (1.2)
a3 = faifaz + (firfizs + faifes) cos o + (fi1f23 — fisfa1) sinep, (L.3)
a1 = farfso + (fiifiz + farfa2) cos o + (fiafo1 — fi1f22) sing, (I.4)
app = fn+ (f122 + f222) cos @, (1.5)
a3 = faafsz+ (fiafis + faafa3) cos o + (fiafa3 — fizfo2) sing, (L.6)
a3t = fa1fsz+ (fi1f13 + farfes) cos o + (f1afor — f11fe3) sin, (L7)
a2 = f32f33+ (f12f13 + faaf23) cos o + (f13f22 — fi2fo3) sine, (1.8)
ass = fh+ (fh+1%)cosp. (L9)

Pro prvky matice Q vSak plati relace ortogonality (2.18), které maji po pfeznadeni a rozepsani tvar

fh+ri+1 =1, (1.10)
fatfn+fn = 1, (I.11)
[+ f+fs = 1, (L12)
fufiz+ fafe+ faifse = 0, (1.13)
fi2fi3 + faafes + faofss = 0, (1.14)
Jufis+ fafes + fafss = 0. (1.15)

Tyto relace nesou spolu s pozadavkem pravotoGivosti baze (f7, fa, f3), tj. s podminkou det A = 1,
uplnou informaci o souvislostech mezi prvky matice Q. Lze z nich tedy odvodit i dalsi zde potfebné
vztahy

fa1 = fiafas — fi3f2, (1.16)
fa2 = fizfa1 — fi1fs, (1.17)
fas = fuife — fizfa. (1.18)

Vzhledem ke zdlollhavt_)‘sti \Lypoétu je ovéem vyhodnéjsi dospét k témto vztahdm pfimo, jako ke
slozkam vektoru f3 = f1 x fo. .
Po dosazeni (I1.10) — (1.18) do (I.1) — (I.9) a pFeznadeni f3 = ¥/ dostavdme konecny vysledek

vi(1—cosp)+cosp v1va(1—cos @)+ sin p v1v3(l—cos ) —va sinp
A= v1v2(1—cos )—v3 sin g ug(l——cos p)+cos p vav3(l—cos ¢)+v; sing . (1.19)
viv3(l—cos g)+va sing vov3(1—cos @) —v; sing Vg(l—cos ©)+cos @



II. Reseni soustavy rovnic pro w}, w) a w} z paragrafu 9.2 C)

Resime soustavu rovnic

W) = @I L?) = Uiy = Jip) Ty (wh)° (IL1)
J11 (J33 = J11) ’

(w')2 _ (L2 = 2T}, B) — (S5, — Jiy) Jhy (wh)® (11.2)
5 J33 (J33 — J11) ’

| VQIE — 12) — (g = J3y) Ty () (L2 — 201 B) — (T = J11) Ty ()"

.1
Wy =
o2 4/ 1133
(IL.3)
postupné pro pfipady
L?>>2J,E,  L[*<2JWE, L*=2J),E.
(a) L?>2J5,E
Vytknutim Elent, které neobsahujf (wh)?, z vyrazit pod odmocninami v (IL.3) vychézi
: (J33 — Joo) (L2 — 2J1, E) 242 2
q=i\/ /1 =022 /1 —¢q2, (11.4)
I J22J33 Vi v
kde jsme oznaéili
! ! ! ! ! 4 2
22 (J33 — J3) (Joo = J11)  (2J33 B — L?)
= b= . € (0,1). IL.5
2B~ 1) “* Ui =T (@ -27m) © @D )
Substituci
y 7l 2 _o7/
= \/(‘]33 J212) (,L ; 2J11E) t (116)
J11J22J33
dostavame z (I1.4)
q T
dgq
+ / - / dr. (IL7
4 V1=t 11— ¢ )
(1] T0

Posledni zipis je nutno chipat tak, Ze integral na levé strané rozdélime na soudet integrall, je-
jichZz meze lezi v intervalech [0, 1] a [-1, 0], opatfenych pfisluSnymi znaménky. Vysledek integrace
muiZeme zapsat ve tvaru

qg=+sn(r —o0o), (11.8)

kde 0 ma vyznam integra¢ni konstanty.

II



Funkce z = snl{ je inverzni funkce k funkci zadané nésledujicim zptsobem (srv. [24]):

z
Uz) = +‘({—\/ﬁg\}‘?r7m_2 pro Z/IE[U,K], iI?E[O,l],
z
U(z) = K ‘{Wﬁf%ﬁ? pro U € [K, 2K], z €0, 1],
z
z
— d ___ —_
U(z) = 3K +_f1 iR pro U € [3K, 4K], z €[-1,0],
z
U(z) = 4K +g‘ﬁ pro UE[4K,5K], I'E[O, 1],
kde
d
ad pro ke (0,1).

k=
J V1—22-1— k222

Vidime, Ze funkce snlf (tzv. sinusamplituda U) mé periodu 4K . Integral

ke(0,1), zelo, 1], 56Pﬂq

)
/\/1—162 V1 — k2z2 0/ 1—k2sm257 2

se nazyva Legendreovym eliptickym integrilem pruniho druhu s modulem k a amplitudou 6. Tento
integral nelze vyjadfit explicitné a jeho hodnoty jsou v zavislosti na k a & tabelovany !. Druhy z tvari
integralu pfitom ziskdme z prvniho substituci z = sind (odtud také nazev ,sinusamplituda“). Plati

™
K=F(k=].
(+3)

Prostiednictvim funkce snf 1ze definovat funkce cni/ (tzv. kosinusamplituda U) a dnlf (tzv. del-
taamplituda U):

ecnld = +V1—sn2lU pro u€---U[-K, K]U[3K, 5K]U
cnld = ——\/l—snzu pro UEU[K, BK]U[SK, 7K]U

dnld = +v1—k2sn2U pro u€R.
Z definic je patrné, Ze funkce cnif mé periodu 4K, kdezto funkce dnlf mé periodu 2K. Déle plati

snld — sinld, cnUd — cosd, dnld -1 pro k—0.

Vratme se k vyrazim (II.1) a (I1.2). Oznalime-li

! ! ! ! il !
o _ I (Uss—Ji1) [ 42 o _ J33(Jsz—J11) 2
= (2J53E — Lz) (wl) ) ro = (L2 — ZJ{IE) ((L)3) y (IIQ)
plati vzhledem k (IL.1), (I1.2) a (I1.5)
p’=1-¢, r? =1-b%g% (IL.10)

'Legendretiv elipticky integral prvniho druhu konverguje (tj. nabyva kone&nych hodnot) pro viechna z € R
a viechna k € (0, 1). Pro k — 1 je F(k, ) — co.

III



Je tedy

p = =cen(r—o0), (I1.11)
r = =dn(r —o), (11.12)
pfifemZ znaménka na pravych stranich obou vztahii jsou vzhledem k fyzikdlnimu vyznamu veli¢in

P, q pevna a jsou uréena pocateénimi podminkami setrvaéniku. Zpétnym dosazenim za p, q a 7
dostavame pro wi, wy a wh vysledky

200 E — L?)
W = i\/L—— cn (1 —o0), (I1.13)
' I (J33 = J11) (7=0)

271 F — L?)
wh = +\/ (2735 sn(r —o0), (I1.14)
2 Jo2 (J33 — Ja2)

L2 —2J,E)
wy = ﬂ:\/—(-——”—-—— dn (7 - o). (I1.15)
’ T3 (T35 = J11)

Dosazenim téchto vysledkti do Eulerovych dynamickych rovnic (9.1) - (9.3) se presvédc¢ime, Ze na
pravé strané vztahd pro w} a wj musi byt vidy toté# znaménko?, tedy bud v obou pfipadech +,
nebo v obou pfipadech —.

(b) L? <2J,E

Postupujeme podobné jako v pfedchozim piipadé. Vytknutim €lend, které v (I11.3) neobsahuji (wé)z,

dostaneme

17 ! _ T2

P i\/( 22 J1’1) (12J3;3E L) \/1 —b2g2. \/1 ~ g2, (1I1.16)
J11J22733

kde jsme oznaéili (srv. ¢ast (a))

JéQ (JéQ — ’]{1) ! (Jé3 — 62) (L2 — 2‘]{1 )
S e - At s V) = : E 0,1). I1.17
1 (L2 - 2J,E) “% ’ (Jhe — J3)) (2EJL, — L2) € 01 (IL.17)

Déle zavedme substituce

o U= Jh) (2J5E - L?) | (IL.18)
J11J22733 ’
JI (JI_JI) 9 JI (JI —-J’) 9
2 _ J11(Js3 11 / 2 _ Y331Y33 ° “11) ( 1\4 11.19
CILE—I2) (wi)™, T (L% — 271.B) (w3) ( )
Vzhledem k (I1.1), (I1.2) a (I1.17) potom plati
p2=1-0g, r?=1- ¢ (I1.20)

*U#itim definic, pravidla pro derivovani sloZenych funkci a pravidla pro derivovani inverznich funkei dostévame

d(snid) _ d(siné) do :Cosa(du

- as

-1
= — k2sin?d = .
T 5 a ) =cosd\ 1 —k?sin*d =cnld dnld

Déle plati

d{+/1-sn2U
d( L{) - ( ) —_
en’ = 4+ = = —snl{dnlf,
d(v/1-k2sn2U
d(ir&u) = (\/—;usn—) = —k%snld cnl.

v



a celkem tedy

2J4, E — L2?)
W= :l:\/( 33 dn (7 - 0), I1.21
! T (T — 1) ) (I1.21)
L2 - 2J.E)
wh = +\[( 11 sn(t— o), 11.22
2 Ty Uy — ) 79 (122)
L2 —2J/.E)
wh = i\/ ( 11 en (T —o0). I1.23
3 (U — gy 7 (11.23)

Na pravé strané vztahd pro w] a wj musi byt opét (se stejnym zdtivodnénim jako v &asti (a)) totéz
znaménko, tedy bud v obou pfipadech +, nebo v obou p¥ipadech —.

(¢) L?=2JLE
Rovnice (IL.1) - (I1.3) maji pro L? = 2EJ}, jednoduchy tvar

w)? = s ) [P T )] _—
: Vb =9t '

(Jhy = Jiy) [2E = Th2 (w8)’]

2

ws) = , 11.25

! 1\2

- (J33 = J39) (J2o — J11) [ZE — Jag (w3) }
W = T _— (IL.26)

11‘]22‘]33 JéZ
Substituci
(Js = J59) (Jo9 — J11)

T= ¢ 11.27
\/ J11 932733 (IL.27)

a tpravou dostavame z (I1.26)

+ / \/Z de / dr. (IT.28)

Pievedenim integrandu na levé strané posledniho vztahu na parcidlni zlomky a naslednou integraci
ziskdme s uvaZenim

2E > Jhy (W)’ = V2E > /S, V2E > —\/Jh ) (I1.29)
vysledek
Nk
2V2E  \2E - J§2 wh

kde o je integra¢ni konstanta. Odtud po upravé vychazi

) 2E  €XP [ﬂ\/ 2E (1 — 2F 2F
W = =, . (IL.31)
J22 exp [:1:2\/2E J22 J22
Tento vysledek dosadime do vztahu (11.24) a (II.25). Z druhé Eulerovy dynamické rovnice (9.2) je

pfitom patrné, Ze znaménko + v (I1.31) odpovida situaci, kdy maji slozky w} a wj v poateénim
okamZiku totéZ znaménko, a — situaci, kdy jsou znaménka slozek w| a wj opalnd.

=T7—o0, (I1.30)

\Y%



Zivotopis

Narodila jsem se 28. fijna 1973 v Brné.

Po zékladni $kolni dochézce jsem v roce 1992 absolvovala ¢tyrleté vSeobecné zaméfené gymna-
zium na Kfenové ulici v Brné. V letech 1992-1997 jsem studovala obor Matematika — fyzika na P¥i-
rodovédecké fakulté Masarykovy univerzity v Brné. Diplomovou praci Perrinova analjza Brownova
pohybu jsem zpracovala pod vedenim doc. RNDr. Alese Laciny, CSc., a obhéjila na katedfe obecné
fyziky.

V roce 1997 jsem byla piijata k prezenénimu doktorskému (dfive postgraduélnimu) studiu oboru
Obecné otazky fyziky na Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity v Brné. Dizertaéni préci
Vybrané problémy mechaniky soustav hmotnyjch bodi a tuhého télesa jsem zpracovala pod vedenim
doc. RNDr. Jany Musilové, CSc. Od zari roku 1999 jsem zaméstndna na ¢astedny tuvazek jako
odborna pracovnice katedry obecné fyziky Prirodovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné.
V fijnu roku 2001 jsem byla pfevedena do kombinované (dfive distanéni) formy doktorského studia.

Prehled aktivit v pribéhu doktorského studia:

A. Pedagogicka ¢innost:
1. Mechanika a molekulovd fyzika (dfive Konzultaéni cvideni), cviéeni pro 1. roénik oboru
Fyzika, od roku 1997.

2. Mechantka a molekulovd fyzika, cviceni pro 1. ro¢nik ucitelskych kombinaci s fyzikou,
od roku 1997.

3. Uvod do fyziky mikrosvéta, cvieni pro 2. ro¢nik uditelskych kombinaci s fyzikou, od roku
1998 (v roce 2002 spoleéné s druhym roénikem oboru Fyzika).

4. Atomovd, jadernd a d&dsticovd fyzika, cviceni pro 2. roénik oboru Fyzika, v roce 2000.
5. Kvantovd mechanika, cviceni pro 3. ro¢nik uditelskych kombinaci s fyzikou, od roku 2000.

6. Termodynamika a statistickd fyzika, spole¢né cviCeni pro 3. a 4. ro¢nik ucitelskych kom-
binaci s fyzikou, v roce 2002.

B. Popularizaéni ¢innost:

1. Organizaéni vedeni Koresponden¢éniho seminafe z fyziky pro studenty stfednich Skol,
od roku 2000.

2. Priprava sérii Korespondenéniho seminére z fyziky: Vztazné soustavy (6. ro¢nik, 1. série),
Fyzika ve starovékém Recku (6. roénik, 4. série), Pohyb tuhého télesa (7. roénik, 1. série).

3. KaZdoroéni (s vyjimkou roku 2002) pfednasky z riznych oblasti fyziky na zavéreéném
soustfedéni tspésnych rfesiteld Korespondencéniho seminafre z fyziky na Cikhéji.

4. Skoleni Gsp&Snych Fesitelii Fyzikalni olympiddy kategorie D na soustiedéni v Jedovnicich.
Témata Pohyb sférického kyvadla (18. Cervna 1998), Soustavy téles spojenijch vidknem
(19. &ervna 1998), Translacni a rotaéni pohyb tuhého télesa (19. Eervna 2000).

5. Skoleni t¢astnikil celostdtniho kola Fyzikalni olympiddy kategorie A na gymnéziu tf.
Kpt. Jarose v Brné. Téma FElektiina a magnetizmus (24. biezna 1998 a 16. biezna 1999).
C. Studijni pobyty:
1. Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy v Praze, 5.-16. inora 2001 (konzultace
u doc. RNDr. Antonina Havranka, CSc.).

2. Fakulta fyziky a astronomie Univerzity ve Wroclawi, Kabinet vyucovani fyziky, 21.-28.
kvétna 2001.



D. Jiné aktivity:

1. Ucast na letni $kole Natural Variational Principles (Differential Invariants, Natural Va-
riational Principles in Physics). Levoca, Slovenska republika, 15.-19. srpna 1999.

2. Prispévek Some problems of the mechanics of system of many particles and continuum
in teaching physics, Week of doctoral students, section f12 (General problems of physics).
MFF UK Praha, 12.-15. ¢ervna 2001.

3. Ucast na letni 8kole Global Analysis and Applications (Geometrical Structures in the
Calculus of Variations). Pregov, Slovenska republika, 19.-23. srpna 2002.

4. Piispévek Rozumime sildm tieni?, 14. konference ¢eskych a slovenskych fyziki, sekce 9.
(Pedagogicka fyzika). Plzen, 9.-12. za¥fi 2002 (spole¢né s doc. RNDr. Janou Musilo-
vou, CSc.).
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