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Abstrakt

Mechanika je obor fyziky, ve kterém se dokonale piekryvaji teoretické mate-
matické konstrukce s popisem fyzikalni reality. Piikladem jsou Eulerovy- Lagran-
geovy rovnice, které se staly jednou z nejvyznamnéjsich aplikaci matematické
teorie v mechanice a polozily zéklady varia¢niho poctu ve fyzice vibec.

Tato prace se zabyva diusledky geometrické teorie neholonomnich systému
(viz [10]) a dusledky neholonomniho varia¢niho principu (viz [26]). Z matema-
tického hlediska je v soucasné dobé vybudovana teorie varia¢niho i nevaria¢niho
neholonomné vazaného systému, zistavaji vsak oteviené otazky tykajici se fy-
zikalni interpretace nékterych zavedenych matematickych objektt. To se tyka
napt. Chetaevovych vazebnich sil a vazebni Lepageovy 1-formy, ktera je jistou
analogii lagranzianu u variacnich nevézanych mechanickych systémi, ovSem s
tim rozdilem, Ze tato forma neni zadana jednoznac¢né. Zajimavy je také vztah
mezi varia¢nosti nevazaného a vazaného systému resp. mezi lagranzianem a va-
zebni Lepageovou 1-formou a také existence trividlni vazebni Lepageovy 1-formy.

Tato prace spojuje studium téchto matematickych objekti s ptivodnimi kom-
pletné fesenymi fyzikalnimi piiklady jak realistickymi tak modelovymi a ovéfuje
¢i doplnuje tak korespondenci matematické teorie a fyzikalni reality.



Abstract

Mechanics is a branch of physics, in which abstract mathematical theories
and empirical physical evidence fit together and complement each other perfectly.
As an example, let us mention the Euler-Lagrange equations forming one of the
most prominent aplications of mathematical theory in mechanics, which gave
rise to variational calculus in the physics in general.

This thesis deal with consequences of the geometric theory of nonholonomic
constrained systems (see [10]) and of the nonholonomic variational principle (see
[26]). From the mathematical point of view both respective theories have been
developed: the theory of variational nonholonomic systems and that of nonva-
riational nonholonomic systems. However, there are still some open problems
concerning the physical interpretation of certain well-established geometrical
objects. This concerns namely Chetaev constraint force and constraint Lepage
1-form, that can be considered an analogy of lagrangian of unconstrained vari-
ational system, nevertheless with the difference of the 1-form not being unique.
The relationship between variationality of the constrained and unconstrained
system as well as the existence of the trivial constraint Lepage 1-form are other
points of interest.

This work links studies of the above mentioned mathematical objects with
originally formulated and completely solved physical examples thus verifying or
complementing the correspondence between the mathematical theory and the
physical reality.
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1 Uvod

Mechanika ma ve fyzice vyznamnou pozici nejen jako uéinny néastroj pro reseni
dynamickych problémi z oblasti fyziky a techniky. Jde o obor fyziky, ve kterém
se dokonale prekryvaji teoretické matematické konstrukce s popisem fyzikalni
reality. Ptikladem je variacni princip v mechanice. Problém brachistochrony,
predlozeny matematikim v roce 1696, prenesl z optiky do mechaniky otazku,
ktera veli¢ina, charakterizujici pohyb mechanické soustavy, ma byt minimalni
¢ maximélni. ReSeni této otazky je pfipisovano Maupertuisovi, ktery v roce
1744 vyslovil hypotézu, ze kazdy déj v prirodé probiha tak, ze urcita veli¢ina,
nazyvana akci, je minimélni. Matematickd formulace jim podand vSak nebyla
presnd a Maupertuis dospél ke spravnym disledktim plynoucim z jeho principu
nekorektnimi metodami. Ve stejném obdobi, kdy Maupertuis formuloval sviij
princip, studoval jiz Euler systematicky varia¢ni pocet, ktery pouzival zejména
na feSeni tzv. izoperimetrickych problémit. Ve své dobé zaujaly tyto problémy
maximalizujicich resp. minimalizujicich se veli¢in také Newtona, Leibnitze a bra-
try Bernouliovy. Euler nalezl diferencidlni rovnice, které fesily Sirokou skupinu
téchto tuloh.

Soucasné s Eulerem fesil izoperimetrické problémy také Lagrange, ktery pro
tento ucel vytvoril nové matematické metody, které dnes nazyvame varia¢ni
pocet. Lagrange vymezil platnost principu nejmensi akce a pochopil vyznam
zobecnénych souradnic. Jeho pohybové rovnice vyplyvajici z variacniho poctu
jsou invariantni vici bodovym transformacim a Lagrange tak zavedl do mecha-
niky silny matematicky nastroj pro feseni fyzikalnich problémi. V tivodu svého
dila Mécanique Analytique (1788) (viz [19]) piSe, Ze ¢tenaf v jeho praci nena-
lezne zadné obrazky, nebot metody, které pouzivé, nepotfebuji geometrické ani
mechanické zdiivodnéni, nybrz pouze matematické operace.

Ackoliv Euler nezformuloval princip nejmensi akce, je aplikace rovnic, ke
kterym dospél, v pripadé mechaniky ekvivalentni Lagrangeové explicitni for-
mulaci. Rovnice, dnes znamé jako Eulerovy- Lagrangeovy, se tak staly jednou
z nejvyznamnéjsich aplikaci matematické teorie v mechanice a polozily zaklady
varia¢niho poctu ve fyzice viibec.

Varia¢ni pocet v mechanice, jak jej vytvoril Lagrange, je dnes zpracovan
v mnoha uc¢ebnicich teoretické mechaniky (viz napt. [1]). Soucésti Lagrangeovy
prace je také metoda multiplikatori, kterou Lagrange zavedl pro feseni uloh
s vazbami. Tato metoda je vhodna pro vazby holonomni nebo vazby neholo-
nomni linearni v rychlostech (viz napt. [1], [19]). Metodu dnes zvanou metodou



Lagrangeovych multiplikdtorti je mozno pouzit jak na variaéni tak nevaria¢ni
mechanické systémy, ale nelze ji pouzit pro systémy vazané neholonomni vazbou
libovolného tvaru.

V 60. letech minulého stoleti se zformoval geometricky pristup k mechanice,
jehoz pfi popisu neholonomné vazanych systémt vyuzili mezi prvnimi Faddeev
a Vershik (viz [28]). Rozvinulo se nékolik pristupt zabyvajicich se problemati-
kou mechanickych systémii podrobenych neholonomnim vazbam obecného tvaru
(napf. [3], [25]). Moderni pfistup ke studiu mechanickych systémi prvniho a
vysSich 7adu je spjat se zavedenim fibrované variety jako podkladové struktury
(napt. [8]) a dale zavedenim Lepageovych forem (viz napt. [9]), umoziiujicich
popis dynamiky systému. Existuje mnozstvi praci zabyvajici se neholonomni
tematikou v modernim geometrickém pojeti (napt. [6], [21], [23]).

Tato prace vychazi z geometrické teorie neholonomnich systém, kterou zfor-
mulovala prof. Krupkova v [10], [11], [12], [13], [14]. Podkladovou strukturou je
zde fibrovana varieta s jednorozmérnou bazi a jeji prvni a druhé jetové prodlou-
zeni. Mechanicky systém je predstavovan jistou tridou ekvivalence 2-forem na
prvnim jetovém prodlouzeni. Teorie umoznuje popis jak varia¢nich tak nevari-
acnich mechanickych systémi podrobenych neholonomni vazbé. Problematikou
neholonomniho varia¢niho principu se v navaznosti na teorii prof. Krupkové za-
byva Swaczyna v [26], [27], [18]. V [17] a [26] buduje vazebni kalkulus, ktery uziva
pro formulaci neholonomniho varia¢niho principu pro mechanicky systém prv-
niho fadu podrobeny obecné neholonomni vazbé. Zakladnim prvkem principu
je funkce akce definovand na vazebni podvarieté a zobecnénd na jistou tiidu
ekvivalence 2-forem. Varia¢ni vazany systém je popsan vazebnimi Eulerovymi-
Lagrangeovymi rovnicemi a ekvivalentné vazebni Lepageovou 1-formou.

Tato prace se zabyva diusledky geometrické teorie neholonomnich systému
[10] a dusledky neholonomniho varia¢niho principu zavedeného v [26]. Z mate-
matického hlediska je vybudovana teorie varia¢niho i nevaria¢niho neholonomné
vazaného systému, zistavaji vSak oteviené otazky tykajici se vyznamu nékterych
zavedenych geometrickych objektu ve fyzice. To se tyka napr. Chetaevovych va-
zebnich sil a vazebni Lepageovy 1-formy, kterd je jistou analogii lagranzianu
u variac¢nich nevézanych mechanickych systémi ovSem s tim rozdilem, Ze neni
zadana jednoznacné. Zajimavy je také vztah mezi varia¢nosti nevazaného a va-
zaného systému resp. mezi lagranzidnem a vazebni Lepageovou 1-formou a také
existence trivialni vazebni Lepageovy 1-formy. Tato prace spojuje studium jed-
notlivych objektl s kompletné feSenymi puvodnimi fyzikalnimi priklady jak rea-



listickymi tak modelovymi a ovéruje ¢i doplnuje tak korespondenci matematické
teorie a fyzikalni reality. Vysledky prace byly publikovany v ¢lancich:

e Czudkova, L - Janova, J - Musilova, J. Non-holonomic mechanical systems
and variational principle. In Differential Geometry and its Applications.
Proc. Conf. Prague, August 30 - September 3, 2004. 2005. vyd. Prague,
Czech Republic : Charles University, 2005, ISBN 80-86732-63-0. od s. 571-
579, 9 s.

e Czudkova, L - Janova, J - Musilova, J. Trivial constraint variational pro-
blem. Suppl. Rend. Circ. Mat. Palermo, ISSN 0009-725X, 2005, 8 s. (ac-
cepted)

Préace je rozdélena na teoretickou a aplikacni ¢ast. Kapitoly 2 a 3 predstavuji
teoretickou cCast prace, ktera slouzi k rychlé orientaci v problematice, pri¢emz
je ¢tendf (v pfipadé zdjmu o detailni aspekty teorii) podrobné odkazovan na
zdrojovou literaturu. Z tohoto divodu uvadime tvrzeni bez dilkazi a zamérili
jsme se na stru¢né ale vystizné shrnuti problematiky:.

V kapitole 2 jsou zavedeny geometrické objekty potfebné pro popis nevaza-
ného mechanického systému na fibrované varieté (viz [10]) jako jsou projektabilni
vektorova pole, kontaktni a horizontalni formy a distribuce. Shrnujeme také for-
mulaci varia¢niho principu nevazaného systému v geometrické teorii. V kapitole
3 je proveden stru¢ny souhrn vysledki geometrické teorie neholonomnich sys-
témi (viz [10]) a v odstavci 3.3 je struéné shrnut neholonomni varia¢ni princip
tak, jak je zaveden v [26].
zkouma dusledky neholonomniho variacniho principu a zabyva se fyzikalni pod-
statou geometrickych objektd popsanych v kapitole 3 resp. 3.3. Kapitola je té-
maticky rozdélena do tii oddilt:

1. variaéni systém podrobeny neholonomni vazbé,
2. nevaria¢ni systém podrobeny neholonomni vazbé,

3. trividlni vazebni Lepageovu 1-forma.

V prvnim odstavci jsou feSeny fyzikalni priklady, u kterych je nevizany sys-
tém variacni a neholonomni vazba ma jasny fyzikalni vyznam. V nasledujicim
odstavci nalezneme pfipady nevazanych nevariacnich systémi, které po pridani
jistych neholonomnich podminek pfechéazeji na systém varia¢ni vazany. Posledni
odstavec se vénuje problematice trivialnich Lepageovych 1-forem.
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2 Geometricky popis nevazanych mechanickych sys-
tému

Pro popis mechanického systému v geometrické teorii se vyuziva fibrovana vari-
eta s jednorozmérnou bazi a jeji jetova prodlouzeni. Jednorozmérna baze fibro-
vané variety mé vyznam Casové osy a Tezy fibrované variety predstavuji mozné
trajektorie systému. V kazdém okamziku je tedy konfigurac¢ni prostor reprezen-
tovan fibrem fibrované variety a fazovy prostor fibrem prvniho jetového prodlou-
zeni nad piislusnym bodem béze.

Fyzikalni systémy v mechanice, jimiz se v této praci budeme zabyvat, se fidi
pohybovymi rovnicemi druhého fadu, kterym odpovida popis pomoci druhého
jetového prodlouzeni prislusné fibrované variety. Z tohoto diivodu se v tvodnich
kapitolach, opakujicich potfebné objekty pro geometricky popis mechanickych
systémil, omezime na prvni a druhé jetové prodlouZeni fibrované variety i u ob-
jektt, které l1ze zavadét zcela obecné.

2.1 Zakladni geometrické objekty

V této kapitole zopakujeme znaceni zékladnich objektt a operaci na fibrova-
nych varietdch v mechanice. Jedna se predevsim o vektorova pole a formy na
fibrované varieté a rozklad forem na k-kontaktni komponenty. V zavéru kapi-
toly shrneme vlastnosti distribuci na fibrovanych varietach. Pripadna tvrzeni
uvadime bez dikazl, které lze v8ak nalézt v [10] a [11] spoleéné s podrobnym
popisem zminovanych objektt uvedenym rovnéz napt. v [26]. V praci budeme
az na drobné vyjimky dodrzovat znaceni uzivané v [26] a budeme pouzivat tuto
s¢itaci symboliku:

m
ZAow" =A%, 1<o<m.
o=1

2.1.1 Fibrovana varieta

Pro fibrovanou varietu
m:Y — X

se uziva znaceni (Y, 7, X)) nebo, nebude-li moci dojit k zdmeéné s totalnim pro-
storem, budeme fibrovanou varietu (Y, 7, X) znaéit jednoduse Y. Ve vykladu se
zabyvame pouze mechanikou, a proto dimX = 1. Déle ozna¢me dimY =m + 1,
kde m je pocet stupnu volnosti popisovaného systému.
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Fibrovany soufadnicovy systém na Y zna¢ime (V,v), ¢ = (t,¢7),1 < o < m,
asociovany soufadnicovy systém na X je (U, @), ¢ = (t). Fibrem nad z nazyvame
podvarietu variety Y: 77! (z), kde x € U C X. Rezvariety (Y, 7, X), tj. zobrazeni
v:U>z— ~(z) €Y, kde m oy = idy, budeme standardné znacit .

Meéjme zadano celé ¢islo 0 < s < 2. Pak znacime J®Y s-té jetové prodlouzeni
fibrované variety (Y,m, X). Symbolem J¥v znacime s-jet fezu v v bodé x. Pro
fibrované variety 7, : J°Y — X resp. wgp 1 J°Y — J*Y , kde k je celé ¢&slo a plati
0 < k < s, uzivdme oznaceni (J°Y, s, X) resp. (J*Y, 7y, J¥Y). Fibrovanou
varietu (J°Y, w5, X) budeme také jednoduse znacit J°Y. Pro s = 0 plati my = 7,
JV =Y a J0y = y(x).

Ke kazdému fibrovanému soufadnicovému systému (V,v), ¥ = (t,q%), 1 <
o < m,naY existuje asociovany fibrovany soutadnicovy systém na J°Y (Vy, 1),
Vs = (778_3(‘/)) a s = (t,q”,q;-’), 1<j<s,kde

dj7°
i (J3v) = ( : > :
AT deJ #(x)
Pro s = 1 znadime soutadnicové funkce 11 = (¢,¢%,¢°) a pro s = 2 obdobné

¢2 = (t7 q07 q'07 q‘o‘)‘
Je-li v fez fibrované variety m, pak J*vy znaci s-jetové prodlouZeni fezu 7. Rez

0 = J*v fibrované variety J°Y budeme nazyvat holonomni fez.

Priklad 2.1 Méjme zadénu fibrovanou varietu (Y, 7, X) s jednorozmér-
nou bazi X = R. Necht M je varieta dimenze m, T'M znadi jeji teéné
rozvrstveni a necht Y = R x M, pak 7 je kanonickd projekce a plati
JYR x M) = R x TM. Piiklady uvadéné v této praci vyuzivaji jako
podkladovou strukturu fibrovanou varietu tohoto typu. Nechf M = R2,
pak Y = R x R2. Necht (V,%), ¥ = (¢,q',¢?), je fibrovany soufadnicovy
systém na Y, (V1,v¢1), 1 = (t,q¢,¢% ¢%, ¢?), asociovany fibrovany sou-
fadnicovy systém na J'Y a (U,¢) , ¢ = (), je asociovany souiadnicovy
systém na X. Vzhledem k tomu, ze X = R, pak pro bod z € X mi-
zeme psat © = t. Necht tg € X. Z definice prvniho jetového prodlouzeni
dostévdme pro J3 v:

i (i) = (H5)
# () = (“50)
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coz jsou slozky vektoru tecného k fezu v. Bod y = Jtlofy € J'Y ma

soufadnice (to,qlv(to),q%(to), (%)t , (%L ) a plati JI(R x
0 0
R?) = R x TRZ.

2.1.2 Vektorova pole a formy na fibrované varieté

Necht Y je fibrovana varieta a J°Y je jeji s-té jetové prodlouZeni. Necht = je
vektorové pole na J®Y, 0 < s < 2. Vyjadfeme je v souradnicich
na Y:

—_ v 8 [amlos 14 a
=(t,q )EJF: (t,q )a—qg
na JY:
0 0 ~ 0
=0 v v —0 v v o v v
= (T — 4+ ="(t — 4+ =( —_—
(,q,q)atJr (,q,q)aqUJr (,q,q)aq.c,,
na J?Y:

- W 0 o W 0 & w o 0 = o O
‘:O(tvqV7qV7qV)_+‘:J(t7qV7qV7qV)—U+‘:J(t7qV7qV7qV)—+‘:J(t7qV7qV7qy)a—q.a.a

ot dq 0¢°
kde 1 <o,v <m.

Necht 0 < r < s. Rekneme, Ze vektorové pole Z na J*Y je - resp. Ts,p-
projektabilni, pokud existuje vektorové pole & na X resp. na J'Y takové, Ze
plati:

Trng-E=¢omg, resp. Tmy,-E=E0ms,,

kde T'ms resp. T'ms, znaci tetné zobrazeni k m, resp. k 7 ,.. Pokud ¢ existuje, je
zadano jednoznacné a nazyva se m,- resp. 7, -projekce vektorového pole =. Je-li
Tns-Z = 0resp. T'ms -2 = 0, nazyva se vektorové pole E - resp.m, -vertikdlns.

V soufadnicich tyto definice znamenaji, ze slozka Z° je u m,-projektabilniho
vektorového pole = na J®Y zavisla pouze na t a je nulova, pravé je-li toto vek-
torové pole 7, -vertikdlni. Pro o 1-projektabilni resp. g q-vertikalni vektorové
pole na J2Y dostavame v soufadnicich:

- o0 oy 0 = N 0 = o O
‘:O(uql/’ql/)a + ‘:'J(ta qV7 qu)a—qa + :‘U(t’ql/’ql/)a_q‘o— + ‘:'J(ta qV7 qV7qy)a—q~Ua
resp.

éU(t7 qV7 q'l/7 qu)a—qo.
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Pro mpg-projektabilni resp. mo o-vertikdlni vektorové pole na J2Y dostévame
v soutfadnicich:
0

2t q") 0 +E7(t¢") 5= +E7(t ", 4", d) =7(t,q¢", 4", q”)a—q.o,

ol ¢ o ©

resp.

v 0 = o O
U(t7ql/7ql/7 qu)a—qo. + ‘:‘U(ta ql/7ql/7ql/)a_q'o—.

Pro m o-projektabilni resp. 7y o-vertikdlni vektorové pole na J 1y dostavame

[1]r

v soufadnicich:

— o _ 0 = oy O
io(t,qu)a +E7(¢, qu)a—qg +E%(t,q", qu>5—q-ov
resp.
o oy O
= (t7qy7qy)8—q-o.7

kdel <o, v<m.

Necht ¢ > 1. Znaéime AY(TJ°Y) modul g-forem na J°Y, kde T'J*Y znaci
teéné rozvrstveni na varieté J%Y. Necht (V,v), ¢ = (t,q?) je fibrovany soufad-
nicovy systém na Y a (Vi,¢1), 1 = (t,¢%,4%), a (Va,v9), ¥ = (t,4°,¢°,G7),
asociované fibrované soufadnicové systémy na J'Y a J?Y. Kanonicka baze 1-
forem na J'Y resp. na J?Y ma4 tvar (dt, dg°, d¢°) resp. (dt, dg?, d¢°, di°), kde
1 <o <m.

Forma p € AY(TJ°Y) se nazyva m,- resp. ms -projektabilni, 0 < r < s, kdyz
existuje forma pp na X, resp. na J"Y takovd, Ze plati p = 7 po resp. p = 75 ,.po.
Existuje-li takova forma pg, pak je urcena jednoznacné a nazyvame ji 7w resp.
ms,r-projekct formy p. V dalsim budeme ztotoziiovat projektabilni formu s jeji
projekci, nebude-li fec¢eno jinak.

Forma p € AY(T'J®Y) se nazyva ms- resp. m, ,-horizontdlnt, 0 < r < s, pokud
pro kazdé - resp. 7, -vertikalni vektorové pole = na J*Y plati:

izp = 0.

V pripadé fibrované variety s jednorozmérnou bazi mohou byt ms- horizontalni
na J*Y pouze 1-formy. Modul 7¢-horizontalnich 1-forem na J*Y budeme znadit
A% (TJ*Y), modul 7, ,-horizontélnich g-forem na J*Y znacime A%, (TJ*Y).

Piiklad 2.2 (7 a 7, - horizontalni formy na J*Y) Z definice do-
stavame tvar m- horizontalni 1-formy p na Y

p = polt, ¢7)dt,
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a tvar mq- resp. 7 o-horizontalni 1-formy p na JY:

p=po(t, q¢7, ¢7)dt, resp. p = po(t, ¢°, ¢7)dt + p,(t, ¢°, ¢°)dq",

T9- Tesp. Ty o- resp. 7 1 horizontalni 1-formy p na J2Y:

P = PO(t, qU7 qav q.a)dt7
resp.
p=pol(t,q°, 4%, ¢°)dt + p,(t, ¢°, ¢°, ¢°)dq",
resp.
p=pot,q°, 4%, ¢°)dt + p,(t, ¢°, 47, ¢°)dq” + pu(t, ¢°, ¢°, G7)d¢",

kde 1l <o, v <m.

Necht p € AY(TJ*Y), ¢ > 1, s = 0,1. Pro kazdy bod y = Jitly € J5t1Y a
kazdy systém tecnych vektort &1,...,&, € TyJ sy polozme

RIS (€1 Eg) = PN (DT ™y - T - €1 Tody - Ty - €).

Zobrazeni h : AY(TJ*Y) — A% (TJ*T'Y), které piifazuje kazdé g-formé p
na J*Y ., i-horizontalni g-formu hp na J*tY, nazjvame horizontalizace a
formu hp horizontdini komponentou nebo horizontdlni slozkou formy p. Vzhle-
dem k tomu, ze dimX = 1, dostdvame pro kazdou formu p € AY(TJ*Y), kde
q > 1, nulovou horizontalni komponentu, tj. hp = 0.

Pi#iklad 2.3 (Horizontalizace 1-forem na J'Y) Pro horizontalizaci
na J'Y plati:

hf = f © 7T2,17 hdt - dt, hqu = q.Udt7 hqu — dgdt,

_df
hdf = .

kde f je funkce na J'Y (0-forma) a
d 0 0 0
df _of n [ .- [ .o

at ot ol T g

se nazyva totdlni derivace funkce f.
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Forma n € AYTJ®Y), s = 1,2 se nazyva kontaktni, pokud pro kazdy fez ~
fibrované variety Y plati:

J*~v*n = 0.
Vzhledem k tomu, ze dimX = 1, je kazd4 g-forma, kde ¢ > 1, kontaktni. Zava-
dime zobrazeni p : AY(TJ*Y) — AY(TJ**1Y) pfedpisem:

pn = (Tsy1,6) 0 — ha.

Vidime, Ze pn je kontaktni forma na J*+1Y, zobrazeni p nazyvame kontaktizace
a formu pn kontaktni komponentou formy 7.

Pi#iklad 2.4 (Kontaktni 1- formy na J'Y a J?Y ) Kontaktni 1-
formy na J'Y:

w? = dqg? — ¢7dt.
Kontaktni 1- formy na J2Y:

w? =dq° — ¢°dt,

w? =dq¢° — §°dt,
kde 1 < 0 < m. Tyto kontaktni 1-formy nazyvame kanonické kontakini
1-formy. Soubor {dt,w?,d¢’} resp. {dt,w?,w?,d§?} je béze 1-forem na
J'Y resp. J?Y. Modul kontaktnich 1-forem na J'Y resp. J?Y budeme
znacit QH(TJY) resp. QLT J?Y).

Kazda forma n € AY(TJ?Y), s = 1,2, muZe byt jednoznaéné rozloZena na soucet
horizontalni a kontaktni komponenty:

(Ts41,5)"n = pn + hn.
Je-li ¢ > 1, pak horizontalni komponenta hn je nulova.

Rekneme, ze forma n € AY(TJ®Y), s = 1,2 je 1-kontaktni, jestlize pro kazdé
ms-vertikalni vektorové pole = na J*Y je (¢ — 1)-forma izn ms-horizontéalni. Rek-
neme, ze 1 je k-kontaktni, 2 < k < gq, jestlize pro kazdé ms-vertikalni vektorové
pole E na J*Y je (¢ — 1)-forma i=n (k — 1)-kontaktni . Vzhledem k této definici
muzeme o mg-horizontalnich formach mluvit jako o 0-kontakinich.

Pro kazdou g-formu na J*°Y existuje jednozna¢ny rozklad na soucet (¢ — 1)-
kontaktni a g-kontaktni ¢-formy na J*T1Y:

(Ts11,6)"M = DPg—11 + Pgn),

kde pgn se nazyva k-kontaktni komponenta formy 7.
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Piiklad 2.5 Necht ¢ > 1 an € A%, (TJ*Y), s = 1,2. Forma 7 je
Ts,s—1-horizontalni, coZ znamena, Ze pro s = 1 resp. s = 2 neobsahuje
soufadnicové vyjadfeni formy 7 1-formy d¢® resp. 1-formy dg?. Vsim-
néme si, ze pro g s_i-horizontdlni formu 7 jsou formy hn, pn mei1 s
projektabilni. Oznaéme Q4~%*(TJ*Y") modul k-kontaktnich g-forem 7 €
A?]S,ly(TJSY), 0 < k < q. Protoze dimX = 1, jsou netrividlni pouze
moduly QY9~1(TJ*Y) (¢ — 1)-kontaktnich a Q%4(T.J*Y) ¢-kontaktnich

g-forem na J°Y. Modul A?__, (TJ*Y) je pfimym souctem submodul

A (TTY) = QY YT TY) & QYT JY)

a kazdou g-formu n € A%, (T J*Y) lze na J*Y jednoznacné rozlozit do

tvaru
N = Ng—1+Ng,
kde n,—1 resp. 1, je (¢ — 1)-kontaktni resp. g-kontaktni ¢-forma na J*Y.

2.1.3 Distribuce na fibrované varieté

Distribuci na J°Y, 0 < s < 2, nazyvame zobrazeni
A:JY 3z A(z) C T,J%Y,

které prifazuje kazdému bodu na J*Y vektorovy podprostor A(z) vektorového
prostoru 7,J°Y . Dimenzi vektorového podprostoru A(z) budeme nazyvat rank
distribuce A v bodé z. Rank distribuce A pak je definovan jako funkce rankA :
J*Y — R piifazujici kazdému bodu z hodnotu rankA(z). Je-li funkce rankA
konstantni, pak fekneme, Ze distribuce A ma konstantni rank.

Necht ¢ je lokdlni vektorové pole s definiénim oborem dom¢. Rikdme, Ze &
nalezi distribuci A, pokud pro kazdé z € dom¢ plati, ze £(z) € A(z). Kazdy
systém {&,},er lokdlnich vektorovych poli na J*Y takovych, ze | Jdom¢, = J°Y,
definuje distribuci na J°Y . Naopak, ke kazdé distribuci A na J°Y miZeme najit
systém lokalnich vektorovych poli nazyvanych generdtory distribuce, které danou
distribuci generuji, a piSeme A = span(§,,¢ € I). Distribuci budeme nazyvat
hladkou, mize-li byt zadana systémem hladkych vektorovych poli.

Anihildatorem distribuce A v bodé z € J*Y rozumime vektorovy podprostor
A%(z) C TFJ®Y,

A%2) = {n e TFJ*Y|ign=0 V& € A(z)}.
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Ozna¢me A = {A%(2)|z € J*Y} mnozinu vSech anihilatorti distribuce A.

Kodistribuct distribuce A nazyvame zobrazeni
AY: JY 52— A%z) C TFJ®Y.

Dimenzi vektorového podprostoru A®(z) zna¢ime rankA°(z) a nazgvame ji ko-
rank distribuce A v bodé z. Plati rankA®(z) + rankA(z) = dimJ*Y'.

Rikdme, Ze lokalni 1- forma 1 ndleZi distribuci A, pokud pro kazdé z € domn
plati, ze n(z) € A%(z). Kazdy systém lokélnich 1-forem {1, },c; na J*Y takovych,
ze |Jdomn, = J°Y, definuje kodistribuci na J*Y. Ma-li hladkd distribuce A
konstantni rank (rank A = k), pak ji mtzeme v okoli kazdého bodu z € J*Y
ekvivalentné zadat bud systémem k linearné nezavislych hladkych vektorovych
poli anebo systémem (dimJ*Y —k) linedrné nezavislych hladkych 1-forem {7, } s
a piseme A = span {n,, 1 € I}.

Necht A je distribuce na J°Y. Rez 6 : X — J°Y nazveme integrdlni ez
distribuce A, pokud pro kazdou 1-formu 7 nélezejici distribuci A plati

6 n =0,

nebo ekvivalentné 7,,6(T,X) C A(d(x)), pro kazdy bod z € X.

Necht § : X — J*Y je integralni fez distribuce A. Rekneme, Ze 0 je mazimdlni
dimenze v bodé x € X, kdyz plati T,,0(T, X) = A(§(z)). Integralni fez o se nazyva
mazimdlni dimenze, pokud je maximalni dimenze v kazdém bodé =z € X.

Priiklad 2.6 Mgjme zadanu fibrovanou varietu Y s jednorozmeérnou bazi
X = R. Nechf Y = R x R2. Necht (V,v), ¢ = (t,q¢',¢?) je fibrovany
soutadnicovy systém na Y, (Vi,91), ¥1 = (t,¢',¢% ¢%, ¢*) asociovany
fibrovany soufadnicovy systém na J'Y a (U,¢) , ¢ = (t) je asociovany
soufadnicovy systém na X. Vzhledem k tomu, ze X = R, mtizeme pro
x € X psat x = t.
Necht A je distribuce na J'Y generovana vektorovym polem

o ., 0

E +q a—qo.
Anihildtorem v bodé z je A%(z) = {w!(2), w?(z), d¢'(2), d¢?(2)}. Rez
§: () — (8 q°(t),4°(t)) variety J'Y, kde ¢°(t) = 0 pro kazdé o, je
integralnim fezem distribuce A.
Poznamenejme, 7e je-li rank A = 1 jako v tomto pfipadé, pak integralni
fez § se nazyva integralni krivka.
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2.2 Pohybové rovnice

Pohyb nevazaného mechanického systému je zcela uréen Newtonovymi pohybo-
vymi rovnicemi a poc¢ate¢nimi podminkami. Zakladnim problémem mechaniky je
sestaveni pohybovych rovnic a nalezeni trajektorie mechanického systému jejich
FeSenim.

V této kapitole se budeme vénovat shrnuti geometrického popisu mechanic-
kého systému vychazejiciho z [10]. Mechanicky systém ztotoznime s jistou t¥idou
ekvivalence 2-forem a informace o dynamice mechanického systému bude obsa-
Zena v tzv. dynamické distribuci na J'Y. Pfipomeiime, Zze pohybové rovnice
mechanického systému jsou druhého Fadu a proto k jeho popisu postaci prvni a
druhé jetové prodlouzeni fibrované variety. Obdobné jako v pfedchozi kapitole
uvadime pouze shrnuti tvrzeni bez dtkazi, které lze nalézt v [10].

2-formu F na J2?Y nazyvame dynamickd forma, je-li 1-kontaktni a 2,0~
horizontalni. E je dynamické forma pravé tehdy, ma-li soutfadnicové vyjadieni

E= Eo(t7 qu q,}) q-l/)wa A dt7

kde 1 < g, v < m. V dalsim vykladu se omezime na dynamické formy, jejichz
slozky maji tvar
E; = As(t, ¢7, qV) + Bap(t7 q”, qu)dpa
kde 1 < a,v, p < m. Trajektorii dynamické formy E nazveme ez ~y fibrované va-
riety (Y, 7, X), ktery spliiuje podminku Eo.J?y = 0. Je-li tato podminka splnéna,
pak mayji slozky E, dynamické formy vyznam levych stran pohybovych rovnic,
~v ma vyznam trajektorie mechanického systému a pro slozky ~”(t) trajektorie
systému muzZeme psat pohybové rovnice:
v v AJ2.p
Aot 4, ) 4 Bylt, 1, TH ST <0
Rekneme, 7e 2-forma « na J'Y je Lepageova 2-forma asociovand s E, pokud
pro jeji 1-kontaktni komponentu plati pya = E. Dostavame tak tridu ekvivalence
[a] Lepageovych 2-forem asociovanych s E, jejiz prvky maji tvar

a=A;w’ Ndt + B,,w’ Nd¢¥ + F,

kde F = F,,(t, ¢°, ¢°) w’ Aw" je libovolna 2-kontaktni 2-forma na JY.

Necht AY = span{i¢a}, kde £ probiha mnozinu viech 7;-vertikélnich vektoro-
virch poli na J'Y. Odpovidajici distribuci A, na J'Y nazveme dynamickd distri-
buce. Prvky anihildtoru dynamické distribuce maji tvar A,dt+2F,,w”+ B, d¢",
B, W,
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Mechanickym systémem budeme rozumét t¥idu ekvivalence [o] ekvivalentnich
Lepageovych 2-forem na J'Y asociovanych s E. Tfidu pfislusnych dynamickych
distribuci pak zna¢ime [A,]. V dalsim budeme pouZivat oznaceni « resp. A, pro
reprezentanta t¥idy ekvivalence [a] resp. [A4].

Holonomni integralni fezy dynamickych distribuci A,,, A, prislusnych ekvi-
valentnim Lepageovym 2-formam «q, g jsou totozné a zaroven jsou totozné
s trajektorii v systému [a].

Mechanicky systém [« se nazyva requldrni, je-li rank A, = 1 pro jisté a € [a].
Je-li mechanicky systém regularni, pak je matice (B, ) regularni v kazdém bodé
y € J'Y a plati A,, = A,, pro libovolné a;, az € [a]. Regularni dynamickou
distribuci pfislusnou mechanickému systému [a] generuje vektorové pole

0 0 0

ot 1 o ° 04
kde B?? je matice inverzni k B,, a 1 < 0, p < m. Anihilator regularni dynamické
distribuce ma tvar

span{ A,dt + B,,dq", w’}.

2.3 Variacnost

vvvvv

kého popisu varia¢niho nevazaného systému podle [8]. Zavedeme lagranzian jako
horizontéalni 1-formu a Eulerovu-Lagrangeovu formu jako zobecnéni Eulerovych-
Lagrangeovych vyrazi na fibrované varieté. Zformulujeme podminku varia¢nosti
mechanického systému [a] a uvedeme Helmholtzovy podminky varia¢nosti, které
jsou disledkem pozadavku varia¢nosti mechanického systému [a]. Pfipomertime,
ze uvazujeme pouze mechanické systémy prvniho fadu a pouzivame odpovidajici
definice jednotlivych objektt.

Lagranzidnem 1. ¥adu nazjvame horizontalni 1-formu A na J'Y. Jeji vyjad-
feni v asociovanych souradnicich je

>\ = L(t7 qU7 q'o-)dt7

kde 1 < ¢ < m a L je funkce na J'Y nazyvana Lagrangeovafunkce. Je-li zadan
lagranzian A, pak dvojici (7, \) nazyvame Lagrangeova struktura.

Necht E je dynamicka forma na J?Y a p je 1-forma na J'Y. Je-li mozné
formu dp rozlozit do tvaru

(FZ,l)dp =E+ F7
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kde E je dynamicka forma na J?Y a F je 2-kontaktni 2-forma na .J?Y nebo
ekvivalentné plati, Ze 1-kontaktni komponenta pidp je dynamicka forma E, pak
formu p nazyvame Lepageovou 1-formou. Necht A je lagranzian 1. fadu. Lepage-
ovu l-formu p, pro niz plati hp = A, nazyvame Lepagetuv ekvivalent lagranzianu
A. Kazdému lagranzidanu A Ize jednoznacné prifadit Lepagetv ekvivalent, ktery
zna¢ime 0y a nazyvame Poincaré-Cartanova forma lagranzianu A. Ve fibrova-
nych souradnicich dostavame

oL
0\ = Ldt + —w”.
Dynamickou formu FE), ktera je s Poincaré-Cartanovou formou spjata vztahem
p1dfy = E)\ = E,(L)w’ A dt, nazyvame FEulerova-Lagrangeova forma. Pro jeji
slozky dostavame vyjadreni

_oL _doL .,
T o  dtog ==

Rekneme, ze dynamick4 forma E je variac¢ni nebo globdlné variacni, existuje-
li na J'Y lagranzian \ takovy, Ze plati £ = E). E se nazyva lokdlné variacni,
pokud existuje na J?Y pokryti otevienymi mnozinami takové, Ze restrikce E na
libovolnou otevienou mnozinu z tohoto pokryti je varia¢ni forma. Je-li dyna-
mickd forma lokalné nebo globalné varia¢ni, pak rovnice trajektorii dynamické
formy E jsou Eulerovy-Lagrangeovy rovnice:

OL _dOoL ., . <
9¢°  dtogm o =7="

Mechanicky systém [a] pfislusny varia¢ni dynamické formé E budeme na-
zyvat variacni mechanicky systém. Je-li o] variaéni mechanicky systém, pak
existuje uzavieny reprezentant ap t¥idy [a] a naopak, existuje-li uzavieny repre-
zentant ap t¥idy [o], pak je mechanicky systém [«] varia¢ni. Necht [a] je varia¢ni
mechanicky systém. Pak existuje reprezentant t¥idy [«] tvaru a = dfy + F', kde
0 je Poincaré-Cartanova forma a F' je m g-horizontalni 2-kontaktni 2-forma.

Priklad 2.7 (Helmholtzovy podminky) Mé&me mechanicky systém
[a], jehoZz pohybové rovnice maji tvar

AO’(t7 qp’ qp) + BO’I/(t7 qp7 q'p)(jl/ = 0'
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Systém [a] je variaéni pravé tehdy, jsou-li splnény tzv. Helmholtzovy

podminky
0B,y 0By,
BO’I/ = BI/O'7 . - .
9q° ol
0A, O0A, dBg,
=2 2.1
ag¢¥ aq° dt (2.1)
0A, B 0A, lg 0A, B 0A,
Oqv 0q¢° 24t \ 9¢v  0q¢° )’
kde
d o ., 0

Je-li systém [a] variacni, existuje Lagrangeova funkce L takova, ze plati:

9L ddL

Aot q”, ") + Boy(t, q", )i = — — — ——.
(t,q",4") + Bou(t,4”,4")i o 310§

Vyse jsme uvedli, ze mechanicky systém [«] je variaéni pravé tehdy, kdyz
tfida ekvivalence [a] obsahuje uzavieného reprezentanta. Podminky pro
slozky F, dynamické formy, za kterych je forma « uzaviend, vyplyvaji
z rovnice da = 0 a po Upravach maji tvar:

dE, OB,
ErZ
0E,  O0E, d (aEJ aE,,> 0
o " 9" dt \ 9qr ' 9"
dE, OE, 1d (an 8E,,>

dqv ' 8¢ 24t \ 8¢ e

9

kde 1 < o0, v < m. Dosazenim z rovnice £, = A, + B,,§" za E, a
upravami zjistime, Ze soubor podminek (2) je ekvivalentni souboru Hel-
mbholtzovych podminek (1).
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3 Geometricka teorie neholonomné vazanych systému

Vazby, jez klademe na mechanicky systém, pfedstavuji dodateéné pozadavky
majici obecné podobu rovnic nejvyse prvniho fadu. Zakladnim tkolem mecha-
niky vazanych systémi je nalezeni feSeni systému, ktery je popsan ”nevazanymi”
pohybovymi rovnicemi a zaroven spliiuje rovnice vazeb. Tento problém pro holo-
nomni vazby dobfe vyfesila teorie Lagrangeovych multiplikatora (viz napf. [1]).
Ta zajistuje splnéni holonomnich vazeb pomoci tzv. vazebnich sil dodate¢né pri-
danych do pohybovych rovnic. Je-li pohyb mechanického systému vazan k urcité
plose, pak je prislusné vazebni sila kolma k této plose. Metodu Lagrangeovych
multiplikdtorid nelze pouzit pro neholonomni vazby, které nejsou linearni ve sloz-
kach rychlosti.

V této kapitole pristoupime k vykladu geometrické teorie systémi vazanych
libovolnou neholonomni vazbou, kterou formulovala prof. Krupkova (viz [10]).
Pfebirame znaceni a terminologii z [26]. Rovnéz se drzime vykladu teorie uvede-
ného v [26] vCetné prevzatych tvrzeni, kterd uvadime bez dikazi. Shrnuti teorie
jsme doplnili o ptiklady, které maji za cil usnadnit vhled do problematiky.

Neholonomni vazby jsou predstavovany podvarietou prvniho jetového pro-
dlouzeni fibrované variety, na niz se zavadi tzv. kanonicka distribuce. Mechanicky
systém podrobeny neholonomni vazbé je pak predstavovan tfidou ekvivalence 2-
forem podél kanonické distribuce. Trajektorie vdzaného mechanického systému
je predstavovdna tzv. vazebné piipustnym fezem fibrované variety (viz [26]),
jehoZ prvni jetové prodlouZeni mé hodnoty na vazebni podvarieté.

Reseni neholonomné vazaného systému pomoci [10] lze ziskat ze dvou typi
pohybovych rovnic. Jedna se o soustavu dynamickych pohybovych rovnic a sou-
stavu redukovanych pohybovych rovnic. V dynamickych pohybovych rovnicich
muZeme spatfovat analogii s metodou Lagrangeovych multiplikdtort, nebot se
zavadi vazebni sila, jejimz pfidanim do pohybovych rovnic nevidzaného systému
se zaruci splnéni neholonomni vazby. Druhou, z hlediska nalezeni trajektorie
vazaného systému ekvivalentni, soustavou pohybovych rovnic jsou rovnice redu-
kované, v nichZ jiz neni obsazena informace o vazebni sile.

V posledni casti této kapitoly se budeme vénovat neholonomnimu variac-
nimu principu, jak byl formulovan v [26], jehoz vysledkem jsou vazané Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice.
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3.1 Neholonomni vazebni struktura

V tomto odstavci uvedeme zakladni vysledky teorie neholonomnich systémi.
Zavedeme vazebni podvarietu, kanonickou distribuci a budeme se podrobnéji
vénovat formam a vektorovym polim na vazebni podvarieté a jejich vztahu ke
kanonické distribuci. V druhé ¢asti odstavce definujeme vazebni ideal a zakladni
operace ”vazebniho poctu”, ktery se vyuziva pfi formulaci neholonomniho vari-
ac¢niho principu.

3.1.1 Vazebni podvarieta

Necht (Y, 7, X) je fibrovana varieta, dimX = 1, dimY = m + 1, J'Y a J2Y
jeji prvni a druhé jetové prodlouzeni, dimJ'Y = 2m + 1, dimJ?Y = 3m + 1.
Zvolme opét standardni oznaceni soufadnicovych systémi. Fibrovany souiadni-
covy systém na Y oznacime (V,1)), ¥ = (t,q%), asociovany souradnicovy systém
na X je (m(V), ), kde ¢ = (t). Asociovany fibrovany soufadnicovy systém na
JYY resp. J?Y je (Vi,11), kde Vi = 711_7(1)(‘/) a1 = (t,q°,4%) resp. (Va,1), kde
Vo =myg(V) a s = (t,4%,4%, ).

Necht Q je podvarieta J'Y dimenze 2m + 1 — k, kde 1 < k < m — 1.
V kazdém bodé z € @ existuje soutadnicovy systém (U, x) na J'Y adaptovany
ke Q. Ozna¢me soutadnicové funkce y = (2P, '), 1 <p<2m+1—Fk, 1 <i<k.
Podvarieta @ je na oteviené mnoziné U zadéna rovnicemi

ff=0,1<i<k (3.1)

Oznacme Quy = Q N U. Podvarietu Qu nazveme wvazebni podvarietou, lokdlni
vazbou, pokud v kazdém bodé z € U plati:

rank <gqf:_> =k, (3.2)

kde 1 <i <k, 1< o0 <m.Systém (1) pak nazveme systémem k neholonomnich

vazeb. Pfipomenme, Ze specidlnim pripadem vazeb neholonomnich jsou semiho-
lonomni vazby, u nichz ma levéa strana rovnic (1) tvar

_du'(t,q°)

/! o 1<i<k (3.3)

Podvarieta @ fibrované variety J'Y se nazyva vazebni podvarietou & globdlni
vazbou, jestlize ji lze pokryt souborem {(U,, x,)} adaptovanych soufadnicovych
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systému takovych, ze pro kazdé ¢ plati na U, podminka (2). Poznamenejme, zZe
v takovém piipadé je mi|g : @ — Y fibrovana podvarieta fibrované variety
71,0 - le —Y.

Bez jmy na obecnosti mizeme vzhledem k platnosti (2) zavést tzv. normdlni
tvar vazebnich podminek (1):

fr=qm =t —gi(t,q7,d) =0, (3.4)

kdel<o<m,1<i<k 1<[I<m-k.
Necht
vireQ —u(z) e JY

je kanonické vlozeni vazebni podvariety @ do J'Y. Necht (V) je fibrovany
soufadnicovy systém na Y. Necht z € Q a (V1,v¢1), z € Vi, 1 = (t,4°,47) je
asociovany fibrovany soufadnicovy systém na J'Y. Pfedpokladejme, Ze (Uy, x1),
Ui c (VinQ), x1 = (t,¢%,4") je soufadnicovy systém na @, x € U;. Vyjadieni
kanonického vlozeni + mé v téchto souradnicovych systémech tvar

utq”,d") = (t,q°,d', g (t,q". d%)),
kdel <Il,s<m—-k, 1<o,v<m,1<i<k.

Priklad 3.1 Uplny zapis soufadnicového vyjadfeni kanonického vlozeni
¢ v soufadnicovych systémech (U, x1), (V1,%1) ma tvar

Provoxy (ta(@), " x1(x), d'xa(x)) =
= (txl(a:),q"xl(w),qlxl(a:),gi(txl(w),q”xl(w),q'sxl(a:))> ,
kde 1 <i<k,1<Il,s<m-—-k,1<o,v<m.

V mnoziné fezti fibrované variety (J'Y, 7, X) jsou z hlediska teorie vazeb vy-
znamné tzv. vazebni Tezy , které maji hodnoty na vazebni podvarieté Q. Rez &
definovany na I C X nazyvame vazebni, pokud pro kazdé = € I plati:

5(r) € Q.

Mezi fezy fibrované variety Y jsou vyznamné fezy 7, které nazyvame Q-pripustné
rezy fibrované variety Y. Rez 4 definovany na oteviené mnoziné I C X nazveme
Q-pripustnym tezem, pokud je pro kazdé x € I splnéno:

J'A(z) € Q,
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tj. J'4 je vazebnim fezem. Mnozinu vSech Q-pfipustnych fezii budeme znacit
['Q(r). Vazebni fez § : I — J'Y se nazjva holonomni trajektorii v Q, jestlize
existuje fez 7 : I — Y tak, ze § = J'5. Rez 7 je pak Q- pfipustny. Pozname-
nejme, ze z fyzikalniho hlediska jsou fezy ¢ vazebnimi fazovymi trajektoriemi
(okamzité rychlosti spliiuji vazebni podminky).

Priklad 3.2 Méjme fibrovanou varietu (Y, 7, X), dimX = 1, dimY =
3, kde soufadnice na X resp. na Y znaéime (t), resp. (¢,z,y). Prvni
jetové prodlouzeni J'Y fibrované variety Y mé dimenzi 5 a soufadnice
(t,z,y,%,y). Zadejme neholonomni vazbu

y=g'(&)=VE-i?

kterd definuje 4-rozmérnou vazebni podvarietu Q C J'Y. Uvazujme
ofezu  : X D I — J'Y zadaném v soufadnicich takto:

dit=t,z=at,y=tvVE—a? i =a,y=VE — a2,
kde a je konstanta. Tento fez ma hodnoty na Q. Rez 7 : I — X, kde
Ny:t=t,x=at,y=1t\VE—a?,

je @-pripustnym fezem fibrované variety Y.

3.1.2 Lift vazebni podvariety do J2Y

Necht Q je vazebni podvarieta v J'Y a fQ(W) znaci mnozinu vSech Q-pripustnych
fezl fibrované variety Y. Druhé jety @Q-pripustnych fezu vytvareji lift vazebni
podvariety @, ktery budeme znacit Q:

Q= {2717 € T%(n)}.
Projekci
7T271|Q Q> Jgﬁ/ — J;’? €Q (3.5)

budeme znadit p. Q je podvarietou variety J2Y a ma dimenzi 3m + 1 — 2k.

Necht (U1, x1), x1 = (t,¢%,¢"), 1 <1 <m —k,1 < o < m je soufadnicovy
systém na Q. Na Q existuje asociovany soufadnicovy systém ([71, X1), kde U, =
p Y (U1) ax1 = (t,¢%, 4", d), kde soufadnice ¢ definujeme:
d*(¢'3(t))

T ,1<l<m—k.

t=p(z)

qJ3 =
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Je-li vazebni podvarieta @) zadana rovnicemi (4), pak jeji lift Q na J2Y je zadan
takto:

¢ = gi(t,q7, ),
7

Gk = dg' _ 9¢' . 09’ i1 99

dt — ot  9q° a¢t"’
kdel1<o<m, 1 <1<k, 1<I<m-—k.

Obdobné jako na vazebni podvarieté () definujeme pfipustné fezy na je-

(3.6)

jim liftu Q. Q-piipustny fez fibrované variety (Y, m, X) je takovy fez 4 variety
(Y, 7, X), pro ktery J23(x) € Q, pro viechna z € dom?. Z definice vyplyva, Ze
kazdy Q-pripustny fez 7 je Q—pfipustnym fezem a naopak, je-li ¥ Q—pf‘ipustny
fez fibrované variety (Y, m, X) pak je také Q-pfipustnym Fezem.
Necht
i:xeqQ—i(x) e J%.

je kanonické vlozeni liftu Q do J2Y. Bud (Va,1)9) fibrovany soufadnicovy systém
na J2Y asociovany s fibrovanym soufadnicovym systémem (V,1)) na Y. Necht
e U, U Cc VnQ. Pak (U1, %1), X1 = (£,¢%, ¢ ), 1 <1 < m—Fk, je
soufadnicovy systém na Q.

Soufadnicové vyjadreni kanonického vlozeni i ma tvar:

. g o . dg'(t,q”.¢°
L(taqgaqluql) - (t7q07qlugl(t7qy7qs)7ql7 %)7

kde1<Il,s<m—-k 1<o,v<m,1<i<k.

3.1.3 Vektorova pole na vazebni podvarieté

Pripomenme standardni konstrukci te¢ného prostoru k fibrované varieté pro va-
zebni podvarietu Q).

Necht Q@ C J'Y je vazebni podvarieta dimenze 2m + 1 — k. Mé&me na Q
soufadnicovy systém (U1, x1), x1 = (t,¢%,¢'), 1 <1 <m —k, 1 < o < m. Necht
T,.Q je tecny prostor ke (Q v bodé z € () a oznaCme

7Q = J T.Q.
Tz€Q
Definujme zobrazeni
7Q:TQ3—zeq (3.7)

a ozna¢me U = Tél(Ul), el CTQ, E=]¢] libovolny teény vektor ke Q.
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Pfipomernime, Ze [(] znadi tfidu ekvivalentnich k¥ivek na @ s dotykem prvniho
fadu v bodé x, kiivky jsou parametrizoviany parametrem s, ¢(0) = .
Definujme zobrazeni T'x; : Uy — R¥" 272k yztahem

1 UL D E— Txa(€) = (t,q7, ¢, €%,€7,€) € xa(Ur) x R HI=F 0 (3.8)

kde t = tx1(2), ¢° = ¢°x1(2), ¢' = i'xa1(z), x = 79(£) a

€0 <dt§§8)>0’ (3.9)
§7 = <M>O, (3.10)

ds

i <dq;1<s(8)>0' (3.11)

Pak (U1, Tx1) je soutadnicovy systém na T'Q. Je ziejmé, Ze je-li dim@ = 2m +
1 —k, pak dim TQ = 4m + 2 — 2k a je-li Ag = {(U1,, x1.) }.er atlas na @, pak
{(U1,,T'x1.) }.er je atlas na TQ. TQ s maximalnim atlasem je diferencovatelna
varieta dimenze 4m + 2 — 2k zvana tecné rozvrstveni vazebni podvariety Q).

T,Q se standardné definovanymi operacemi s¢itani a nasobeni skalarem je
(2m + 1 — k)- rozmérny vektorovy prostor.

Priklad 3.3 (Baze vektorového prostoru 7,(Q) Necht (Ui, x1), kde
x1 = (t,q7, ql) je sourfadnicovy systém na vazebni podvarieté @), pak béaze
vektorového prostoru 7,() indukovand timto soufadnicovym systémem

ma tvar 0 o 5
<aa 9 8_ql> (3.12)
0 o 0 ‘
a pro & € T,Q piSeme £ = £ (8t +¢ ( ) (7) nebo kratce
¢=¢"% +503q +5laqz,kde €,¢0.8,1<i<m 1 <o <m jsou

slozky vektoru £.

T,Q, z € Q C J'Y, je vektorovym podprostorem vektorového pro-
storu T, J'Y. Nechf ¢ je kanonické vloZeni vazebni podvariety Q do J'Y
a Ty je prislusné tecné zobrazeni v bodé x € (). Baze vektorového pod-
prostoru 7, mé v prostoru 7, J'Y tvar

0 o  0g' 0
= Tat <8t> ot T ot agmrr
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- 0 g 0
== (55 ) = o * g .13)

0

qO’
_ 0 0 0g* 0
”:E4%0

o " o agm
kdel<o<m,1<I<m-—-k 1<:i:<k.

Vektorovym polem na vazebni podvarieté () nazveme (diferencovatelné) zobra-

zeni:
£:Q3x—&(x) € T,Q. (3.14)
Vektorové pole & na vazebni podvarieté lze vyjadrit v souradnicich:
0 0 = 0
0 o 0
=& — — — 3.15

kde &9, f”,éljsoufunkcenaQa1§a§m, 1<Ii<m-k 1<i<k.

Definice projektabilniho resp. vertikalniho vektorového pole na ) se sho-
duji s definicemi na J'Y. Nechf ¢ je vektorové pole na vazebni podvarieté
Q. Rekneme, Ze ¢ je mi-projektabilni resp. 1 o-projektabilni, existuje-li na X
resp. na Y vektorové pole &y resp. &y takové, ze plati T'wi(£) = & o 7. resp.
Tmio() = & o 1,0 Rekneme, Ze vektorové pole & je mi-vertikdlni resp. 1,0~
vertikalni, jestlize plati T'm1(§) = 0 resp. T'm10(§) = 0.

Priklad 3.4 Z definice vyplyva tvar m; resp. m o-projektabilniho vekto-
rového pole na Q:

0 0 ~ 0
_¢0 -~ o v b 1 v b
§=8 ()5 +&7(td"q )—aq" +&'(t 9", d )_aql’ (3.16)
resp.
0 0 ~ 0
_ 0 vy o v l v b
§=8(td") 5+t )—8q0 +&'(t,q", 4 )_aql' (3.17)
w1 resp. mqo-vertikdlni vektorové pole na Q ma tvar:
0 > 0
= £9(t. " b 1 v b 1
£=¢ (,q,q)—aquré’(t,q,q)—aql, (3.18)
resp.
~l v b 9
§=¢(tq".q") (3.19)

8_q'l'
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Obdobné jako na vazebni podvarieté () se zavadi tecné rozvrstveni na jejim
liftu @, kde bézi vektorového prostoru 7,Q, = € Q indukovanou soutfadnicovym
systémem (U7, X1) znacime:

o o0 o0 0

— —, —, — ] ,1<I<m-k 1<o<m 3.20

<5t dq°’ d¢' 0ql> (3.20)

a vektorové pole £ : Q 3z — & (x) € T,Q na Q mé soufadnicové vyjadfeni
00 8 5 8 0
o o Tag T o
kde £9, £, fl, &7 jsou funkce na Q. Definice projektabilniho a vertikdlniho vek-
torového pole € na Q jsou shodné s definicemi na J2Y.

£=¢° + &

3.1.4 Formy na vazebni podvarieté

Necht Q C J'Y je vazebni podvarieta a mé&me zadanou bazi (12) te¢ného vek-
torového prostoru T,Q, = € Q. Dudlni bdze k bézi (12) mé tvar (dt,dq”,d¢!),.
Tato baze generuje v bodé x € () vektorovy prostor 1;(Q), prostor dudlnik T,Q).
Diferencovatelné zobrazeni n : Q > © — n(z) € TrQ nazyvame diferencidlni
1-forma, nebo jen I1-forma na ). Obecna 1-forma na vazebni podvarieté ma
tvar:

n=mo(t,q",d")dt + n(t, ¢",¢")dq” + (¢, ¢",d")dd, (3.21)
kdel <o,v<m,1<I[,b<m-—k.

Pi#iklad 3.5 (Baze T:Q v prostoru T;J'Y) Necht je vazebni pod-

varieta @ zadana na J'Y rovnicemi: ¢ Ft = ¢i(t, ¢°, ¢'), 1 < i <k,
1<li<m-k,1<0c<m. Bud

9 9 9
ot 0q7 047 ) ,

baze te¢ného vektorového prostoru T,J'Y, x € Q C J'Y a (dt, dg°, dg°)
piislusna baze dudlni generujici dualni vektorovy prostor TxJ'Y k T, J'Y.
Vektorovy prostor T5Q je vektorovym podprostorem prostoru TxJ'Y.
Bud (13) baze T,Q v prostoru T, J'Y, p¥isluina baze dudlni v prostoru
T*J'Y m4 tvar

n° = dt + ¢i(dg’ — dg™ ),

= dq” + ci(dg’ — dgm ), (3.22)
ﬁl — dql + Cz(dgl . dq-TrL—k-i-i)7
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kde ¢; € R je libovolné. Zvolime-li ¢; = 0 pak m4 baze (22) tvar (n°, n°, i) =
(dt, dg°, d¢'). Provedeme-li pullback béazovjch forem (22) kanonickym
vlozenim ¢, dostavame (:*n°, o*n?, *i') = (dt, dq°, dg').

Obdobné tvahy jako pro 1-formy na @ miiZzeme vést pro 1-formy na Q. Shriime,
ze duélni baze k bazi (20) te¢ného vektorového prostoru 7. »Q, © € Q ma tvar
(dt, dg?, dg',dd") a obecna 1-forma na @ ma tvar:

n = nodt + n,dq” + mdd' + mdd, (3.23)

kde ng, 15, 71, 7 jsou funkce na Qal<l<m-—k,1< o <m.Diferencovatelné
zobrazeni 1 : Q 3 x — n(z) € AYTQ) resp. 1 : Q > z — n(z) € AYTQ)
nazgvame diferencialni ¢-forma, nebo jen g-forma na Q resp. Q, kde modul ¢-
forem na Q resp. Q znacime AY(TQ) resp. AY(TQ).

3.1.5 Horizontalni a kontaktni formy na @

Uvedeme standardni definice horizontalnosti a kontaktnosti forem na vazebni
podvarieté () a definujeme horizontalizaci a kontaktizaci na vazebni podvarieté.

Forma n € AY(TQ) se nazyva m resp. m o-horizontdini, pokud pro kazdé m
resp. m o -vertikdlni vektorové pole ¢ na @ plati

ien = 0. (3.24)
m1 resp.m o-horizontalni 1-forma na @ ma tvar:
n= 770(1:7 qu, ql)dtv

resp.
n = no(t,q”,¢")dt +n.(t,q",¢")dq",

kde 1 < o,v<m,1<1l<m—k. Forma n na vazebni podvarieté () se nazyva
kontaktni, pokud pro kazdy Q-pripustny rez 7 plati:

JY5*n = 0. (3.25)

Vsechny kontaktni 1-formy na @ jsou tvaru t*w, kde w € QY(TJ'Y) znaéi kon-
taktni 1-formu na J'Y, obecné w = B, (t, ¢, ¢")w’. Obecny tvar kontaktni 1-
formy na Q@ je tedy:

wQ = " (Bew”) = (Br o t)w' + (Bpgi 0 )™ FH = i + by g™,
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kde by, by,_g1s jsou funkce na Q.
Budeme znacit Q2!(7Q) modul kontaktnich 1-forem na Q, A% (T'Q), resp.
AL (TQ) modul m-horizontélnich, resp. 7 g-horizontélnich g-forem na Q.
Necht n € AY(TQ), ¢ > 1, je g-forma na vazebni podvarieté. Pro kazdy bod
y=J2y¢€ Q a kazdy systém vektori &, . .. &g € TyQ klademe:

(JE7)(E1s - - &) = (V) (Ted 5 0 Tyma(&1), -+, Tod 'y 0 Tyma(&)). (3.26)
Zobrazeni h nazyvame horizontalizact na vazebni podvarieté Q).

Priklad 3.6 (Horizontalizace 1-forem na Q) Zobrazeni h pfifazuje
I-formé n € AYTQ) formu hny € AY(TQ). Necht ¢ € TJ%Q je tecny
vektor ke Q v bodé J275 a T,J'7 resp. T,m2 znadi teéna zobrazeni k J'5
v bodé z resp. k my v bodé y = J27. Definice (26) mé pro q = 1 tvar

h(T3A)(€) = (g7 (T ' 0 Tyma(€)). (3.27)
hn je mi-horizontalni 1-forma na Q. Z definice horizontality (24) a hori-
zontalizace (26) vyplyva, ze pro ¢-formu 7, kde ¢ > dimX, je hn = 0.

V pripadé dimX = 1 mé netrividlni vysledek pouze horizontalizace 1-
forem. Vyjadreni horizontalizace 1-forem na () v soufadnicich:

hdt = dt,
hdq' = ¢'dt,

hdqm—k+i _ gidt,
hdg' = g'dt.

Necht n € AY(TQ), g > 1 je g-forma na vazebni podvarieté Q). Kontaktizaci
na ) nazveme zobrazeni p, které g-formé n € AY(TQ) na @ ptitadi kontaktni
g-formu na Q:

pn = p*'n—hn, (3.28)
kde p = 772,1\@ : J?5 — J'5. Pro g-formu na Q, kde ¢ > 1, dostavame pn = p*n.
Priklad 3.7 (Kontaktizace 1-forem na (Q) Ze soufadnicového vyjad-
feni horizontalizace 1-forem na ) a definice kontaktizace (28) dostavame
vyjadreni kontaktizace v soufadnicich
pdt =0
pdql = dql — qldt =
m—k+i _ dqm—k—l—i _ gidt * m—k+1

pdg = w

pdd' = dgt — gldt = &
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Libovolnou ¢-formu 7 € A?(7T'Q)) miZzeme nyni na Q rozlozit na soudet horizon-
talni a kontaktni komponenty:

p*n = hn + pn.

Kontaktni formu n € A?(T'Q) nazveme 1-kontaktni, pokud pro kazdé m-vertikalni
vektorové pole ¢ na @ plati, Ze i¢n je horizontalni. Formu n € AY(T'Q) nazveme
k-kontaktni, kde k > 1, pokud pro kazdé mi-vertikalni vektorové pole £ na @
plati, Ze i¢n je (k — 1)-kontaktni. P¥i takto zavedeném oznaceni mtiZzeme 7q-
horizontalni formy nazyvat téz 0-kontaktnimi, znacme h = py. Budeme znadit
Q4=FF(TQ) mnozinu k-kontaktnich g-forem na Q.

Vzhledem k tomu, ze dimX = 1, mizeme pro kazdou g-formu 7 na @, g > 1,
pséat p*n = pg—1m+pgen, kde pg_1m resp. pyn je (¢ —1)-kontaktni resp. g-kontaktni
g-forma na Q.

Zobrazeni py, : AY(TQ) — QI~5F(TQ) nazjvime k-kontaktizace na Q a ppn
nazyvame k-kontaktni komponentou formy .

3.1.6 Kanonicka distribuce

Z fyzikalniho hlediska nese kanonicka distribuce C definovana na vazebni podva-
rieté () informaci o moznych posunutich systému vizaného neholonomni vazbou
ke Q. Posunutimi rozumime teoreticky mozna posunuti na dané varieté. Na J1Y

<2 9 i)
8t7 8q0” 8q0 1§0’§m

nezavislad posunuti. Tato vektorova pole zadavaji bazi obecného posunuti v kaz-

predstavuji vektorova pole

dém bodé J'Y. O souboru vektorovych poli

<i i)
9q°’ 04" 1<o<m

budeme mluvit jako o posunutich ve fdzovém prostoru a o vektorovych polich

0
resp. ~—, 1 <o <m

q°’ g

jako o posunutich v konfiguracnim prostoru resp. v prostoru rychlosti.
Prvnim krokem pro definovani kanonické distribuce na vazebni podvarieté @@
je zavedeni systému lokalnich distribuci Cy na Qu, kde Qu = @ NU je prunik

33



vazebni podvariety s otevienou mnozinou na J'Y. Definujme

CY = span{y’, dff, 1 <i <k}, (3.29)
kde o
P= fldt 7. :
o' = f'dt + aq,o_w (3.30)

Distribuci Cy nazveme wvazebni distribuci. Vzhledem k tomu, Ze jeji anihildtor
obsahuje 1-formy df?, je Cy poddistribuci distribuce te¢né ke Qr7, ktera pfifazuje
bodu z € Q cely teény prostor T,Qu. Rank vazebni distribuce v J'Y je 2m +
1-—2k.

Je-li Qu lokalni vazba a Cy odpovidajici vazebni distribuce, pak zobrazeni

C:Qu>odx— CU(a:), (3.31)

kde Cy(z) C T,Qu, je distribuce na Qy, jejiz korank (vzhledem ke Q) je k.
Distribuce C na @Q se nazyva kanonickd distribuce. Systém k 1-forem na Q:

g

* 1

ot =gl = wh 4 oM TR <G <k, (3.32)

které nazyvame kanonické vazebni 1-formy, generuje anihilator kanonické distri-
buce, tj.
CY = span{¢'}. (3.33)

Veéta 3.1 Holonomnimi integralnimi tezy kanonické distribuce jsou prdvé holo-
nomni trajektorie v Q.

Priklad 3.8 (Baze 1-forem na Q) V dalsim vykladu budeme pouzi-
vat bazi 1-forem na @ obsahujici kontaktni 1-formy w! na Q a formy @'
generujici anihilator kanonické distribuce:

(dt, o', dd', @)
Kanonicka distribuce je generovana vektorovymi poli:

C= Span{g()a 5[7 gl}u (334)

kde
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(0 (i 0 0
0= ot 9 aqlq dDgm—k+i’

9 99 0
& = dq! + Al dgm—k+i’ (335)
> 0
&= adl"

Nezévisla vektorova pole (35) generuji tedy vSechna posunuti systému vaza-
ného systémem k neholonomnich vazeb f* = 0. Kanonicka distribuce méa pro va-
zany systém vyznam stejny jako T'J'Y pro systém nevéazany, nebot v nevizaném
piipadé systém miiZe teoreticky konat libovolna posunuti. Jak v TJ'Y tak mezi
vektorovymi poli nalezejicimi do kanonické distribuce budou mit vyznacné posta-
veni 7r1-vertikalni vektorova pole, kterd predstavuji virtudini posunuti. (Oznaceni
"virtudlni” budeme ve shodé s [1] uzivat pro posunuti neobsahujici %).

Vektorové pole g} ma vyznam posunuti v prostoru rychlosti na vazebni pod-
varieté Q. Na vazebni podvarieté jsou neholonomni podminky f* = 0 splnény
a mame pouze m — k nezavislych rychlosti ¢'. Baze posunuti v bodé rychlost-
niho prostoru je tedy rovnéz dimenze m — k a mtizeme ji zadat pomoci systému
vektorovych poli 6%1. Tento systém je mi-vertikalni a generuje virtualni posunuti
v rychlostnim prostoru.

Pi#iklad 3.9 Mé&jme na A C R?, A = (0,R) x (0, R) volny hmotny bod
a podrobme ho vazbé:
=g+ ix — 0. (3.36)

Vazba (36) je semiholonomni a odpovidd pohybu po oblouku kruznice.
Z (35) dostavame

0
60 E)
=2 _ =9
YW 0r  yoy
- 0
51—%-

V konkrétnim bodé o soufadnicich [xg,yo] je s danou vazbou sluéditelné
jediné posunuti v konfiguraénim prostoru a to ve sméru vektoru te¢ného
ke kruznici se stfedem v pocéatku a prochézejici bodem [z, yo].
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Omezeni volnosti pohybu mechanického systému na podmnozinu v konfigurac-
nim prostoru souvisi s holonomnimi vazbami a samoziejmé se pienasi na vazby
semiholonomni. To dosvédcuje také 71 o-projektabilita vektorového pole & v pri-
padé semiholonomnich vazeb. U obecnych neholonomnich vazeb dochéazi ob-
dobné jako u semiholonomni vazby k omezeni pfipustnych posunuti na vazebni
podvarieté Q. Toto omezeni je popsano m—k vektorovymi poli &, jejichZ vyznam
jiz ale neni geometricky tak nazorny jako u semiholonomnich vazeb.

3.1.7 Vazebni ideal

Méjme vazebni podvarietu @ na J'Y definovanou rovnicemi (1) a pfislugnou
kanonickou distribuci C, jejiz anihilator je generovidn kanonickymi vazebnimi
1-formami (30). Ozna¢me A(7T'Q) vnéjsi algebru diferencidlnich forem na Q.

Ide4l na A(TQ) generovany kanonickymi vazebnimi 1-formami @' nazveme
vazebni idedl a budeme jej znacit Z(CY) nebo jednoduse Z. Formy, které nalezeji
do vazebniho idedlu, nazyvame vazebni formy. Maji tvar

a N,

kde « znaci diferencialni formu na @),
i
¥ = aip

je linearni kombinace vazebnich kanonickych forem a koeficienty a; jsou funkce
na Q.

1-formy nélezejici do vazebniho idealu jsou tvaru a;@" a jejich soubor budeme
znadit A(Z). Oznaéme

A(T) = {a Apla e A(TQ), o € AY(T)}

mnozinu vazebnich ¢—forem. Dopliime, Ze A%(Z)bude znacit mnozinu tvofenou
jen identicky nulovou formou.
Je-li pocet vazebnich podminek k£ > 1, pak ve vazebnim idedlu nalezneme
specialni formy:
GIAG2A---AN@? 1<p<k, (3.37)

které muzeme nazvat multivazebnimi formami. V piipadé, kdy k > 1, miZeme
tedy nalézt mezi vazebnimi formami obecné formy typu:

aANGL aNGEANG2 L aANGEAG2 A GE,
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Multivazebni formy generuji podidedly ve vazebnim idedlu, tzv. multivazebni
idedly, které budeme znacdit 7' = 7, Z2,...,7*. Tyto ideély tvoii nasledujici
posloupnost:

{0ycztcztlc...cT?cT c ATQ).

3.1.8 Vazana horizontalizace a kontaktizace

V této kapitole zavedeme tzv. vdzané horizontdlni a vdzané kontakini formy a
také wvdzanou horizontalizaci a kontaktizaci na Q. PTi vazané horizontalizaci i
kontaktizaci budeme piechézet z vazebni podvariety Q na jeji lift Q, ktery jsme
jiz dfive zavedli, a déle budeme potfebovat lift kanonické distribuce C a vazebni
ideél na Q.

Lift kanonické distribuce, vazebni ideal na Q

Méjme kanonickou distribuci C ranku 2m + 1 — 2k na vazebni podvarieté )
a projekei p: Q — @, jak jsme ji definovali vztahem (5).
Liftem kanonické distribuce C nazveme distribuci C na @, pro kterou plati

Typ(C(y)) = Clp(y)), (3.38)

—_

pro kazdé y € Q. Vektorové pole = na Q patif do C, je-li m,1-projektabilni a
jeho my 1-projekce je vektorové pole Z na @ nalezejici kanonické distribuci C.
Vektorové pole = miizeme zapsat v soufadnicich

:A°§o+A’§l+Al£l+B’8%, 1<1<m-—k,

[1]:

kde &, &, & jsou generdtory (35) kanonické distribuce, A°, A!, Al jsou funkce
na Q a Bj jsou funkce na Q. Mame tedy generatory liftu kanonické distribuce

. -9
CO = Spa‘n{f(b §l7 Sla a_ql}7 1 < l <m-— k

a anihilator distribuce C je generovan l-formami @' = p*@', zkracené piSeme
¢ =g

Ideal vnéjsi algebry A(T@) generovany anihildtorem distribuce C se nazjvéa
vazebni idedl na Q a budeme jej znacit Z. Formy nalezejici do vazebniho idedlu
na @ budeme nazyvat vazebni formy na Q.
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Oznaéme nyni AY(Z) resp. AY(Z) modul vazebnich g-forem na Q resp. na Q

a A (Z) resp. AL (Z) submodul 7y g resp. 72 -horizontélnich vazebnich g-forem

na @ resp. na Q.
Definujme tifdu ekvivalence [a1]pq(7) Tesp. [a1] () ¢-forem na vazebni pod-

varieté @ resp. na jejim liftu Q. Forma ay € A(TQ) resp. g € Aq(TQ) se nazyva
ekvivalentni s formou ay € AY(TQ) resp. as € AY(TQ), pokud ae = a1 + ¢, kde

© € A(Z) resp. p € AY(T).

Priklad 3.10 (Tf¥idy ekvivalence 2-forem ) Vzhledem k vyznam-
nému postaveni 2-forem v dalsim vykladu vypisme sourfadnicové vyjad-
feni obecné 2-formy «a € [a]a2(7) na Q.

a=a,dq” Adt + ayy, dg® Adq” + ap;dg® Addt +
+ aydgh A dt + agp dgh A dgP + (3.39)
+ @ An,
kden € AL(TQ) ap € AY(T). V dané tiidé [a],2 (1) Jsou funkee oy , Ay, Q1 5 Qg 5 Gt

urceny jednoznacné. Vypisme dale soufadnicové vyjadreni obecné 2-formy
a€ [a]AZ(i) na Q:

a=a,dg” Adt + ayy, dg” Adq” + ap dg® A dgh + ay dg” A dG +

+ a;dg' Adt + ag, dgt A dgP + dyp ddt A dgP + (3.40)
+ a;dgt A dt 4 ag, dgt A dgP (3.41)
+ o A,

kde n € AYTQ) a ¢ € AY(I). V dané tiidé [a]AQ(j) jsou funkce
Qo Oy , O, Ol , O Oy, O, O, Qg
urcéeny jednoznacné.

Nésledujici definice a tvrzeni jsou pfevzaty z [26].
Ptiklad 3.11 (Operace s tfidami ekvivalence) Necht [a1]pq(7), [@2]aa(7)

a [f] Ar(z) Jsou tiidy ekvivalence definované vyse. Uvazujeme nasledujici
operace:
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1. S¢iténi:
[c1]aa(z) + [a2]aa(r) = [a1 + a2]pa(z),

kde a1, a jsou g-formy na Q.

2. Néasobeni funkci:
F - [oa]pazy = [F - a1]aa(o),
kde F' je hladka funkce na Q.

3. Vnéjsi soudin:
[a1]aazy A [Blar(z) = lea A Blar+ar),

kde aq je g-forma a ( je p-forma na Q.

4. Vnitini soucin pro = € C:
izla1]pezy = [iza1]pe1(7)-

Formu n € AYTQ), resp. formu n € AYT Q) nazveme vazané horizontdlni,
pokud plati ign € T pro kazdé mi-vertikalni vektorové pole £ € C, resp. pokud
plati i¢n € Z pro kazdé mo-vertikalni vektorové pole £ € C.

Priklad 3.12 (Vazané horizontalni 1-forma) 1-forma n na Q je va-
zané horizontalni, pokud i¢n = 0 pro kazdé mi-vertikdlni vektorové pole
nalezejici kanonické distribuci C. Musi byt tedy tvaru n = ng + ¢, kde ng
je horizontalni 1- forma na @ a ¢ je vazebni 1-forma.

Pro ¢ > 1 splyvaji vazané horizontalni g-formy s vazebnimi g-formami na @) a
vztahem i¢n = 0, kde § € C je mi-vertikdlni, zaviddime tzv. silné¢ vdzané hori-
zontdlni g-formy na Q. Méjme projekci p : Q — Q a uvazujme vazebni formy
na Q pouze tvaru p*n, kde n € Z. Vsechny formy nélezejici do A%(Z) budou
tedy v dalsim vykladu p-projektabilni. Definujme nyni vazanou horizontalizaci a
kontaktizaci. Vdzanou horizontalizaci nazveme zobrazeni h faktorovych moduli

h: AYTQ)/AI(T) — (A% (TQ) & AY(T))/AY(D), (3.42)

kterd je definovana na tfidach ekvivalence takto:

h[n]Aq(I) = V”?]Aq(j) =hn+ ¢, (3.43)
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kde ¢ je vazebni ¢-forma na Q. Vizanou kontaktizact pak nazveme zobrazeni
p: A(TQ)/AT) — QU(TQ)/AY(T), (3.44)

definované vztahem
plaay = [Pnlpaz) = P+ &, (3.45)

kde ¢ opét zna¢i vazebni ¢-formu na Q. Je-li p[n] Aaz) = [0]ae(z), pak je tiida
ekvivalence [1]yq¢(7) vazané horizontalni a naopak, je-li h[n] Aa(z) = [0]aa(z), Pak
je tfida ekvivalence [n]q(7) vazané kontaktni.

Véta 3.2 (Vlastnosti vazané horizontalizace a kontaktizace) Méjme formy
n A€ AN(TQ), we AP(TQ), a funkei f na Q a uvazujme projekei p : Q — Q.
Z definice vazané horizontalizace a kontaktizace vyplgvd:

Al fnlaazy = (f ©p) - h(0)aa(z),
plfnlaaz) = (f o p) - D(M)pa(z)s

[Alaaz) + hlnlae),

pall

h([Naa(z) + Mlaaz) =
h([Naa(z)

A
P([Naa(z) + ]

[wlar(z)) = AN asz) A RlwW]ar(z),
A4(T))

PN aa(z) + PINlae),

+h[Naa(zy A Dlw]ar(z)-

Podobné jako u standardné definované horizontalizace a kontaktizace, zava-
dime i u vazané horizontalizace a kontaktizace rozklad 1-forem, resp. t¥id ekvi-
valence 1-forem na vazané horizontalni a kontaktni ¢ast a pro tfidy ekvivalence
g-forem, kde ¢ > 1, zavedeme rozklad na vézané g-kontaktni a (¢ — 1)-kontaktni
cast.

Véta 3.3 Kazdou tridu ekvivalence 1-forem [n) Al(z) mizZeme rozloZit nasledugi-
cim zpusobem:
p*Mlarzy = hinlarz) + Blarz)- (3.46)
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Pfiklad 3.13 (Vazana totalni a parcidlni derivace) Necht 7 je exaktni
1-forma, tj. n = df pro jakoukoliv funkci f na @, ze vztahu (46) dosté-
vame:

p*ldfIarzy = hlAf]ar(z) + PlASfIar(z)-

Pro vazanou horizontalni a kontaktni ¢ast dostavame vyjadieni:

- d
hldf]avz) = stfdt + ¢,

P
pldflar () ;{ l+8—f,w + o,

kde ¢ je vazebni 1-forma na Q) a

def _0f  Of J 5f of 4
a o T o ! *
of 0 od _of
aq aq aql aqm k+i?
kdel <Ii<m-—k, 1<i<k.
Operatory d¢/dt, Oc/0q' budeme nazjvat vdzand totdlni derivace a

(3.47)

(3.48)

vdzand parcidlni derivace. Oznacme jesté

def _Of [ Of 4, Of

= g 4
dt ot aqlq + aqm_k+’g’ (349)

kdel <Ii<m-—-k, 1<i<k.

Piistupme nyni k definici rozkladu tfid ekvivalence g-forem [1]yqa(7), ¢ > 1,
které jsou v pfipadé jednodimenzionélni béaze fibrované variety (Y, 7, X) vizané
kontaktni. T¥idu ekvivalence [n]xq (7) ¢-forem na @ nazyvame vdzané 1-kontaktni,
pokud pro kazdy prvek této tridy a kazdé mi-vertikalni vektorové pole = na @)
nélezejici kanonické distribuci C je t¥ida (¢ — 1)-forem iz[n]p¢(7) vAzané horizon-
talni.

Ttidu ekvivalence [n]pq (z) ¢-forem na @) nazyvame vdzané k-kontakini, pokud
pro kazdy prvek této tridy a kazdé mi-vertikalni vektorové pole = naleZejici
kanonické distribuci C je tfida (g — 1)-forem iz [n]yq¢(7) vazané (k — 1)-kontaktni.

Zobrazeni

Pr: A(TQ)/AYT) — (T FNTQ) + AUT))/AY(T) (3.50)
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definované vztahem:
ﬁk[n]AQ(I) = [pzm]Aq@), (3'51)

kde prvek t¥idy [pgn] Aa(7) Je tvaru ppn+ ¢ (¢ € T je vazebni ¢-forma), nazjvame
vazanou k-kontaktizaci.

Poznamenejme, Ze faktorovy modul (Q9=%*(TQ)+A%(Z))/A%(Z) na prodlou-
zeni Q vazebni podvariety Q neobsahuje piimy soucet, nebot modul Q=%+ (TQ)

mé neprazdny prinik s modulem A?(7) tvofeny vSemi k-kontaktnimi vazebnimi
g-formami.

Véta 3.4 (Rozklad ¢-formy) KaZdd tiida ekvivalence g-forem, kde q¢ > 1,
mize byt jednoznacné rozlozena na vazané q-kontakini a vazané (q—1)-kontaktni
cdst na Q:

P [Mlaaz) = Pg—1[nlaa(z) + Dglnlaa(z)- (3.52)

Priklad 3.14 (T¥idy ekvivalence 2-forem) Kazda tfida ekvivalence
2-forem umoznuje jednoznacny rozklad

P [nlaz ) = Prlnlaz o) + P2[nlaz(z) (3.53)

Rozepsanim s¢itanct na pravé strané vyrazu dostavame

iz =pin+ e A a

P22y = p2n+ ¢ A,

kde ¢ je vazebni 1-forma na Q a « je obecna 1-forma na Q a pin resp.
pon je standardné definovana 1-kontaktni resp. 2-kontaktni ¢ast formy
n € A(TQ).

Vyse uvedenymi definicemi byl zaveden vazebni pocet, ktery prostfednictvim
vazebniho idedlu operuje na vazebni podvarieté s ti¥idami ekvivalence forem.
Tento pocet se uziva pii formulaci neholonomniho varia¢niho principu v dalsich
kapitolach.
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3.2 Dynamické a redukované pohybové rovnice

Tato kapitola shrnuje popis vazaného mechanického systému a vénuje se kon-
strukci pohybovych rovnic vdzaného mechanického systému. V [10] se zavadi
dva ekvivalentni popisy neholonomné vazaného systému. Prvni z nich vychazi
z definice vazaného systému jako deformace nevazaného systému [«] vazebni si-
lou, zatimco druhy popisuje vazany systém jako nevazany mechanicky systém na
vazebni podvarieté Q. Dostavame tedy dva, z hlediska feSeni vdzaného systému
ekvivalentni, soubory pohybovych rovnic: tzv. dynamické pohybové rovnice a
tzv. redukované pohybové rovnice. Z fyzikalniho hlediska se systémy lisi pfitom-
nosti informace o vazebni sile, ktera je explicitné obsaZena jen v dynamickych
pohybovych rovnicich. Pripadna tvrzeni nedokazujeme, dikazy jsou uvedeny
v [10].
Necht E je dynamické forma

E = (Aq(t,q",4") + " Bop(t,q", ¢")) w7 A dt (3.54)

a [a] je pFislusny mechanicky systém na J'Y. P¥ipomeiime, Ze reprezentant t¥idy
al je tvaru
a=A,w’ Ndt + By,w® ANd¢Y + Fyw” AW, (3.55)

Necht @ C J'Y je vazebni podvarieta. Dynamickou formu ® = ®,w A dt
definovanou na okoli vazebni podvariety () nazveme idedini vazebni silou, pokud
pro kazdé mi-vertikalni vektorové pole £ nalezejici do vazebni distribuce spliiuje
podminku

ie® = 0. (3.56)

Priklad 3.15 (Soufadnicové vyjadreni idealni vazebni sily) Zjis-
téme, jaky tvar bude mit forma ® spliujici podminku (56). ® je tvaru
® = ¢ Adt, kde € = gpdt + e,w?. Anihildtor vazebni distribuce mé tvar
span{¢’,df?, 1 < i < k}. Z definice (56) vyplyva, Ze forma e musi spliio-
vat igpe = 0 pro kazdé mi-vertikdlni vektorové pole ¢ nalezejici vazebni
distribuci. Tedy kontaktni ¢ast formy e patii anihildtoru vertikalni pod-
distribuce vazebni distribuce. pe je kontaktni a 7 ¢-horizontalni, musi
tedy byt pe = %; uf pp', kde p) jsou funkce na J 1y . Muzeme psét

O fi

w? A dt. (3.57)
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Formu (57) nazgvame (lokdlni) Chetaevovou vazebni silou nebo kratce Chetaevo-
vou silou. Konstrukei globalni sily nalezneme v [10]. Koeficienty ,ué maji vyznam
Lagrangeovych multiplikator.

Priklad 3.16 (Chetaevova sila pro semiholonomni vazbu) Necht
jsou vazebni podminky f¢ = 0 semiholonomni. Pak existuje funkce u‘(t, ¢%)

na Y takova, ze plati 4
i dul(tv qa)

R (3.58)
Vazebni silu (57) mtizeme piepsat do tvaru
- Ou’
D =y 7 A dt. 3.59
Ko aqg w ( )

Meéjme semiholonomni vazbu
1= 2yy+ 2z& = 0. (3.60)
Vidime, ze Chetaevova sila mé jak podle (57) tak podle (59) tvar:
® = pig (2xdz A dt + 2ydy A dt) . (3.61)

Vysledny tvar vazebni sily ® zavisi na funkci pg.

3.2.1 Dynamické pohybové rovnice

Polozme
Ey =FE— O, (3.62)

kde ® je Chetaevova vazebni sila prislusna vazbé ). Dynamickou formu Fg
nazveme deformaci dynamické formy E a v soufadnicich dostavame jeji vyjadieni

i Of
ano—

Ep = (Ao + B’ — > w? A dt. (3.63)

Deformaci mechanického systému [o] nazveme 2-formu:

oft
04°

ap=a—&= (AU—,uf) )w”/\dt+BJ,,wU/\dLj”+FUVwU/\w”. (3.64)
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Vézany mechanicky systém je reprezentovan t¥idou ekvivalence [ag], kde relace
ekvivalence je zavedena takto: 2-formy a1, ags jsou ekvivalentni pravé tehdy
kdyz

apl — g2 = Nepw’ AW,

Resenim neholonomné vdzaného systému [ag] je pak fez vy variety (Y, , X),
ktery splituje podminky

EgoJ?y=0, floJly=0 (3.65)
nebo ekvivalentné pro kazdé mi-vertikalni vektorové pole & na J'Y
J'yticag =0, floJly=0. (3.66)

Rovnice (65) a (66) vyjadiuji deformované pohybové rovnice a vazebni podminky.
Deformované pohybové rovnice maji tvar

oft
04°

Ay + By i’ — pb=5= = 0. (3.67)
Deformované rovnice a vazebni podminky tvoii soustavu diferencialnich rovnic,
z nichz m rovnic je druhého fadu a k rovnic je fadu prvniho. Neznamymi jsou
parametrickd vyjadieni trajektorie ¢°(t) a Lagrangeovy multiplikétory p ().

Vzhledem k pfitomnosti vazebni sily nazyvame soustavu deformovanych rov-
nic a vazebnich podminek dynamickymi pohybovymi rovnicemi.

3.2.2 Redukované pohybové rovnice

Redukované pohybové rovnice predstavuji alternativu k rovnicim dynamickym
z hlediska feSeni systému. Neobsahuji vsak explicitné informaci o vazebni sile.
Necht ¢ je kanonické vlozeni. Neholonomné vdzanym mechanickym systémem
pfislusnym mechanickému systému [ rozumime t¥idu ekvivalence [ag]| = [t o,
pro niz je relace ekvivalence definovana néasledujicim zptsobem

Car~ s & Cog — Cas=Fwt Awt+o, (3.68)

kde Fj; = —F; jsou funkce na Q) a ¢ je vazebni 2-forma.
Reprezentant t¥idy [ag] mé souradnicové vyjadieni:

on:fllwl/\dt—l—Blswl/\dq's—l—FlSwl/\ws+g0, (3.69)
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kde komponenty A;, Bl,s jsou uréeny pomoci slozek dynamické formy(54)

k ; k k :

_ g’ og’

A=A+ Z Am—k—i—ja—ql + Z By m—kti + Z Bm—k-l—j,m—k-i—ia—q.l

j=1 i=1 j=1
dg' | 9d" .,
. 3.70
< 8t + 8qo-q o L? ( )
- dg' dg' dg’ dg'

Bjs = <Bls + ; (Bl,m—k—i-ia—q-s + Bm—k-i—i,sa—(].l) =+ Bm—k-i—j,m—k-i—ia—qla—q.s ol

Resenim neholonomné vézaného mechanického systému [ag)] je fez v fibro-
vané variety (Y, m, X), ktery spliiuje pohybové rovnice vazaného systému:

T yrieag =0 (3.71)

pro kazdé vektorové pole ¢ néalezejici do kanonické distribuce.
Rovnice (71) nazyvame redukovanymi rovnicemi a v soufadnicich maji vyjé-
dfeni:
flrodly =0, (A + Bisg®) o J>y=0. (3.72)
Tento soubor je soustavou m — k diferencidlnich rovnic druhého a k diferencial-
nich rovnic prvého fadu pro m neznamych funkei 77 (¢).

Oba vyse uvedené systémy maji stejné feSeni. Z fyzikalniho hlediska je vsak
také zajimava vazebni sila, jejiz slozky jsou explicitné obsaZeny pouze v defor-
movanych rovnicich.

Necht [ag] je vazany systém, [a] piislusny systém nevazany, C kanonicka
distribuce na Q.

Vizand dynamickd distribuce A, piislusna formé ag je poddistribuci ka-
nonické distribuce C a jeji anihilator je dan vztahem

AgQ = span{i¢caq}, (3.73)

kde £ probihd mnozinu vSech i-vertikdlnich vektorovych poli na (). Anihilator
je tvoren 1-formami:

&', Aydt + 2F"w® + Bjydg®, Bisw®, (3.74)
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kde 1 < I, s < m — k. Ttida ekvivalence [aq] ddva vzniknout tiidé [A,,] pii-

slusnych vazanych dynamickych distribuci. Necht V' C @ je oteviena mnozina,

nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

1.

2.

Vézany systém [ag)] je regularni na V.

Matice By je regularni v kazdém bodé V.

. Kazdé z dynamickych distribuci tfidy [A,,] mé rank jedna na V.

. VSechny dynamické distribuce vazaného systému [ag] se na V shoduji a

jsou generovany 1-formami
@', Aydt + Bjdg®, o', (3.75)

kde 1 <Il,s<m-—k, 1<i<k.

. Pohybové rovnice vazaného systému maji tvar:

§=—-BYA,, fi=0, (3.76)

kde B! je matice inverzni k matici By, 1 <1, s<m —k, 1 <i<k.
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3.3 Variac¢nost

V této kapitole kratce shrnujeme neholonomni varia¢ni princip, kterym se po-
drobné zabyva [26]. Tvrzeni piebirdme a uvddime bez dikazi, které lze nalézt
v [26]. Uvedeme ,vazebni Eulerovy-Lagrangeovy rovnice“, které jsou ekviva-
lentni redukovanym pohybovym rovnicim a kritérium varia¢nosti neholonomné
vazaného mechanického systému, kterym je existence uzavieného reprezentanta
v tfidé ekvivalence predstavujici vdzany mechanicky systém. Zajimavym disled-
kem formulace vazebniho varia¢niho principu je neexistence jednoznacné Lagran-
geovy funkce charakterizujici varia¢ni vazany systém.

Necht (Y, 7, X) je fibrované varieta, dimY = m + 1, dimX =1, Q Cc J'Y
vazebni podvarieta dimenze 2m + 1 — k, definované neholonomnimi podminkami
v normélnim tvaru (4) a C je pfislusna kanonicka distribuce. Necht W C @
je oteviend mnozina a 2 C X je kompaktni podvarieta variety X s okrajem.
Bez Gjmy na obecnosti miizeme polozit 2 = [a,b] C R. Ozna¢me fgw(ﬂ) mno-
zinu hladkych Q-pFipustnych fezt fibrované variety m na 2, takovych, Ze plati
J'5(Q2) € W. Necht 7 je 1-forma na @, pak J'5*n je 1-forma na oteviené mno-
ziné v X. Mtzeme definovat funkci

Ty (m) 37— /Q T, (3.77)

kterd ma hodnoty v R. Protoze J'5 jsou integralni fezy kanonické distribuce
C, funkce (77) se nezméni, pokud za jeji argument vezmeme misto 1-formy 7 1-
formu 7 + ¢, kde ¢ je vazebni 1-forma definovana na oteviené mnoziné W C Q.
Proto muzeme misto (77) psét

fg,w(ﬂ) 27— /Q TV Ml arz)- (3.78)

Tuto funkci nazveme wvazebni variacni funkci nebo vazebni akéni funkct, akci
1-formy 7 na @ nad Q.

Necht = je mi-projektabilni vektorové pole néalezejici kanonické distribuci
definované na oteviené mnoziné W. £ je jeho mi-projekce. Necht {ay} resp.
{0y} je lokdlni jednoparametrickd grupa generovana vektorovym polem = resp.
&. Definujeme jednoparametrickou vazebni variaci nebo také vazebni deformaci
Q@-pripustného fezu 74 indukovanou vektorovym polem = jako

{0u} = {a 0 J' Y00t} (3.79)
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mi-projektabilni vektorové pole = nélezejici do kanonické distribuce budeme
v dals$im nazyvat také vazebni variace fezu 7.

Obecné je fez 0, vazebnim Fezem, nemusi tedy jit o holonomni trajektorii
v Q. Existuje takové € > 0, Ze pro kazdé u > (—¢, €) je vazebni ez 6, definovan
na okoli kompaktni mnoziny Q, = ag,(2). MtZeme definovat redlnou funkci

(—€,€) Eu— / 5. (3.80)

Tato funkce je diferencovatelné. Jeji derivaci podle u v bodé u = 0 dostavame

d d

L L o Jyoagtyn| =S [ (J5ar ‘ 3.81
coz lze pomoci Lieovy derivace prepsat do tvaru
/ J 5% 0. (3.82)
Q
Nyni mtuzeme definovat funkci
rgw(m) 25— /Q J 5%z (3.83)

Vzhledem k tomu, Ze J'¥ je integralni fez kanonické distribuce, miizeme opét
misto 1-formy dzn uvazovat tiidu ekvivalence [0=7]1(7) a funkei (83) zapsat ve
tvaru

fg,w(ﬂ) 27— /Q J' ¥ [0=n] a1 (7). (3.84)

Funkci (84) nazyvame vazebni pruni variaci. Poznamenejme, ze lze definovat i
vazebni variace vyssich radu.

Prozatim jsme pro popis vSech deformaci Q-pfipustnych fezi z mnoziny
ng/V(TI') pouzivali 7i-projektabilni vektorova pole Z nélezejici do kanonické
distribuce. Lze ukézat (viz [26]), Ze pro ucel generovani vsech deformaci Fezu
J'5 € f‘gw(w) je dostateéné uvazovat mi-vertikalni vektorovd pole = néleze-
jici kanonické distribuci, kterad zachovavaji definiéni obory deformovanych fezu.
Tato vektorova pole budeme v dalsim nazyvat 7wy -vertikdlni variace.

Véta 3.5 (Vazebni Lepageova 1-forma) Nechtn je 1-forma na Q). Ndsledu-
jict podminky jsou ekvivalentni.
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1. TFidu ekvivalence [dn)] A2(7) lze rozloZit nasledugicim zpusobem:
P*[dn]A2(I) = [E]A2(j) + [F]Az(j')7
kde [E] 2 @) =D [dn]a2(z) je horizontdini vzhledem k projekci Q—Y.

2. Vizané 1-kontaktni édst py[dn) A2(7) Je trida ekvivalence obsahujici dyna-
mickou formu na Q.

—

3. Pro kazdé my-vertikalni vektorove pole Z ndlezZejici kanonické distribuci
, 2 =2t q%, )& + ENt, ¢, 4°)&, kde &, & jsou genem:tory kanonické
distribuce (35), nezdvisi soutadnicovd reprezentace tridy hiz[dn] A2(Z) N

komponentdch Z'.

4. V libovolném soutadnicovém systému je

_ I .
n=Ldt + g—qlwl + L@, (3.85)

kde L a L; jsou funkce na Q a @' jsou kanonické vazebni 1-formy.

Formu 7 spliiujici kteroukoliv z vyse uvedenych podminek nazveme vazebni Le-
pageovou I1-formou. Vazané horizontalni ¢ast formy 7

e = Ldt + L; @' (3.86)

nazveme vazebni lagranzidn. Poznamenejme, Ze vazebni lagranzian neni invari-
antni a narozdil od nevazaného pfipadu, kde je lagranzian urcen jedinou funkci,
je vazebni lagranzian zadan k + 1 funkcemi L, L;.

Vratme se nyni k vazebni prvni variaci (84) a pfipomenme, ze Q = [a,b] je
uzavieny interval v R. Pouzitim vzorce pro vypocet Lieovy derivace dostavame

b
| iz - (3.87)

b
= / Jy* (z'g[dn]Az(I)) + Jiy* (iE[U]Al(z)) (b) — J'4* (iE[U]Al(I)) (a).

Necht n v (87) je vazebni Lepageova 1-forma, pak pro prvni vyraz na pravé
strané rovnice (87) dostavame vyjadieni

/ P (il o) = / "y (2Bl (3.88)

a a
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kde = je mo-vertikalni vektorové pole na Q nalezejici liftu C kanonické distribuce.
Vztahem

pildn]azz) = [Elp2z) (3.89)

definujeme vazebni Fuler- Lagrangeovu formu . Jeji souradnicové vyjadreni je

[E]AZ(f) = [El(iaii)wl /\dt]A2(j), (3.90)
Kde oL de 0L degt  de dg
py_0OcL dcdL 7 (Ocg’ dcOg’
Bl L) =30~ qag ~ & [aql dt 0§ ] (3.9)
at ot T ag? T ggmrrd T pg

dc 0 dg* 0
o~ of " o agr
kde 1 <l<m—k,1<i<k. Vyrazy (91), které zavisi na k + 1 funkcich L, L
na @, nazveme vazebnimi Eulerovymi-Lagrangeovymi vyrazy.
Necht & je Q-pripustny fez. Je-li, za podminky pevnych koncti deformace
{0, }, vazebni prvni variace p¥isluina fezu 5 nulova, tj.

/b J' 3 [0=n]p1z) = 0, (3.92)

kde = je mi-vertikdlni vektorové pole nélezejici C, nazveme fez 7 vazebni ex-
trémdlou 1-formy n na Q = [a,b]. Rez 7 nazveme vazebni extrémdlou 1-formy 7,
plati-li, ze restrikce fezu 7 na libovolny uzavieny interval ) C dom# je vazebni
extrémaélou vazebni Lepageovy 1-formy 7 na Q.

Véta 3.6 Necht n je vazebni Lepageova 1-forma na Q a 7 je Q-pripustny fez.
Nasledugjici podminky jsou ekvivalentni:

1. ¥ je vazebni extrémdla vazebni Lepageovy 1-formy n.

2. Pro kazdé vektorové pole = na QQ ndlezejici kanonické distribuci C plati
J A%iza =0

pro kazdé o € [dn]a2(z).
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3. Pro kazdé mi-vertikdlni vektorové pole = na Q ndleZejici kanonické distri-
buci C plati
J A*iza =0

pro kazdé o € [dn]a2(z).
4. Vazebni Eulerovy-Lagrangeovy vijrazy jsou podél J*35 nulové, tj.

EjoJ?7=0,1<1<m—k.

5. V libovolném fibrovaném soutadnicovém systému 7 spliuje systém rovnic

@_@@_[@ dcagl}:o (3.93)

ot dtag ' agt  dt ad

Kazdy z vysSe uvedenych ekvivalentnich systémti rovnic nazyvame wvazebnimi
Eulerovgmi- Lagrangeovymi rovnicems prislusnymi vazebni Lepageové 1-formé
1. Mtzeme tedy shrnout, ze Q-pfipustny fez je vazebni extrémalou vazebni Le-
pageovy l-formy 7 tehdy a jen tehdy, kdyz spliuje ptislusné vazebni Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice.

Véta 3.7 (Varia¢ni neholonomné vazany systém) Vdzanyg mechanicky sys-
tém [ag| je variacni tehdy a jen tehdy, kdyZ trida ekvivalence [ag] obsahuje
uzavreného reprezentanta og.

Pro uzavieného reprezentanta g plati ag = dn, kde 7 je vazebni Lepageova
1-forma (85). Pro komponenty A;, By formy ag pak dostavame vyjddieni:

Toe A9l [0 Ao,
XM{@_E@MMJJQ—E@ww (3.9
B 82E _ 6291'
Bls - _aq.laqs + Lz aq'l@qs’ (395)
de _0 0., 0 i
at ot " agd T ggmrrid>

o 0 94 0

ad ~ ad " od agm e
kdel1 <Il,s<m—k, 1<i<k.
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Forma 7 vSak neni zadana jednoznacné, lze ji zadat riznymi kombinacemi
funkci L, L; na Q. Lepageovy 1-formy 7, 1y reprezentuji tjz varia¢ni vazany
systém, plati-li:

dm — dne = Fiaw! Aw® + ¢, (3.96)

kde ¢ je vazebni 2-forma.

Poznamenejme, Ze z podminky dag = 0 vyplyvaji nutné a postacujici pod-
minky varia¢nosti vazaného systému pro koeficienty A;, By, které se nazyvaji
vazebni Helmholtzovy podminky variacnosti (viz[16]). Tyto podminky jsou ob-
dobou Helmholtzovych podminek pro nevazany mechanicky systém.

Véta 3.8 Necht [a] je variaéni nevdzany mechanicky systém a Q je vazba. Vi-
zany mechanicky systém [aq] prislusny systému [a] a vazbé Q) je variacni.

Kazdy nevazany varia¢ni systém podrobeny neholonomni vazbé tedy pre-
chazi na systém variacni vazany. Lepageova vazebni 1-forma neni zadéna jedno-
znac¢né. Pro varia¢ni nevazany systém vsSak existuje vztah mezi Lagrangeovou
funkci L nevézaného systému a funkcemi L, L;, které reprezentuji Lepageovu
vazebni 1-formu pfislusnou vazanému systému [og]:

= = oL
L:LOL,Li:<WOL>, (397)

kde ¢ je kanonické vlozeni vazebni podvariety Q do J'Y. Vztahy (97 ) ziskdme
porovnanim vyrazi (94), (95) s koeficienty formy ag = ¢*dfy, kde 6y = Ldt +
OL/0¢ we.
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4 Fyzikalni aplikace

V této kapitole se budeme vénovat praktickému vyuziti geometrické teorie neho-
lonomné vazanych systému, pficemz budeme klast diraz na fyzikalni podstatu
prikladu. Vsechny priklady maji vztah k varia¢nosti neholonomnich systému.
V prvni ¢asti uvedeme ptiklady, ve kterych je nevizany systém varia¢ni. Pu-
jde o priklady fyzikalni, tj. budeme popisovat redlné neholonomni mechanické
systémy. V dalsi ¢asti se budeme vénovat zajimavému aspektu teorie variac-
nich neholonomnich systémii: pomoci neholonomni vazby lze prevést nevaria¢ni
nevazany systém na varia¢ni vazany. Uvedeme jak fyzikalni ptiklady, tak mate-
matické modely. V posledni ¢asti se budeme zabyvat problémem trivialni vazebni
Lepageovy 1-formy.

V prikladech je kladen duraz na jejich fyzikalni vyznam. Osnova prikladi
z prvni a druhé kapitoly je vzdy shodna. Zac¢indme nevazanym systémem, popi-
sujeme jej Lepageovou 2-formou a dynamickou formou, pfipadné lagranzianem,
pokud existuje. Poté zformulujeme neholonomni vazbu, kde budeme klast dtraz
na jeji vyznam a konstrukci, zapiSeme formy charakterizujici vazany systém a
budeme se vénovat sestaveni a Tesitelnosti systému redukovanych rovnic. V pfi-
padech, kdy pujde o variacni vazany systém, nalezneme alespon jednu Lepageovu
vazebni 1-formu prislusnou vazanému systému. Z fyzikalniho hlediska nas bude
zajimat zejména systém deformovanych rovnic. Budeme se zajimat o Chetaevovy
vazebni sily a jejich vztah k fyzikdlnim sildm (sily tlakové, statického tfeni,...).
Provedeme diskusi moZnosti feseni vazaného systému vyhradné fyzikalni meto-
dou, tj. formulaci impulzovych vét.

Do souboru ptikladt byly zatazeny predevsim ptivodni ptiklady a byl kladen
daraz na jejich jasnou fyzikalni interpretaci. V pripadech ptikladi s nejasnym
fyzikalnim vykladem budeme mluvit o matematickém modelu.

4.1 Variacni systém podrobeny neholonomni vazbé

Nasledujici dva priklady predstavuji fyzikalni systémy podrobené neholonomni
vazbé, kterd mé vyznam pozadavku neprokluzovani ¢asti systémt po podlozce.
Oba nevazané systémy jsou variacni. Zadani systému jsou prevzata z literatury
(viz. [25], [24]), sestaveni neholonomnich vazeb je ptivodni. Budeme se podrobné
vénovat konstrukci vazby, jejimu vyznamu, vlastnostem Chetaevovych vazebnich
sil z fyzikalniho hlediska a rozebereme moznosti feseni, pfipadné samotné reSeni
neholonomné vazaného systému.
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Obréazek 1: Model snakeboardu

4.1.1 Snakeboard

Zadani. Snakeboard (viz [24]) je méné znamou variantou skateboardu, ktera
umoznuje jezdci vytvaret hadovity pohyb kupiedu, aniz by se musel dotykat
zemé. Zatimco u skateboardu jsou osy dvou part kolecek pevné spjaty s prknem
a jezdec zataci prenasSenim vahy piipadné odrazem od zemé, u snakeboardu mo-
hou osy kolecek rotovat kolem vertikalni osy a jezdec kontroluje jejich natoceni
svymi chodidly. Jezdec se také mtize otacet v bocich. PopiSme a vysvétleme tu
¢ast pohybu snakeboardu, ve které jezdec (dosud jedouci pfimocaie bez rotaci
téla a chodidel) se zafne otécet v bocich a zaroven chodidly kontrolované na-
béhem jizdy konstantni, tj. jezdec se nevychyluje ze vzpfimené pozice, pouze se
otaci v bocich. Predpokladejme déale, ze pramét tézisté jezdce do roviny xy splyva
lecky. Rotor predstavuje lidské t€lo a prkno spojuje pfedni a zadni osu s kolecky.
Takové uspofadani odpovidéd modelu snakeboardu nakreslenému na obrazku (1),

Yo

vvvvvvvv
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(nepfedpokldadame vzédjemné posuny ¢asti snakeboardu), jehoz pohyb se déje
v roviné zy.

Ozna¢me J, moment setrva¢nosti rotoru snakeboardu a ozna¢me J moment
setrvacnosti prkna, oba vzhledem k vertikdlni ose prochéazejici geometrickym
stfedem prkna. Déle oznadime J; moment setrvacnosti osy s prednimi kolecky
vzhledem k vertikdlni ose prochézejici jejim stredem. Piedpokladame, Ze mo-
ment setrvacnosti osy se zadnimi kolecky vzhledem k obdobné konstruované ose
jako u kolecek pfednich je stejny, tedy Jr a dale predpokladame, Ze moment
setrvacnosti kolecek vzhledem k jejich osdm je zanedbatelny. Poloviéni délku
prkna oznac¢ime [. Celkovd hmotnost snakeboardu bude m. Pozice a orientace
ur¢uje thel 6. Uhel otoceni rotoru vzhledem k prknu ozna¢ime . Budeme pied-
pokladat, ze osy s pfednimi a zadnimi kolecky jsou v kazdém okamziku natoceny
o stejné veliky thel 8 vzhledem k prknu, ovSem na rozdilné strany (viz obrazek
(1)). Tento ptredpoklad je zalozen na pozorovani pohybu jezdcti na snakeboardu
(viz [24] ).

Popis nevazaného mechanického systému. Velikost tthlu natoceni prednich
a zadnich kolecek vzhledem k prknu je —3 a (. Systém ma pét stupnu volnosti
(x,y,0,1, ), je variacni a jeho lagranzian méa tvar:

1 1 . . 1 . . 1 . . 1 .
L:im@2+fy+5@w+ef+§@eﬂ+ef+§waﬁf+§J#,u@
ktery mizeme prepsat
1 . .. 1 . 1 .
L:im@¥+y%+Jmﬂ+L¢9+§L¢2+§jm, (4.2)

kde J = J + J, 4+ 2Ji. Pohybové rovnice systému dostavame ve tvaru:

—mi =0, —mjj = 0, (4.3)
—Jh— T =0, (4.4)
—Jyp — J.0 = 0. (4.5)

—2J,3=0, (4.6)

Vv e

(jak pfednimi tak zadnimi) rotuje rovnomérné kolem vertikalni osy prochazejici
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jejim stredem. Pfipomenme, ze ze zadani vyplyva, Ze se osy pfednich a zad-
nich kolecek otéaceji proti sobé. Povsimnéme si, ze rotace os s kolecky neni nijak
svazana s pohybem prkna. Takova formulace prikladu odpovida pripadu, kdy je
dovoleno, aby se kolecka smykala do boku a déle pfipadu, kdy rotor (jezdec) neu-
platnuje vlastni vili. Ve skutecnosti jezdec sviij pohyb na snakeboardu 1idi prave
kontrolovanou rotaci téla a chodidel a tedy funkce ¥ a 3 jsou zadanou funkci
¢asu. Tato okolnost vstupuje do ptikladu ve formé (holonomnich reonomnich)
vazeb:

fl=v—P)=0. (4.7)
fAP=p-bt)=0. (4.8)

Uzitim metody Lagrangeovych multiplikdtori (viz[1]) nabyvaji pohybové
rovnice tvar

—mi =0, —my =0,

- 7‘7;2;_«79.:07 (49)
hb ai=m, (@10
—2J33 = pa.

Z hlediska feseni systému vzhledem k nezndmym funkcim (z(t),y(¢),0(t)) je
systém(9) ekvivalentni systému

-mZ =0, —my = 0,
~J,P—Jb=0. (4.11)

Nadale se nebudeme zabyvat funkcemi 1, po a systém (11) bude predstavovat
nevazany systém pohybovych rovnic popisujicich pohyb snakeboardu se zada-
nym otacenim rotoru ¢» = P(t) a kolecek § = b(t). Systém ma nyni jiz jen tii
stupné volnosti (x,y,60) a (pouzijeme-li fibrovanou varietu Y jako podkladovou
strukturu) dostavame Y = R x R3, dimY = 4. Oznaéime (t) soutfadnici na bézi
X =R, (t,z,y,0) fibrované soufadnice na Y a (t,x,y,@,g'c,g),é) asociované fib-
rované souradnice na J'Y = R x R3 x R3. Lagranzidn nevidzaného systému (11)
je tvaru

1 . .. 1 . 1 .
L= 5m(g’c2 +92) 4+ Jpb* + J, PO + 5,],1132 + §j92. (4.12)
Nevéazany mechanicky systém [a] reprezentuje Lepageova 2-forma

a = —m(w! AdE +w? Ady) — J,Pwd Adt — Jwd A dé, (4.13)
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kde w! = dz — @dt, w? = dy — ydt, w3 = df — fdt. Pislusna dynamické forma
je tvaru
E=-—miw' ANdt —mijw? Adt — (J, P+ T) w3 A dt. (4.14)

Neholonomni vazba. Vratme se nyni k problému smykéni kolecek. Vychazime
ze zadani nevazaného systému prevzatého z [24] (viz vySe), samotna konstrukce
vazby je vSak puvodni.

Pozadujeme, aby se kolecka do boku nesmykala a prkno se pohybovalo pouze
diky valeni kole¢ek (pfipadné smykani kuptedu). V takovém pfipadé je okamzita
rychlost konce prkna neustale kolméa k prislusné ose s kolecky. Protoze jsou uhly
sklonu os s kolecky vici prknu stejné velké ale opacné orientované, pohybuji
se konce prkna v kazdém okamziku po oskulac¢ni kruznici ki, kterda ma stied

Yo
Vv
Ve

Vv e

k1. Plati

G
w=g, =7 (4.15)
Ry =1/tgf3. (4.16)

Pozadavek, aby k sviral se smérem prkna thel 3, vyjadiuje vazebni podminka
k-7 = |k||T] cos B = || cos . (4.17)

Plati 7 = (&,9), k = (cos(d + B),sin(d + 3)). S vyuzitim (15), (16), dostévame
vazebni podminku (17) ve tvaru

sin B(4 cos(6 + B) + ysin(@ + B)) = 10 cos® . (4.18)

Yo

v kazdém okamziku smér rovnobézny s prknem, coZ zajistuje podminka

ycos = sinb. (4.19)
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Vzhledem k tomu, ze § = b(t), dostavame z (18) a (19) za predpokladu 6 #

w/2+ nm, kde n = 1,2,..., neholonomni podminky tvaru
fl=4gcosh —isinh =0, (4.20)
1% = cos b(t)(8l cos b(t) cos  — @ sinb(t)) = 0. (4.21)

Tyto podminky definuji vazebni podvarietu Q € J'Y, nebot podminka (3.2) je
pro funkce f!, f2 splnéna.

Je-li b(t) = 7/2+nm, jsou osy kole¢ek rovnobézné s prknem. Pro tento piipad
je f?2 = 0. Jak jsme uvedli vyse vazba (20) vyjadiuje fakt, Ze okamzit4 rychlost
do boku pokud prkno kond transla¢ni pohyb. Nadale budeme predpokladat, Ze
b(t) # 7/2 + nw v kazdém okamziku.

Vazany mechanicky systém. Za predpokladu cos b(t) # 0 a cos  # 0 mizeme
prepsat vazebni podminky (20), (21) do normdlniho tvaru

g' =y = itgh, (4.22)
o _ 4 . tgb(t)
g _H_wlcosﬂ (4.23)

Vézany systém [ag] pFislusny nevizanému systému [o] a vazbé @ je reprezento-

van 2-formou

ag = Alwl Adt + Buwl A dz, (4.24)
kde
- tgb(t) . m?sin 6 T b(t) itg?b(t) sin O
A= lcos6 P cos3 0 jl cosf \ cos? b(t) T T cos26 ’
_ 1 tg2b(t)
Bu = M eos20 Y P eos?O (4.25)

Redukované rovnice jsou

Ay + Bpii =0,
§ = itgh, (4.26)
. tgh(t)
0= Tcost

Trajektorii systému dostdvame FeSenim systému (26).
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Vézany mechanicky systém [ag] je varia¢ni. Pfislusnd vazebni Lepageova
1-forma mé tvar

_ oL _ _
n=Ldt+ 2w+ gt + Lag”,
kde ¢! = —tghw! + 1*w?, @ = —tgb(t)/(I cos )w? + 1*w? jsou kanonické vazebni
1-formy. Funkce L, L1, Ly mohou byt tvaru (viz (3.97)):

_ . oL - oL
L=Lou, L= <8—y_OL>,L2— <%0L>,

2
L= omi(1 4 1620) + Jib(r)? + 1P By 2y pr s g (tgb@) ,

coz dava

lcosf 2 2
L1 = matgh, (4.27)

Ly = (J,P 4 jj;tgb(t)> .

lcos 6
Chetaevova vazebni sila ma pro neholonomni podminky (20), (21) tvar
® = (—p18in 0 — posinb(t) cos b(t), py cos b, pol cos? b(t) cos 0) , (4.28)

kde p1, po jsou funkce na vazebni podvarieté (). Deformované rovnice dostavame
ve tvaru
—m + pp sin @ + pe sin b(t) cos b(t) = 0,
—my — ppcosd =0, (4.29)
—J. P — J6 — sl cos? b(t) cos 6 = 0.

Trajektorii systému a Lagrangeovy multiplikdtory dostavame fesenim systému
rovnic (22), (23), (29).

Reseni vazaného systému [ag] pro b(t) = /4.
Budeme hledat feseni vazaného systému [og] systému pro funkce

1
P(t) = §Et2,

b(t) = 7.
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kde € je kladna konstanta. Tato volba predstavuje situaci, kdy jezdec roztaci
trup, ale nerotuje chodidly. Zadejme pocatecni podminky

2(0) = 0,y(0) = —1,0(0) = 0, &(0) = 0. (4.30)
Resenim systému (26) dostavame (s vyuZitim poc¢ate¢nich podminek (30)):
x=Isinf, y=—lcosb, (4.31)
0= —%Ketz, (4.32)
kde K = W Multiplikdtory w1, pue nabyvaji pro toto reseni podobu
p1 = miKe(tgh — Ket?),

o = mlKe ( —2 > , (4.33)

a Chetaevova vazebni sila (28) je
® = miKe (cosf + Ket?sinf,sinf — Ket® cos, —1) . (4.34)

Zatimco treti slozka Chetaevovy vazebni sily (34) ma rozmér momentu sily maji
prvni dvé slozky rozmér sily. Tyto slozky mizeme interpretovat jako silu F

vy

rovnobézného s prknem F; a sméru kolmého na prkno Fy, pak dostavame

Fy = mIK?t%(sin 0, — cos 0) = mlb?(sin §, — cos 0), (4.35)
F, = mlKe(cos 0, sin0) = —mlfi(cos 0, sin 6). (4.36)

Yo

nici k3 o poloméru [. Skutecné, pro splnéni podminky neprokluzovani kolecek do
boku pfi konstantnim thlu natoceni os kolecek (3, je nutno, aby se snakeboard
pohyboval po kruznici.
mérné zrychlené.

Shrime tedy, Ze snakeboard jezdi rovnomérné zrychlené po kruznici bez pro-
kluzovéani kolecek do boku, pficemz prkno rotuje v opacném smyslu nez rotor

nebot § = —K P a tthlova rychlost w, kterou se t&Ziste snakeboardu po kruznici
pohybuje je w = 0 = —Ket.
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2.5 °

y[m] 1 o
1.5

0.5+ °

x[m]

Numerické FeSeni viazaného systému [og| pro b(t) = wt. Hledejme FeSeni
vazaného systému pro pripad, kdy jezdec na snakeboardu kontrolované méni
uhel natoceni os s kolecky a zaroven otaci télem. Zvolme funkce

P(t) = 0.1cos 3t,
b(t) = 0.5sin 3t.

Tato volba predstavuje odhad pohybu jezdce na snakeboardu. Jezdec rotuje té-
lem vpravo a vlevo se stejnou frekvenci s jakou periodicky nataci osy kolecek
snakeboardu. Pomoci programu Maple nalezneme numerické feseni redukova-
nych rovnic (26). Volime hmotnost jezdce m, = 70kg, prkna m, = 5kg a osy
s kolecky my, = 1kg , délku obdélnikového prkna a = 0.6m a jeho sitku b = 0.1m.
Osa s kolecky necht méa tvar plné tyce a délku I, = 0.2m.

Moment setrvacnosti Ji, resp. J, resp. J,., uréime podle vzorce pro moment
setrvacnosti homogenni tyce vzhledem k ose rotace kolmé k tyc¢i a prochéazejici
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Obrazek 3: Numerické feseni x(t) a y(t)
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resp. homogenni obdélnikové desky vzhledem k ose rotace kolmé k roviné desky
a prochazejici jejim geometrickym stiedem

g mp(a® + b?)

12 ’

resp. homogenniho valce vzhledem k ose rotace totozné s osou valce
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Obréazek 4: Numerické feseni 6(t)
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pricemz uvazujeme vélec o poloméru r = 0.15m. Dostdvame charakteristiky

systému
m = 76kg, | = 0.3m, J; = ﬁkgm—%
Jr = %kgm_2, J= %kgm_2, J = %kgm_z.
Zadejme pocateéni podminky
z(0) = 0,y(0) =0,60(0) =0, ©(0) = 1. (4.37)

Takové zadani prikladu predstavuje situaci, kdy jezdec na snakeboardu dosud
jedouci rovnomeérné primocaie ve sméru osy z zacne v okamziku ¢ = Os rotovat
télem vpravo a vlevo a zaroven se stejnou frekvenci periodicky natacet osy kole-
¢ek. Nalezli jsme numerické feSeni pro prvnich Sest vtefin pohybu. Na obrazku

v ey
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Ve

v ey

hada.

Na obrazku 4 vidime numerické feseni thlu 6(t) celkového natoceni prkna
vicéi ose x. Vidime, Ze prkno se periodicky nataci vzhledem k ose z, pricemz
6 € [0,0.457].

Snakeboard umoznuje svému jezdci kontrolované zatacet, aniz by se jezdec
musel odrézet od zemé.
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Obréazek 5: Nakres valecku uvnitt valce

4.1.2 Valedek uvnitf dutého valce

Méjme duty valec V o poloméru R (pfedpokladejme, Zze rozdil mezi vnitinim
a vnéjsim polomérem muzeme zanedbat) a hmotnosti M poloZeny na podlozku
tak, Ze se muze valit. Podlozka svird s osou x thel ¢, ktery je zadanou funkci
¢asu. Dovniti dutého véalce je vlozen valecek W o poloméru r a hmotnosti m
tak, Ze osy valci jsou rovnobézné. Predpokladejme, Ze obé télesa jsou homo-
genni. Plati R > r. Moment setrva¢nosti dutého valce je Jyr = M R? a moment
setrvacnosti valecku W je J,,, = (1/2)mr?, oba momenty jsou zadany vzhledem
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ke geometrické ose pfislusného valce. Systém je umistén v tithovém poli Zemé,
tihové zrychleni znacime g. Zadny z valcéi neprokluzuje. Osu x volime vodo-
rovnou, kolmou na osy valcd a osu z volime svislou. Systém méa Sest stupnu
volnosti a (pouzijeme-li fibrovanou varietu Y jako podkladovou strukturu) do-
stavame Y = R x RS, dimY = 7. Oznac¢ime (t) soufadnici na bazi X = R,
(t,,B,z,2,X,Z) fibrované soufadnice na Y a (t,v, 3, z, 2, X, Z, 0,8, %, % X, Z)

Vvew

Mvoev

¥ je celkovy thel otoéeni vélce V' resp. W vzhledem k ose z (viz obrazek 5).
Méfeni Ghli 8 a v je voleno tak, ze 3 > 0 resp. ¢ > 0 vali-li se valec V resp.
W doprava, tedy v kladném sméru osy z. Uhel 3 resp. ¢ tedy roste po sméru
chodu hodinovych rucicek.

Nevazany systém. Lagranzidn (nevizaného) systému je tvoren kinetickou ener-
gii transla¢niho a rota¢niho pohybu systému a zaporné vzatou potencialni energii
systému v tihovém poli Zemé (nulova hladina potencidlni energie je z = 0):

1 1 . . 1 . .
L= §m(562 + %) + 5M(X2 + 7% + §me2 + Juf? —mgz — MgZ. (4.38)
Pohybové rovnice nevizaného systému tedy jsou:

T =0, Iy =0, —mi =0, —mZ —mg =0, (4.39)
~MX=0,-MZ - Mg=0.

Nevazany mechanicky systém [«] reprezentuje Lepageova 2-forma

a=—mgwt Adt — Mgw® Adt — Jpw! Ady) — Jyw? AdB - (4.40)
—m(d Adi +wt Ad2) - MW AAX 4w Ad2Z),

kde w! = dip—1)dt, w? = df—Bdt, w? = dz—idt, w* = dz—2dt, w® = dX — X dt,
w8 = dZ — Zdt. Dynamicka forma piislusna mechanickému systému [a] je tvaru

E=—Jpw' Adt — JyBw? Adt —miw® Adt — (4.41)
— (mi4+mg)w* Adt — MX w® Adt — (MZ + Mg)w® A dt.

Neholonomni vazba. V zadéani pozadujeme, aby valce pfi valeni neprokluzo-

v ey
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s podlozkou. Predchozi pozadavky jsou zajistény ¢tyfmi neholonomnimi pod-

minkami:
i=g' = (ry— RB)C + Rfcos g, (4.42)
2= g% = (rp — RB)S + Rfsin ¢, (4.43)
X =¢° = Rfcos, (4.44)
Z = g* = Rfsing, (4.45)
kde

Podminky (44), (45) vyjadiuji

1. rovnobé&zmost vektoru rychlosti V = (X, Z) s podlozkou, tj. X = |V|cos ¢,
Z = |V|sin g,

obvodové rychlosti RB , vyplyvajici z pozadavku, aby valec V po podlozce
neprokluzoval.

Podminky (42), (43) v roviné zz urcuji slozky okamzité rychlosti ¥ = (&, 2)

v ey

Vv

vélce V' rovnéz bez prokluzovani. Tykaji se tedy vzajemné rychlosti tézist valei
7 = ¥ — V. Pro odvozeni téchto podminek pouzijeme obréazek (6). V roviné xz
maé vy slozky
01 = (&1, 21) = vi(cos x, sin x), (4.46)
kde vy je funkei ¢ a 3. Uhel y, ktery svira okamzit spojnice t&zist obou valci
Kladny smér méfeni thlu x volime v souladu s obrazkem (6), tj. proti sméru
hodinovych rucicek.
V obrazku zavadime jesté pomocny uhel §, ktery urcuje otoceni valce W

vaci valci V. Jeho rameny jsou okamzitd spojnice tézist valci a pevné zvoleny
priavodié . Uhel § je roven souétu tihlu 1 otoceni valce W viiéi pevnému svislému
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Obrazek 6: Urdeni 7;

8

sméru a thlu y, nebot thly § a ¢ jsou méfeny po sméru chodu hodinovych ruéicek
a thel y proti nému, tj.
0= +x. (4.47)

Vidime, Ze rozdil mezi § a ¢ by vymizel, kdyby se valecek W pohyboval po
roviné.

Predstavime-li si, Ze v ¢ase tg bylo d = ¢ = 8 = x = 0 a v Case t; nastava
situace zakreslena na obréazku (6), pak bod na obvodu véalecku W urazil drahu
o délce 4. Protoze uvnitf valce V maly valecek neprokluzuje, muzeme tuto délku
soucasné odmétovat také na vnitinim obvodu vélce V, kde je rovna R(5 + x), a
tedy

rd = R(B+ x). (4.48)

Z rovnic (47) a (48) dostavame pro thel x vyjadieni

B. (4.49)
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pri¢emz pro x > 0 sméfuje vektor ¥; vpravo a pro x < 0 vlevo. Ve slozkach plati
i1 = (R — )X cos x,
Z1=(R—r)xsinx.
Podle (49) je (R —r)x = ) — RS a tedy podle (46) je
v = 7‘1/') — RB.
Nyni mtzeme zapsat relativni rychlost ve tvaru

R . r R
R—T6>’SIH<R—T1/}_R—T6>}’

:blz(rzb—Rﬁ')cos(Rirw—lerﬁ),

0 = (i — RB) [cos(Rirw—

a tedy

R—r —7r

coZ jsou jiz vyrazy obsazené ve vazbéach (42), (43). VSimnéme si, ze do vyjadieni

21=<r¢—Rﬂ')sin< : w—RR 5>,

relativni rychlosti @7 nevstupuje thel ¢. Poloha valce V' se totiz naklanénim
podlozky pod valcem nemeéni.

Vlastnosti neholonomni vazby

1. Protoze ¢ je funkci ¢asu, jsou podminky (42), (43), (44), (45), neholonomni
a nikoliv semiholonomni, jako by tomu bylo v pripadé, kdy je ¢ = konst.

2. Plati

Odtud dostéavame



coZ je rovnice kruznice v roviné zz se stfedem (X, Z) a polomérem R —
r. Kombinaci neholonomnich vazeb (42), (43), (44), (45) tedy dostavame

Yvew

semiholonomni vazby, které zarucuji, Ze vzdélenost tézist obou valct je

konstantni a rovna se R — r.

3. Specialni ptipady 07:

(a)

(b)

Valecek W se nebude viici valei V' pohybovat (7 = 0) pravé tehdy,
kdyz ri) = RJ3, tj. obvodové rychlosti obou vélei budou shodné. Valec
W se vali ,na dné* valce V.

Nebude-li se véilec V otacet (3 = 0), bude

U1 = r(cos x, sin x).

Bude-li valec W nalepen uvniti vélce V', ktery se otaci s thlovou
rychlosti 3, pak pro thlovou rychlost valecku W plati v = G, x = —0
a dostavame v; = —(R — r)3. Mame tedy

01 = (R — r)3(— cos 3,sin (3),

coz je obvodova rychlost bodu na kruznici o poloméru R — r, ktera se

otaci thlovou rychlosti (.

Vazby (42), (43), (44), (45) jsou uvedeny v normalnim tvaru a miZeme je prepsat
do standardni podoby:

fl=i—(r)—RB)C — RBcosy =0,

f2=2—(rY— R3S — RBsinp =0, (4.54)
f3EX—RBcos¢:0,

f4EZ—RBsin90:0.

Soubor téchto vazebnich podminek zadava vazebni podvarietu ), dim@ = 9,
nebot je splnéna podminka (3.2).

Vazany systém || piislusny nevazanému systému [a] a vazbé @) je reprezen-
tovan 2-formou

ag = Alwl Adt + 1212&)2 A dt + anl AN d¢ + ngw2 VAN dﬁ
+ Blgwl AN dﬂ + Bglw2 A d”tb, (455)
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redukované rovnice jsou tvaru:
(f_ll + By + 3125) o .J*y =0,
(Zlg + Byofl + Bmll}) 0 J?y =0,
i = DC + Rficos ¢, (4.56)
2=DS+ RBsinw,
X = RB Cos ¢,
Z= RB sin ¢,

kde

Ay = —mgrS — er@BS,

_ _ R
As =mgRS — (M + m)gRsinp + mS [R—Dz + R*p0
—r

By = —mr? — J, (4.57)
Boy = —MR? — Jyr — 2mR*(1 — O),

Blg = Bgl = er(l — C),
D =rj - Rp,

T R
C:cos(R_rw—R_Tﬁ—(P>a
R
SZSin(Rirw_R—rﬁ_SD)’
~ r R
C’:cos(R_TT,Z)—R_Tﬁ>7

. r R
Szan(R_sz—R_Tﬁ).

Redukované rovnice nemaji analytické feSeni.
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Obrazek 7: Numerické feSeni: pohyb tézist valci pro ¢(t) =0

M=1.0kg,m=0.6kg,R=1.0m,r=0.6m
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Numerické feseni vazaného systému obdrzime pro konkrétni poc¢ate¢ni pod-

minky, které zadavaji:

B(0),4(0), 2(0), 2(0), X (0), Z(0), 3(0),1(0).

Samy pocatecni podminky musi byt zadany v souladu se zadanim prikladu t;j.

plose valce V. To zajistime, pokud za x(0), 2(0) dosadime z rovnic
x(0) = X(0) + (R — r) sin x(0), (4.58)
2(0) = Z(0) — (R — r) cos x(0),

kde x(0) je thel x v ¢ase t = 0s.
Naleznéme numerické feseni vazaného systému charakterizovaného parame-
try M =1.0kg, m =0.6kg, R=1.0m, r = 0.6 m.
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Obrazek 8: Numerické feseni X (¢) a x(t) pro p(t) =0

M=1.0kg,m=0.6kg,R=1.0m,r=0.6m
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Volime pocateéni podminky (x(0) = 0):

2(0) =7, Z(0) = R,2z(0) = X(0) = 0m,
$(0) = B(0) = 0,1)(0) = 0s~1,3(0) = 1s7* (4.59)

a funkci ¢ = 0 resp. p = —m/10t. Po¢ateéni podminky (59) popisuji situaci, kdy
valeCek W je poloZzen "na dné” uvniti valce V' a v okamziku t = 0s je valci V'
udélena pocatecni thlova rychlost.

Numericka feSeni byla ziskana v programu Maple. Nejprve jsme resili piiklad
pro funkci ¢(t) = 0. Valec V se pohybuje po pevné vodorovné podlozce, takze
nastava semiholonomni p¥ipad vazby Q. ReSeni vazaného systému je vyneseno
v grafech na obréazcich 8, 9 a 10. Na obrazku 8 resp. 9 je zobrazen Casovy vy-

Yo

voj z-ovych resp. z-ovych soufadnic polohy tézist valct. Vidime, Ze ve sméru

74



Obrézek 9: Numerické feseni Z(t) a z(t) pro ¢(t) =0

M=1.0kg,m=0.6kg,R=1.0m,r=0.6m

1900000000000000000000000000000000O0O0O
0.9
z[m] 0.8
0.7
0.6 T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35
t[0,1
LegeLd S|
o o 0o o o o Z

YV ew

osy z je periodicky pohyb, zatimco valec V se v tomto sméru nepohybuje. Ca-
sovy vyvoj celkového otoceni valci je pak zobrazen v grafu na obrazku 10. Na

obrazku 7 vidime trajektorie t&zist obou vélcil v roviné xz. Trajektorie jsou vy-
kresleny pomoci poloh tézist v okamzicich vzdalenych o 0.1s pro ¢asovy interval

vvey
vvvvvvvv

Ve

Zity pohyb v roviné zz, ktery je zptusoben skladanim valeni valecku po vnitini
sténé valce V' s valenim samotného valce V.
Pro volbu funkce ¢ = —t/10 je vazba @ neholonomni a v grafech na ob-
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Obrazek 10: Numerické Feseni 3(t) a 1 (t) pro ¢(t) =0

M=1.0kg,m=0.6kg,R=1.0m,r=0.6m

3.57 +
25 .
[rad] 1 . 0 °
05’ too 0°
0 5 10 15 20 25 30 35
t[0.1s]
Legend
o o 0o o o o beta
+ + + + + + psl

razcich 12, 13 a 14 vidime numerické feseni vazaného systému. Podobné jako
v predchozim p¥ipadé jsou vyneseny z-ové a z-ové soutadnice t&zist valei do
spole¢nych grafii na obrazcich 12 a 13.

V grafu na obrazku 14 vidime ¢asovy vyvoj celkového otoceni valci, tj. pru-
béh funkei G(t) a ¢ (t). Na obrazku 11 jsou v ¢asovém intervalu t € [0s,3.55]
vyneseny body trajektorie tézist valct v okamzicich vzdalenych o 0.1s. Vidime,
Ze na pocatku pohybu malého valecku dochazi k zakmittm, které jsou s po-
stupujicim casem a tedy zvétSujicim se sklonem podlozky, stdle méné patrné.
Z rostoucich vzdalenosti bodid predstavujicich polohu tézisté valce V v zave-
recné Casti trajektorie mizeme usuzovat na zrychleny pohyb valce V, coz od-
povida predstavé valeni se s kopce. Maly valec s postupujicim ¢asem kond stale

mensi zdkmity a rovnéz se vali s kopce.
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Obrazek 11: Numerické feSeni, pohyb tézist valci pro ¢(t) = —t/10

M=1.0kg,m=0.6kg,R=1.0m,r=0.6m
1*, Oooqznbooo

o

0.8 °o

0.61 "eueve, o
z2m O °

0.4 . o

—0.2 7 x[m] T, o

—0.4

-0.61

Varia¢nost vazaného systému. Vazany mechanicky systém [ag]| je variacni.
Prislu$na vazebni Lepageova 1-forma mé tvar

_ 9L , 9oL , - _ _ .
n=Ldt + a_qﬁl + O_Bw2 + L1@" + Lo@” + Ls@” + La*,

kde ¢’, 1 < i < 4 jsou kanonické vazebni 1-formy. Funkce L, L; mohou byt podle
(3.97) tvaru:
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Obrézek 12: Numerické feseni X (¢) a x(t) pro ¢(t)

M=1.0kg,m=0.6kg,R=1.0m,r=0.6m

~t/10

5,
4
xim] 37
2 . °
11 ‘éoa*
009"‘000
0 5 10 15 20
t[0.1s]
Legend

o o o o 0o o X
,,,,,, X

L= 1m <((r1/) — RB)C + RBcos )* + ((r) — RA)S + RPBsin 90)2) +

2

2
Ly = m(ri) — RB)C + mRf cos o,
Ly = m(r¢ — RB)S + mR3sin o,
Ly = MRB Cos ¢,
Ly = MRfsin ®.
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Obrazek 13: Numerické feSeni Z(t) a z(t) pro ¢(t) = —t/10

M=1.0kg,m=0.6kg,R=1.0m,r=0.6m

1f°°°°°°°°0000
0.8 °o
061" ta..es . °,
z[m] T ety . °
04{ ’ + °
0.2 . °
0 5 10 15 20 25 30 _35
_0.2{ t[0.1s] N
—0.4
-0.61
Legend
o 0o 0o o o o Z
444444 Z

Deformované rovnice. Chetaevova vazebni sila mé pro neholonomni vazby
(54) tvar

O =P + Py + D3 + Dy,

®1 = p1(—rC, RC — Rcos p,1,0,0,0)

Py = pz(—rS, RS — Rsinp,0,1,0,0) (4.61)
®3 = p3(0,—Rcos,0,0,1,0)

&4 = 114(0, — Rsin, 0,0,0, 1)

pH1(—

kde/’L:/’L(t7¢7/37'1:7z7X7Z7¢7B7i7727X7Z)'
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Obrézek 14: Numerické feseni [ a ¢ pro p(t) = —t/10

M=1.0kg,m=0.6kg,R=1.0m,r=0.6m

8,
6 o
[rad] | . o
4+ o
2’ . * ° o ° °
09 ?® ; °° ’
Q b ? T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35
{[0.15]
Legend
o 0o 0o o 0 o beta
o+ o+ o+ o+ 4 ps|

Deformované rovnice jsou

— m?/) + ,ulré + ,UQTS =0,
—JufB - 1 [RC’ — Rcos 90] —
— 42 [Rg — Rsin 4,0] + pgRcos + paRsinp =0,

—mZ — 1 =0, (4.62)
—mzZ —mg — pg =0,
_MX —p3 =0,

—MZ — Mg — g =0.
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Naleznéme fyzikalni vyznam Chetaevovy vazebni sily vystupujici v deformo-
vanych rovnicich (62). Podivejme se na pfiklad fyzikalné a formulujme impulsové
véty.

Necht (z,y,z) jsou soufadnice v R3. Soufadnice x,z maji nezménény vy-

Yo

vy

Soustavu soufadnic volime pravotocivou.

V misté dotyku malého valecku W s valcem V wvznikaji sily vzajemného
pusobeni valcd. Jde o tlakovou silu a silu statického tfeni. Oznac¢me N vyslednici
téchto sil ptisobici na valecek W a ~-N reakci, ktera ptisobi na valec V. Slozky
téchto sil jsou

— —

N = (N, Ny,N;), =N = (=N, —N,, —N.).

Na valec V navic ptsobi v misté dotyku s podlozkou tlakova sila podlozky a
sila statického tieni, jejichz vyslednice je P = (Py, Py, P,). Protoze ani jeden
z valcli se nepohybuje ve sméru osy y, vyplyva ze silové rovnovahy, ze N, = 0,
P, = 0. Moment sily N vzhledem k té&zisti valce W je My a moment sily -N
ozna¢me Mys. Na vélec V (vzhledem k jeho tézisti) puisobi celkovy moment
My = My + My

Oznaéme 7 resp. Ry rameno sily N resp. —N. Plati ¥ = r(S,0,-C), R, =
R(S,0,—C) a mtzeme psét

—

MW =7 X ]\7 = T(chv _CNm - SNZ,SNy> = 7"(0, _C_’NZE - SNZ’O) (463)

My, = —R; x N=—R(CN,,—~CN, — SN,,SN,) = —R(0, ~CN,, — SN.,0).

Poznamenejme, ze sily vzajemného piisobeni ptisobi podél celé povrchové tsecky

styku valct. V pripadé, kdy jsou véalce homogenni, miizeme nahradit sumu mo-

mentt jednotlivych sil jedinym momentem vyslednice sil vzajemného pusobeni

N resp. —N. Totéx plati pro sily vzajemného ptsobeni podlozky a valce V.
Oznaéme R, rameno sily P. Plati Ry = R(sin ¢, 0, — cos ¢) a

Mys =Ry x P = R(P, cos p, —P, cosp — P, sing, P,sinp) =

= R(0,—P, cosp — P, sinp,0).

81



Celkovy moment sil ptisobici na véalec V' je tedy

My = R(0,CN, + SN, — P, cos¢ — P, sin ¢, 0). (4.64)

Oznacme
My = —r(CN, + SN.), (4.65)
My = R(CN, + SN, — P, cos ¢ — P, sin ). (4.66)

7 (63) a (64) vidime, ze My = (0, My, 0) a My = (0, My, 0), coz jsou momenty
sily, které zpﬁsobuji rotaci valci kolem osy rovnobézné s osou y a prochéazejici

vy

Uvazujeme-li tlakové a treci sily vznikajici ve sty¢nych bodech s podlozkou,
maji pohybové rovnice systému tvar

- m7/) - T(CNm + SNZ) =0,
—JMB +R(C'Nm + SNZ — Pycosp — P, singp) =0,

—mi + N, =0,

—my =0,
—mzZ—mg+ N, =0, (4.67)

—MX —-N,+ P, =0,

—~MY =0,

~MZ —Mg— N, + P, =0.

Tento systém pohybovych rovnic popisuje pohyb valecku W uvnitf valce V bez
Jakychkohv dodatecnych podminek kladenych na pohyb. Vidime, ze slozky sil
N N P vystupujici v pohybovych rovnicich jsou neuréeny (v rovnicich vystu-
puji jako nezndmé). Systém pohybovych rovnic (67) je tfeba doplnit vazebnimi
podminkami (54), které zajistuji neprokluzovéani valct pii rotaénim pohybu. Pfi-
dame pocatecni podminky:

y(0) = konsty, Y (0) = konsty,(0) = Y (0) =0, (4.68)

které zajisti, Ze valce se nepohybuji smykem ve sméru osy y. Systém pohybovych
rovnic (67) mizeme nyni zredukovat na Sest rovnic druhého fadu

—Jmtp = 7(CNy + SN;) =
—JuB+ R(CN, + 8N, — P,cosp — P, sinp) =0,
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—mi + N, =0,
—mzZ—mg+ N, =0, (4.69)

~MX - N,+ P, =0,

~-MZ—-Mg—N,+ P, =0,

a CtyTi neholonomni vazby (54) pro deset nezndmych funkeci
(1/1757337 27X7 Za Nl‘a NZ7P1‘7 Pz)

Porovname-li systém (69) se systémem deformovanych rovnic (62) vidime, zZe
muzeme psat

M1 :_N:ca N2:_NZ7 N3:Nx_Px7 N4:Nz_Pz- (470)

Chetaevova vazebni sila (61) mé po dosazeni multiplikatoria (70) s vyuzitim
oznaceni (65), (66) tvar

o =—(Mwy,My,N,,N,,P, — N, P, — N,). (4.71)

Ma4 tedy vyznam fyzikalnich sil a momentt vznikajicich v misté dotyku vélce V
s podlozkou a valcti navzajem.
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4.2 Nevaria¢ni systém podrobeny neholonomni vazbé

V minulé kapitole jsme demonstrovali na prikladech, ze varia¢ni systém podro-
beny neholonomni vazbé je variacni také ve vazaném smyslu. Vazany systém,
ktery vznikl pridanim neholonomni vazby k nevaria¢nimu systému, mize byt
jak varia¢ni tak nevariacni.

Typickym fyzikalnim nevariacnim nevazanym systémem je systém, ve kterém
se nezanedbaji sily odporu okolniho prostiedi. Vénujme se proto v této kapitole
prikladtim, ve kterych uvazujeme mechanické systémy v odporujicim prostiedi,
kde silu odporujiciho prostiedi reprezentuje Stokesova sila. Budeme hledat ta-
kové vazby, které pfevedou nevaria¢ni nevazany systém na variacni vazany.

Podkladova fibrovana varieta je v néasledujicich prikladech stejna: X = R,
Y = R x R?, soufadnice na bazi X znaéme standardné ¢ = (t), fibrované sou-
fadnice na Y ¢ = (t,z,y) a asociované fibrované souradnice na J'Y znaéme
Yl = (t,z,y,4,7). Stokesova sila ma v asociovanych fibrovanych soufadnicich
na JY slozky Fg=— B(z,7), kde 5 > 0. Budeme uzivat kontaktni 1-formy

wt = dz — &dt, w? = dy — ydt.

4.2.1 Neholonomni vazba: zachovani mechanické energie

Neholonomni vazbou, ktera prevede nevaria¢ni nevazany mechanicky systém po-
psany vysSe na varia¢ni vazany, je napiiklad pozadavek zachovani mechanické
energie systému. V nasledujicich ptikladech se budeme zajimat o tvar Chetae-
vovy vazebni sily a déale o vlastnosti variacniho vazaného systému.

Hmotny bod v odporujicim prostiedi. Hmotny bod o hmotnosti m se
pohybuje v odporujicim prostiedi. Nevazany systém [a] je nevaria¢ni, je repre-
zentovan Lepageovou 2-formou

o= piwt Adt+ Byw? Adt+m (wh Adi + w? Ady) (4.72)
a dynamickou formou
E = (mi + i) w! A dt 4 (mij + By) w? A dt.
Pohybové rovnice nevizaného systému maji tvar

mE+ Bi =0, mi+By=0. (4.73)
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Podrobme nevazany systém vazbé

r . .

S mlE? +§7) = o, (4.74)
ktera pozaduje, aby se celkovid mechanicka energie systému zachovavala.Normalni

. . 2Ey .
i=g @)= 2 a2
m

Neholonomni vazba (78) definuje vazebni podvarietu @, dim@ = 4. Véazany

tvar vazby je

systém [aq] pFislusny nevdzanému systému [a] reprezentuje forma

2F)

aQ = 57—
2E0 __ ;2
™ X

wh A di. (4.75)

Redukované rovnice jsou tvaru

. 2Ep ., . 2Ey
_ /2B _ 2B _ . 4.
Y — — 4, x(gl)2 0 (4.76)

Vidime, zZe feSenim redukovanych rovnic je

2F
T = Vot +x0,y =1 WO — vgm + Yo, (4.77)

kde woz, 7o, Yo jsou konstanty. ReSeni (77) piedstavuje pohyb rovnomérny pii-

modary s rychlosti 7 = (vog, \/2Eo/m — v3,). Jde tedy o feSeni shodné s Fe-
Senim pohybovych rovnic volného hmotného bodu s pocatecnimi podminkami

‘T(O) = 20, y(O) = Yo, T = Vog, Y = AV 2E0/m — U%x.

Vazebni podminku (78) pfepiSeme do tvaru

1
= 5m(g‘c2 +9%) — Ey = 0. (4.78)

Chetaevova vazebni sila je

et e
S =y <%78—y> = N(m%my)a

kde p je funkce na Q). Zavedenim Chetaevovy vazebni sily do nevazanych rovnic
dostavame deformované pohybové rovnice:

mi+ (6 —mp)z =0, my+ (8—mu)y=0. (4.79)
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_ B
= a

Po dosazeni feSeni (77) do deformovanych rovnic dostavame vztah
Chetaevova vazebni sila mé tvar

¢ = ((z,9), (4.80)

coz znamena, ze kompenzuje odporujici silu prostfedi. Vazany mechanicky sys-
tém je varia¢ni. Lepageova vazebni 1-forma neni pro varia¢ni vazany systém dana
jednoznacné. Uvadime tfi vazebni Lepageovy 1-formy reprezentujici systém [og]:

na = _mgl (1517
2F, 2F,
C—Ox2 dt + 0?055 wh — (mg* + C(g")?) &', (4.81)
/2E0 — i
nc = | —FEoln(g U dt +
\/QEO + i
/2E, .
E()m 2 0 -z 1
H w.
\/2E° + i

Vidime, Ze u formy 74 je Ly # 0, L = 0, zatimco u formy ¢ je tomu pravé
naopak a vazebni Lepageova 1-forma 7 je zad4dna nenulovymi funkcemi L, L.
Neni v8ak pravidlem, Ze by bylo mozno u kazdého varia¢niho vazaného systému
najit vazebni Lepageovu 1-formu s libovolnou kombinaci nulovych a nenulovych
funkci L a L;, coz uvidime v nasledujicim p¥ikladé.

Hmotny bod v odporujicim prostiedi v tihovém poli Zemé. Hmotny
bod o hmotnosti m se pohybuje v tihovém poli Zemé s tihovym zrychlenim
G= (G, 0). Nulovou hladinu potenciélni energie volime x = 0. Uvazujeme odpor
prostfedi. Nevazany systém [a] je nevariacni, je reprezentovan Lepageovou 2-
formou

a = (Bi —mG)wt Adt + Byw? A dt + m(w' Adi 4 w? Ady). (4.82)
Dynamicka forma reprezentujici nevazany systém je

E = (mi + Bi — mG)w' A dt + (mij + By) w? Adt.
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Pohybové rovnice nevazaného systému:
mZ + Bt — mG = 0, my + By = 0. (4.83)
Podrobme systém vazbé
1 .92 .9
Ey = im(az +9°) — mGzx (4.84)

tj.

2F
v =g'( \/ 20 4 2Ga — i2.

vyjadfujici opét zdkon zachovani mechanické energie. Neholonomni vazba (84)
definuje vazebni podvarietu @), dim@) = 4. Vazany systém [ag] piislusny neva-
zanému systému [«] reprezentuje forma

5.2

aQ:—mG<1+ ’ 2>w1/\dt+m<1+
(¢")

i?2
(91)2> wh A di. (4.85)

Redukované pohybové rovnice jsou

y—\/@HG 2, ma’é<1+%>—mG<1+%>zo. (4.86)

Resenim redukovanych rovnic dostavame

1 2F
T = §Gt2 4+ vot +x9, Y=t \/WO + 2Gxg — fugx ~+ 1o, (4.87)

kde voz, Zo, Yo jsou konstanty. Resenim vazaného systému [ag] je tedy vrh sikmy
v prostfedi bez tfeni s pocatecni rychlosti

Uy = (’on, \/QEo/m 4+ 2Gxo — U%m) =0.
Zapiseme-li vazebni podminku (84) ve tvaru

1
fl= im(ﬁcz +9%) —mGx — Ey = 0,

pak Chetaevova vazebni sila ma tvar ® = p(ma, my), kde p je funkce na Q.
Dostavame deformované pohybové rovnice v podobé:

mi + (8 —mp)z —mG =0, my+ (8—mu)y=0. (4.88)
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Po dosazeni feSeni vazaného systému do deformovanych rovnic dostavame: p =
% a Chetaevova vazebni sila mé tvar

¢ = ((z,9), (4.89)

coz znamena, ze kompenzuje silu odporujiciho prostredi.
Véazany mechanicky systém je variacni a vazebni Lepageovu 1-formu mizeme
nalézt napriklad ve tvaru:

2E
n=—2mGz dt — m\/—o — 42+ 2Gzx @', (4.90)
m

ve kterém L; # 0 a L # 0. Pokusme se nalézt vazebni Lepageovu 1-formu
takovou, ze pro ni L;=0 . Z rovnic (3.94), (3.95) dostavame podminky pro funkci

i? 0L
m (1 + (91)2> =5 (4.91)
2 dcL  d} oL

Tyto podminky vSak nemaji zadné feseni a proto nemuzeme nalézt vazebni
Lepageovu 1-formu s nulovou funkci L;. Obdobné zjistime, ze pro dany systém
neexistuje vazebni Lepageova 1-forma, pro kterou L = 0. Ackoliv tedy vazebni
Lepageova 1-forma neni zadana pro dany vazany variac¢ni systém jednoznacné,
existuji v jednotlivych pfipadech urcitd omezeni na jeji mozné vyjadreni.

Tlumeny harmonicky oscilator. Hmotny bod o hmotnosti m kmité okolo
rovnovazné polohy v odporujicim prostfedi. Ptsobi na néj pruzné sila F' =
—k(z,y) a sila odporujiciho prosttedi Fg = —f3(&,9), k > 0, 8 > 0. Nevazany
systém [a] je nevaria¢ni, je reprezentovan Lepageovou 2-formou

a= (B +kz)w Adt+ (By + ky)w? Adt + m(w Adi +w? Ady).  (4.93)
Dynamicka forma reprezentujici nevazany systém je
E = (m& + i + kx)w' A dt + (mi + By + ky) w? A dt.
Pohybové rovnice nevidzaného systému jsou:

mi + B + kx = 0,
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my + By + ky = 0.

Uvazujme neholonomni vazbu

1 1
§m(j?2 +97) + §k($2 +9%) = Ey, (4.94)
t].
2B, k
g =g' (@) =/ = — —(22 +42) — i2,
m m

ktera definuje vazebni podvarietu @, dim@) = 4. Vazany systém [aq] pFislusny
nevazanému systému [«] reprezentuje forma:

-2

T 2
Qg = kx <1 +
(g")?

)wl/\dt+m<1+ (:171)2>w1/\d3’:. (4.95)
g

Redukované pohybové rovnice jsou

2F k
§=1/ =2 - S (a2 +¢?) —i2,
m m

mi<1+%>+k$<l+%>:0.

Reseni redukovaného systému pro poc¢atecni podminky z(0) = A, y(0) = 4/ % — A2

z(0) = 0 je:
k 2F k
x:Acosw—t,y:\/—O—Azcosw—t, (4.96)
m k m

coz jsou rovnice pro netlumeny harmonicky oscilator v roviné zy. Chetaevova
vazebni sila mé pro neholonomni vazbu (94) ve tvaru

ft= %m(a:2 +97) + %k(mz +y%) —Ey=0
stejny tvar jako v predchozich dvou prikladech

& = pu(mz, my), (4.97)
kde p je funkce na ). Dostavame deformované pohybové rovnice ve tvaru:

mi+ (6 —mp)z +kx =0, mij+ (8—mp)y+ky=0. (4.98)

Po dosazeni feseni vazaného systému do deformovanych rovnic dostavame: p =
% a Chetaevova vazebni sila ma tvar ® = ((&,y), coZ znamend, ze stejné jako
v piedchozich prikladech kompenzuje odporovou silu prostredi.

89



Véazany mechanicky systém je varia¢ni a vazebni Lepageovu 1-formu mutizeme
nalézt napiiklad ve tvaru:

2F k
n:k(w2+y2) dt —m ?0 — E(ﬂ—l—yz)—ﬁﬂ ot

V predchozich prikladech jsme vidéli, ze fyzikalné jasné interpretovatelnou
vazbou, kterd prevede nevariani nevazany systém na varia¢ni vazany systém
je pozadavek konstantni celkové mechanické energie systému. Prislusna Cheta-
evova vazebni sila totiz kompenzuje odporovou silu prostredi a FeSeni vazaného
systému je shodné s feSenim nevazaného systému zanedbavajiciho tfeni se za-
danymi pocateénimi podminky spliiujicimi vazbu. OvSem z hlediska popisu se
systémy odlisuji. Vazany systém charakterizuje vazebni Lepageova 1-forma za-
dana funkcemi L a L, zatimco nevazany systém bez tieni je charakterizovan
jednozna¢né zadanym lagranzianem L. Informaci o lagranzianu L jiz ale ve funk-
cich L a L nenalezneme; jde tedy z hlediska popisu o dva odlisné mechanické
systémy. Miizeme shrnout, Ze neholonomni vazba v podobé zachovani mecha-
nické energie aplikovand na fyzikalni systém v odporujicim prostiedi prevadi
tento nevazany systém na variaéni véazany, ktery (z hlediska popisu) neni to-
tozny s nevazanym systémem bez odporu prostredi, ackoliv ¢asovy vyvoj obou
systému (pro pocateéni podminky spliujici vazbu) je shodny.

4.2.2 Reonomni neholonomni vazba

Prevod nevazaného nevaria¢niho systému na vazany varia¢ni se mtze uskutecnit
i prostrednictvim jinych neholonomnich vazeb nez pozadavku na zachovani me-
chanické energie systému. Nasledujici priklady predstavuji pravé takové vazby.
Jde o matematické modely, které jsou jiz hure fyzikalné interpretovatelné, nebu-
deme proto uvadét feSeni vazanych systémi. Spole¢nym prvkem vSech piikladu
je explicitni zavislost vazby na Case.

Hmotny bod v odporujicim prostiedi. Hmotny bod o hmotnosti m se
pohybuje v odporujicim prostiedi. Nevazany systém [a] je nevaria¢ni, je repre-
zentovan Lepageovou 2-formou

a = fiwt Adt + Byw? Adt + m(w! Adi 4+ w? A dy) (4.99)
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a dynamickou formou
E = (mi + i) w' A dt 4 (mij + By) w* A dt.
Pohybové rovnice nevazaného systému maji tvar
mi+ Pt =0, my+ Py=0. (4.100)
Podrobme nevazany systém vazbé
ft= %m(gﬁ + 92 +0t%) — Ay =0, 5, Ag = konst, (4.101)

tj.

J= @) = | 22— 52 o2,
m
kterd zadava vztah mezi kinetickou energii systému a jistou funkci ¢asu. Neho-
lonomni vazba (101) definuje vazebni podvarietu @, dim@ = 4. Vazany systém
[ag] reprezentuje forma

t 2
ag = mi——w! Adt +m <1 + 3:_) wh A di (4.102)

5
(9%)?

a odtud redukované rovnice jsou

2A0 . < 2 ) _ ot
=\/— —22-6t2, mi|l+ +mi—-= = 0. 4.103
v= (91)? (91)? ( )

Z redukovanych rovnic dostavame:

P=K\[=2 240 _ 52,y \/ 1— K?) 2’40 5t2> (4.104)

kde K je konstanta. Chetaevova vazebni sila je ® = u(mz, my), kde u je funkce

na (). Zavedenim Chetaevovy vazebni sily do nevazanych rovnic dostavame de-
formované pohybové rovnice:

mi + (B —mp)d =0, mij+ (8 —mu)y = 0. (4.105)
Po dosazeni (104) do deformovanych rovnic dostavame vztah

K25t p

42 m

==
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a Chetaevova vazebni sila mé tvar

o=t (K V1o K2) + B, 9). (4.106)

2A 2
Vom0t
Sklada se ze slozky kompenzujici odporujici silu prostiedi a ze slozky explicitné

zavislé na cCase. Vazany mechanicky systém je variacni. Lepageova vazebni 1-
forma mize byt napriklad tvaru

Mo o g @l (4.107)
m

n=-—m

Hmotny bod v odporujicim prostifedi v tihovém poli Zemé. Hmotny
bod o hmotnosti m se pohybuje v tihovém poli Zemé s tihovym zrychlenim

—

G = (G,0). Opét uvazujeme odpor prostiedi. Nevazany systém [a] je nevaria¢ni,
je reprezentovan Lepageovou 2-formou

a = (Bt — mG)wr Adt + Byw? Adt +m(w! Adi + w? A dg). (4.108)
Dynamicka forma reprezentujici nevazany systém je
E = (m& + Bi — mG)w' Adt + (mij + By) w? Adt.
Pohybové rovnice nevazaného systému:
mi + B4 — mG = 0, mi + By = 0. (4.109)
Podrobme systém vazbé
flzém@?+f)+me—Aw=Q (4.110)

tj.

24
y:g%@::V—ﬁ—QGm—i%
m

kterd pozaduje, aby se rozdil kinetické a potencidlni energie zachovéaval. Vazba
definuje vazebni podvarietu @, dim@) = 4. Vazany systém [ag] piislusny neva-
zanému systému [a] reprezentuje forma

.2

x

: 2>w1/\dt+m <1—|—
(g")

-2

& L g
ag = —mG (1 - ) w' Adi. (4.111)
(g%)?
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Redukované pohybové rovnice jsou

.9 £ 2
y-:\/2_’40_20x—¢2, m:i<1—|— ? )—mG<1—(x—>:0. (4.112)

m (g%)? gh)?

Chetaevova vazebni sila ma tvar ® = u(mi, my), kde p je funkce na ). Dosté-

vame deformované pohybové rovnice v podobé:
mi + (8 —mp)z —mG =0, mj+ (8 —mpu)y=0. (4.113)

Vyjadiime multiplikator p z deformovanych rovnic. Dostaneme jej ve tvaru

8 G <1_ (91)2—9':2>

Tm @ (gh)% + 2

m I
a Chetaevova sila je
. .. mG (gh)2 — 22\ ,. .
o = -1 - ==— . 4.114
(B2, 8Y) — — < )T i (Z,9) (4.114)
Sklada se tedy ze slozky kompenzujici tfeni prostiedi a z dalsi slozky. Vazany

mechanicky systém je varia¢ni a vazebni Lepageovu 1-formu mtzeme nalézt na-
priklad ve tvaru:

24
n=-m 70 — 2 —2Gz ¢ (4.115)

Tlumeny harmonicky oscilator. Hmotny bod o hmotnosti m kmité okolo
rovnovazné polohy v odporujicim prostifedi. Ptsobi na néj pruzna sila F =
—k(x,y) a sila odporujicitho prostfedi Fg = —3(z,9), 5 > 0, k > 0. Nevazany
systém [o] je nevaria¢ni, je reprezentovan Lepageovou 2-formou

o= (B + kx)w Adt + (B9 + ky) w? Adt + m(w! Adid +w? Ady).
Dynamicka forma reprezentujici nevazany systém je
E = (m& + i + kx)w' A dt 4+ (mi + By + ky) w? A dt.
Pohybové rovnice nevazaného systému jsou:
mz + Bt + kxr =0, mij + By + ky = 0.

Uvazujme vazbu

j=g'() = —F,
1 —
JrT
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kde T je konstanta. Vazba definuje vazebni podvarietu @), dim@Q) = 4. Vazany
systém [aq] pFislusny nevdzanému systému [a] reprezentuje forma

ag = (g'c(ﬁ +BP? - %P?’) +kr+ kyP) W Adt+m (1+ P W Adi, (4.116)

kde P =

1
R

g =P, m:}j(1+P2)—|—a’:(ﬁ—|—ﬁP2—%P3)+kx—i—kyP:0.

Chetaevova vazebni sila ma pro vazebni podminku
fl=y-—F=0 (4.117)

14 —
+T

tvar ® = u(—P, 1), kde p je funkce na Q. Dostavame deformované pohybové
rovnice v podobé:

mi + Bt + kx + pP =0, my+ By + ky —pu=0.

Multiplikator p vyjadiime z deformovanych rovnic, jako v pfedchozim piikladeé:

1 mP?
=— i kxP —ky | .
K 14 P? < T e y>
Chetaevova vazebni sila nabyva tvar
1 mP?
® = i kxP —k P —1). 4.11
e (#5  keP k) () (4118)

Vidime, ze Chetaevova vazebni sila neobsahuje slozku, kterd by kompenzovala
tfeni prostiedi. Narozdil od pfedchozich dvou ptikladt systémil vazanych neho-
lonomnimi reonomnimi vazbami, které bylo mozZno splnit jen eliminaci Stokesovy
sily, 1ze vazbu (4.2.2) u harmonického oscilatoru splnit i v odporujicim prostiedi.
Véazany mechanicky systém je variacni a vazebni Lepageovu 1-formu miiZeme na-
1ézt napiiklad ve tvaru:

1 1
n= [—§mx (1+P2)+§k‘(a: +y )} dt

—Ta:[ﬂ—i— P] @' —mi(1+ P!
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4.3 Trivialni vazebni Lepageova 1-forma

V tomto odstavci se budeme vénovat zajimavému aspektu geometrické teorie
neholonomnich systémit, kterym je existence Eulerovych-Lagrangeovych rovnic
s identicky nulovou levou stranou. Ty vznikaji jako disledek nejednoznac¢nosti
vazebni Lepageovy 1-formy 7 charakterizujici vazany variac¢ni systém [aq]. Jak
jsme uvedli v pfedchozich kapitolach vézany varia¢ni mechanicky systém [aq]
reprezentuje v geometrické teorii 2-forma na J'Y, jejiz obecny tvar je

aQ =dn = A Adt 4 Bsw! Adg® + Fjgwt Aw® + o,

kde ¢ je vazebni 2-forma.

Necht 71,72 jsou vazebni Lepageovy 1-formy prislu$né vdzanému varia¢nimu
systému [ag]. Pfipomernime relaci ekvivalence vazebnich Lepageovych 1-forem,
kterou jsme zavedli vztahem (3.96):

m o~ ne & dpy —dn = Fiso' Aw® + o

Vazebni Lepageovu 1-formu 7 = 11 — 12 budeme nazyvat trividini vazebni Le-
pageovou 1-formou a budeme ji pomoci funkci na Q znacenych T',T; v souladu
s (3.85) zapisovat ve tvaru:

_ T _
T=Tdt+ ' +T, ¢
9q

Trividlni vazebni Lepageova 1-forma je pfislusna vazanému mechanickému sys-
tému s redukovanymi pohybovymi rovnicemi

a(T)-Te(g") =0, (4.119)
fi=0, kde
.
=g " atagd 1 adag

ocf _0f 9 Of

3ql - aql aq-l aqm—k—i-i’

def Of Of 4 of
@ - o + 8_qlq + Wﬂ ) (4.120)

1<, s<m—k,1<i<k. Refenim systému (119) jsou libovolné Q-ptipustné
fezy. Ze (119) dostéavame pro funkce T, T; rovnice:
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0T dpdT - (g’ dp Og'
of ~diog ( o dtog )’ (4.121)
T 9%

Tyto podminky uréuji pro zadanou vazbu f* = ¢™**" — g* = 0 trivialni vazebni
Lepageovu 1-formu.

Vnéjsi derivaci trividlni vazebni Lepageovy 1-formy 7 dostédvame 2-formu p
charakterizujici vazany varia¢ni systém s vazebnimi Eulerovymi- Lagrangeovymi
rovnicemi s identicky nulovou levou stranou:

1 [OT; oT; ,
dr=p==|2ig ’] wl/\ws—i—[ ,Z]dql/\’—k
p 2 |:aq5 l(g) Altu,s) 8ql (10
[d.T; - Og’ oT .
T; _ — | dt A& 4.123
+ I dt + Jaqm—k—i-z aqm—k+z:| ¢+ ( )
n [ocTi  ~ ¢ 9T SNG4
I 8ql J 8qlaqm—k+i 8qlaqm—k+i ¥
+ [ of ] @ NG
| Ogm—H+i Alt(,5) ’
kde
, Oc d’c 0
L= %57 5.3
Oqt  dt 0¢!

Vsechny takové systémy patii do stejné t¥idy ekvivalence [ag].

Vzdy existuje trividlni vazebni Lepageova 1-forma 7 takova, ze p = dr = 0,
tj. 7 = dh, kde h(t,q%,¢") je funkce na Q. V nasledujicim piikladu uvedeme
neholonomni vazbu, pro kterou p # 0.

Priklad. Uvazujme fibrovanou varietu Y, dimY = 4 a nevazany systém [«/]
na J'Y, ktery podrobime vazbé typu

9" = ai(t,q7) d'¢". (4.124)

Zajimé nas, zda muze néjaky mechanicky systém [a] podrobeny neholonomni
vazbé (124) pfejit na trivialni vazany systém, pro néjz je p # 0.
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Zvolme ¢! = ¢* = a [(q’l)2 + (q'2)2], kde o = const, pak nalezneme pouze
trividlni vézany systém, pro né&jz p = 0 a stejné tak pro g! = aK{'¢?, kde
K = const, K #2,-2,0.

Zvolme neholonomni vazbu

K 2
g' = <q’1 + Eq‘2> , (4.125)

pak z podminky varia¢nosti vadzaného systému dp = 0 resp. z (123) dostéavame
~1 11, Koo a1, Ko
p=adt\N@p  +bw AN +5bw ANg +cdg Ap +Ecdq AT,

kde a, b, ¢ jsou funkce na @), které zavisi na volbé konkrétniho nevazaného sys-
tému [a]. Zvolime-li napi. takovy nevazany systém, ze pfislusny systém vazany
vazbou (125) je charakterizovan Lepageovou 1-formou 7 zadanou funkcemi

T =—In(¢" + %qz)z, (4.126)
T= '+ S (1127)

dostavame formu p ve tvaru
p= (3 + 5?) (244" — Kd) A @ (4.128)

Tato forma reprezentuje trivialni vazany varia¢ni mechanicky systém. Pozname-
nejme, ze jde o matematicky model bez fyzikalni interpretace.
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5 Zavér

Prace se zabyva dusledky definice varia¢nosti neholonomné vazanych systému
v mechanice, kterd byla zavedena podle [26]. V kapitole 4 jsme se vénovali tfem
tématickym okruhtim spjatym s definici vazané varia¢nosti. V souborech pri-
kladi jsme studovali:

1. variaéni systém podrobeny neholonomni vazbé,
2. nevariaéni systém podrobeny neholonomni vazbé,
3. triviadlni vazebni Lepageovu 1-formu.

V prvnim odstavci kapitoly 4 jsme se zabyvali problematikou varia¢niho ne-
vazaného systému podrobeného neholonomni vazbé. Z kazdého varia¢niho ne-
vazaného mechanického systému vzniké pifidanim libovolné neholonomni vazby
varia¢ni vdzany mechanicky systém (viz véta 3.8). Funkce L, L; charakterizujici
vazebni Lepageovu 1-formu mohou byt v tomto pfipadé zadany pomoci lagranzi-
anu nevazaného systému (viz (3.97)), coz jsme demonstrovali na piikladech s jas-
nou fyzikalni interpretaci. V ptikladu (4.1.1) jsme studovali pohyb snakeboardu,
kde neholonomni vazba predstavovala pozadavek, aby se kolecka snakeboardu
nesmykala do boku. Podobné v pfikladu (4.1.2) neholonomni vazba zajistuje ne-
podkluzovani valci. Kromé zadani piikladu (4.1.1), které bylo pfevzato z [24],
jsou oba piiklady véetné konstrukce neholonomnich vazeb (4.20), (4.21), (4.54)
puvodni a rozsifuji tak v literature maly pocet kompletné fesenych fyzikalnich
prikladi s neholonomni tématikou. V piikladech byl kladen diraz na podrobnou
konstrukci neholonomnich vazeb.

Kromé aplikace geometrické teorie neholonomnich systémi, kterou shrnuje
teoretickd cast prace v kapitolach 2 a 3, jsme se v prikladech zamérili na fyzi-
kalni podstatu geometrickych objektii. Pro konkrétni volbu funkce b(t) = 7 /4,
pfi které jezdi snakeboard zrychlené po kruznici, jsme nalezli Chetaevovu va-
zebni silu ve tvaru (4.34). Prvni dvé slozky vazebni sily maji vyznam vyslednice

Vv e

v ey

vy

laci impulzovych vét, s fesenim pomoci geometrické teorie jsme ziskali vztah
Chetaevovy vazebni sily a tlakovych a tfecich sil a jejich momentu (viz (4.71)).
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V druhém odstavci jsme nalezli ptiklady nevariac¢nich systémii podrobenych
neholonomni vazbé, ktera prevadi nevariacni nevazany systém na systém vari-
acni. Nalezli jsme jak fyzikalni pfiklady (viz 4.2.1), tak matematické modely (viz
4.2.2). Sest ptivodnich piikladii je rozdéleno po tiech do prvniho a druhého po-
dodstavce. Nevaria¢ni nevazany mechanicky systém predstavuji jak v 4.2.1 tak
v 4.2.2 postupneé :

1. hmotny bod v odporujicim prostfedi,
2. hmotny bod v odporujicim prostiedi v tthovém poli Zemé,
3. tlumeny harmonicky oscilator.

V 4.2.1 jsou nevazané systémy podrobeny neholonomni podmince predstavujici
zachovani mechanické energie, zatimco v druhém odstavci jsou podrobeny tytéz
systémy rtznym neholonomnim vazbam, které spojuje explicitni zavislost vazby
na Case. VSechny vazané systémy jsou variacni.

Nalezenim t#i rozdilnych vazebnich Lepageovych 1-forem (4.81) v prvnim p¥i-
kladé jsme demonstrovali nejednoznacnost zadani vazebni Lepageovy 1-formy.
V nasledujicim piikladé jsme ukézali, Ze nelze pro kazdy variaéni vazany systém
nalézt vazebni Lepageovu 1- formu s libovolnou pfedem zadanou kombinaci nu-
lovych a nenulovych funkci L, L; (viz podminky (4.91) a (4.92)). Pro varia¢ni
vazany systém neexistuje jednoznacnd funkce obdobné lagranzianu u varia¢niho
nevazaného systému.

Neholonomni vazba v podobé zachovani mechanické energie aplikovana na
fyzikalni systém v odporujicim prostiedi prevadi tento nevazany systém na vari-
a¢ni vazany, ktery (z hlediska popisu) neni totozny s nevizanym systémem bez
odporu prosttedi, ackoliv ¢asovy vyvoj obou systémii (pro poc¢ateéni podminky
spliiujici vazbu) je shodny. Vazany systém je totiz charakterizovan funkcemi L,
L;, zatimco nevazany systém v neodporujicim prostfedi je jednozna¢né zadan
lagranzidnem L. Informaci o lagranzianu L vsak jiz ve funkcich L, L; nenalez-
neme.

U vsech ptikladi jsme nalezli Chetaevovu silu bud prostiednictvim nale-
zeného FeSeni systému (viz (4.80), (4.89), (4.97), (4.106)) anebo vyjadfenim
multiplikatoru p z deformovanych rovnic (viz (4.114), (4.118)). Chetaevovy sily
(4.80), (4.89), (4.97) zajistujici zachovani mechanické energie vazaného systému
praveé kompenzuji Stokesovu silu odporujiciho prostredi, zatimco Chetaevovy sily
(4.106), (4.114) kromé slozky kompenzujici Stokesovu silu obsahuji i dalsi slozky.
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Splnéni vazby (4.117) zajistuje Chetaevova vazebni sila (4.118), ktera Stokesovu
silu odporujiciho prostfedi nekompenzuje.

V odstavci 4.3 jsme se vénovali zajimavému dusledku teorie varia¢nich véa-
zanych systémil: existenci trividlni vazebni Lepageovy 1-formy. Vnéjsi derivaci
trividlni vazebni Lepageovy 1-formy dostavame reprezentanta p (viz (4.123))
tiidy ekvivalence [ag], do niz nalezeji vSechny trividlni vazané systémy. Vzdy lze
najit uzavienou trivialni vazebni Lepageovu 1-formu. Funkcemi (4.126), (4.127)
jsme zadali trividlni vazebni Lepageovu 1-formu, jejiz vnéjsi derivaci dostavame
nenulovou formu p.

Koncept trividlnich vazebnich Lepageovych 1-forem je mozno studovat také
z fyzikalniho Uhlu pohledu. V budoucnu lze hledat odpovédi na otazky, jaky
nevazany mechanicky systém lze prevést pridanim jisté neholonomni vazby na
vazany trividlni vazebni systém a jaky tato vazba mtze nabyvat tvar.
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