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Abstrakt

Mechanika je obor fyziky, ve kterém se dokonale překrývají teoretické mate-
matické konstrukce s popisem fyzikální reality. Příkladem jsou Eulerovy- Lagran-
geovy rovnice, které se staly jednou z nejvýznamnějších aplikací matematické
teorie v mechanice a položily základy variačního počtu ve fyzice vůbec.
Tato práce se zabývá důsledky geometrické teorie neholonomních systémů

(viz [10]) a důsledky neholonomního variačního principu (viz [26]). Z matema-
tického hlediska je v současné době vybudována teorie variačního i nevariačního
neholonomně vázaného systému, zůstávají však otevřené otázky týkající se fy-
zikální interpretace některých zavedených matematických objektů. To se týká
např. Chetaevových vazebních sil a vazební Lepageovy 1-formy, která je jistou
analogií lagranžiánu u variačních nevázaných mechanických systémů, ovšem s
tím rozdílem, že tato forma není zadána jednoznačně. Zajímavý je také vztah
mezi variačností nevázaného a vázaného systému resp. mezi lagranžiánem a va-
zební Lepageovou 1-formou a také existence triviální vazební Lepageovy 1-formy.
Tato práce spojuje studium těchto matematických objektů s původními kom-

pletně řešenými fyzikálními příklady jak realistickými tak modelovými a ověřuje
či doplňuje tak korespondenci matematické teorie a fyzikální reality.



Abstract

Mechanics is a branch of physics, in which abstract mathematical theories
and empirical physical evidence fit together and complement each other perfectly.
As an example, let us mention the Euler-Lagrange equations forming one of the
most prominent aplications of mathematical theory in mechanics, which gave
rise to variational calculus in the physics in general.
This thesis deal with consequences of the geometric theory of nonholonomic

constrained systems (see [10]) and of the nonholonomic variational principle (see
[26]). From the mathematical point of view both respective theories have been
developed: the theory of variational nonholonomic systems and that of nonva-
riational nonholonomic systems. However, there are still some open problems
concerning the physical interpretation of certain well-established geometrical
objects. This concerns namely Chetaev constraint force and constraint Lepage
1-form, that can be considered an analogy of lagrangian of unconstrained vari-
ational system, nevertheless with the difference of the 1-form not being unique.
The relationship between variationality of the constrained and unconstrained
system as well as the existence of the trivial constraint Lepage 1-form are other
points of interest.
This work links studies of the above mentioned mathematical objects with

originally formulated and completely solved physical examples thus verifying or
complementing the correspondence between the mathematical theory and the
physical reality.
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1 Úvod

Mechanika má ve fyzice významnou pozici nejen jako účinný nástroj pro řešení
dynamických problémů z oblasti fyziky a techniky. Jde o obor fyziky, ve kterém
se dokonale překrývají teoretické matematické konstrukce s popisem fyzikální
reality. Příkladem je variační princip v mechanice. Problém brachistochrony,
předložený matematikům v roce 1696, přenesl z optiky do mechaniky otázku,
která veličina, charakterizující pohyb mechanické soustavy, má být minimální
či maximální. Řešení této otázky je připisováno Maupertuisovi, který v roce
1744 vyslovil hypotézu, že každý děj v přírodě probíhá tak, že určitá veličina,
nazývaná akcí, je minimální. Matematická formulace jím podaná však nebyla
přesná a Maupertuis dospěl ke správným důsledkům plynoucím z jeho principu
nekorektními metodami. Ve stejném období, kdy Maupertuis formuloval svůj
princip, studoval již Euler systematicky variační počet, který používal zejména
na řešení tzv. izoperimetrických problémů. Ve své době zaujaly tyto problémy
maximalizujících resp. minimalizujících se veličin také Newtona, Leibnitze a bra-
try Bernouliovy. Euler nalezl diferenciální rovnice, které řešily širokou skupinu
těchto úloh.
Současně s Eulerem řešil izoperimetrické problémy také Lagrange, který pro

tento účel vytvořil nové matematické metody, které dnes nazýváme variační
počet. Lagrange vymezil platnost principu nejmenší akce a pochopil význam
zobecněných souřadnic. Jeho pohybové rovnice vyplývající z variačního počtu
jsou invariantní vůči bodovým transformacím a Lagrange tak zavedl do mecha-
niky silný matematický nástroj pro řešení fyzikálních problémů. V úvodu svého
díla Mécanique Analytique (1788) (viz [19]) píše, že čtenář v jeho práci nena-
lezne žádné obrázky, neboť metody, které používá, nepotřebují geometrické ani
mechanické zdůvodnění, nýbrž pouze matematické operace.
Ačkoliv Euler nezformuloval princip nejmenší akce, je aplikace rovnic, ke

kterým dospěl, v případě mechaniky ekvivalentní Lagrangeově explicitní for-
mulaci. Rovnice, dnes známé jako Eulerovy- Lagrangeovy, se tak staly jednou
z nejvýznamnějších aplikací matematické teorie v mechanice a položily základy
variačního počtu ve fyzice vůbec.
Variační počet v mechanice, jak jej vytvořil Lagrange, je dnes zpracován

v mnoha učebnicích teoretické mechaniky (viz např. [1]). Součástí Lagrangeovy
práce je také metoda multiplikátorů, kterou Lagrange zavedl pro řešení úloh
s vazbami. Tato metoda je vhodná pro vazby holonomní nebo vazby neholo-
nomní lineární v rychlostech (viz např. [1], [19]). Metodu dnes zvanou metodou
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Lagrangeových multiplikátorů je možno použít jak na variační tak nevariační
mechanické systémy, ale nelze ji použít pro systémy vázané neholonomní vazbou
libovolného tvaru.
V 60. letech minulého století se zformoval geometrický přístup k mechanice,

jehož při popisu neholonomně vázaných systémů využili mezi prvními Faddeev
a Vershik (viz [28]). Rozvinulo se několik přístupů zabývajících se problemati-
kou mechanických systémů podrobených neholonomním vazbám obecného tvaru
(např. [3], [25]). Moderní přístup ke studiu mechanických systémů prvního a
vyšších řádů je spjat se zavedením fibrované variety jako podkladové struktury
(např. [8]) a dále zavedením Lepageových forem (viz např. [9]), umožňujících
popis dynamiky systému. Existuje množství prací zabývající se neholonomní
tematikou v moderním geometrickém pojetí (např. [6], [21], [23]).
Tato práce vychází z geometrické teorie neholonomních systémů, kterou zfor-

mulovala prof. Krupková v [10], [11], [12], [13], [14]. Podkladovou strukturou je
zde fibrovaná varieta s jednorozměrnou bází a její první a druhé jetové prodlou-
žení. Mechanický systém je představován jistou třídou ekvivalence 2-forem na
prvním jetovém prodloužení. Teorie umožňuje popis jak variačních tak nevari-
ačních mechanických systémů podrobených neholonomní vazbě. Problematikou
neholonomního variačního principu se v návaznosti na teorii prof. Krupkové za-
bývá Swaczyna v [26], [27], [18]. V [17] a [26] buduje vazební kalkulus, který užívá
pro formulaci neholonomního variačního principu pro mechanický systém prv-
ního řádu podrobený obecné neholonomní vazbě. Základním prvkem principu
je funkce akce definovaná na vazební podvarietě a zobecněná na jistou třídu
ekvivalence 2-forem. Variační vázaný systém je popsán vazebními Eulerovými-
Lagrangeovými rovnicemi a ekvivalentně vazební Lepageovou 1-formou.
Tato práce se zabývá důsledky geometrické teorie neholonomních systémů

[10] a důsledky neholonomního variačního principu zavedeného v [26]. Z mate-
matického hlediska je vybudována teorie variačního i nevariačního neholonomně
vázaného systému, zůstávají však otevřené otázky týkající se významu některých
zavedených geometrických objektů ve fyzice. To se týká např. Chetaevových va-
zebních sil a vazební Lepageovy 1-formy, která je jistou analogií lagranžiánu
u variačních nevázaných mechanických systémů ovšem s tím rozdílem, že není
zadána jednoznačně. Zajímavý je také vztah mezi variačností nevázaného a vá-
zaného systému resp. mezi lagranžiánem a vazební Lepageovou 1-formou a také
existence triviální vazební Lepageovy 1-formy. Tato práce spojuje studium jed-
notlivých objektů s kompletně řešenými původními fyzikálními příklady jak rea-
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listickými tak modelovými a ověřuje či doplňuje tak korespondenci matematické
teorie a fyzikální reality. Výsledky práce byly publikovány v článcích:

• Czudková, L - Janová, J - Musilová, J. Non-holonomic mechanical systems
and variational principle. In Differential Geometry and its Applications.
Proc. Conf. Prague, August 30 - September 3, 2004. 2005. vyd. Prague,
Czech Republic : Charles University, 2005, ISBN 80-86732-63-0. od s. 571-
579, 9 s.

• Czudková, L - Janová, J - Musilová, J. Trivial constraint variational pro-
blem. Suppl. Rend. Circ. Mat. Palermo, ISSN 0009-725X, 2005, 8 s. (ac-
cepted)

Práce je rozdělena na teoretickou a aplikační část. Kapitoly 2 a 3 představují
teoretickou část práce, která slouží k rychlé orientaci v problematice, přičemž
je čtenář (v případě zájmu o detailní aspekty teorií) podrobně odkazován na
zdrojovou literaturu. Z tohoto důvodu uvádíme tvrzení bez důkazů a zaměřili
jsme se na stručné ale výstižné shrnutí problematiky.
V kapitole 2 jsou zavedeny geometrické objekty potřebné pro popis neváza-

ného mechanického systému na fibrované varietě (viz [10]) jako jsou projektabilní
vektorová pole, kontaktní a horizontální formy a distribuce. Shrnujeme také for-
mulaci variačního principu nevázaného systému v geometrické teorii. V kapitole
3 je proveden stručný souhrn výsledků geometrické teorie neholonomních sys-
témů (viz [10]) a v odstavci 3.3 je stručně shrnut neholonomní variační princip
tak, jak je zaveden v [26].
Těžištěm práce je kapitola 4, která formou původních řešených příkladů

zkoumá důsledky neholonomního variačního principu a zabývá se fyzikální pod-
statou geometrických objektů popsaných v kapitole 3 resp. 3.3. Kapitola je té-
maticky rozdělena do tří oddílů:

1. variační systém podrobený neholonomní vazbě,

2. nevariační systém podrobený neholonomní vazbě,

3. triviální vazební Lepageovu 1-forma.

V prvním odstavci jsou řešeny fyzikální příklady, u kterých je nevázaný sys-
tém variační a neholonomní vazba má jasný fyzikální význam. V následujícím
odstavci nalezneme případy nevázaných nevariačních systémů, které po přidání
jistých neholonomních podmínek přecházejí na systém variační vázaný. Poslední
odstavec se věnuje problematice triviálních Lepageových 1-forem.
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2 Geometrický popis nevázaných mechanických sys-
témů

Pro popis mechanického systému v geometrické teorii se využívá fibrovaná vari-
eta s jednorozměrnou bází a její jetová prodloužení. Jednorozměrná báze fibro-
vané variety má význam časové osy a řezy fibrované variety představují možné
trajektorie systému. V každém okamžiku je tedy konfigurační prostor reprezen-
tován fibrem fibrované variety a fázový prostor fibrem prvního jetového prodlou-
žení nad příslušným bodem báze.
Fyzikální systémy v mechanice, jimiž se v této práci budeme zabývat, se řídí

pohybovými rovnicemi druhého řádu, kterým odpovídá popis pomocí druhého
jetového prodloužení příslušné fibrované variety. Z tohoto důvodu se v úvodních
kapitolách, opakujících potřebné objekty pro geometrický popis mechanických
systémů, omezíme na první a druhé jetové prodloužení fibrované variety i u ob-
jektů, které lze zavádět zcela obecně.

2.1 Základní geometrické objekty

V této kapitole zopakujeme značení základních objektů a operací na fibrova-
ných varietách v mechanice. Jedná se především o vektorová pole a formy na
fibrované varietě a rozklad forem na k-kontaktní komponenty. V závěru kapi-
toly shrneme vlastnosti distribucí na fibrovaných varietách. Případná tvrzení
uvádíme bez důkazů, které lze však nalézt v [10] a [11] společně s podrobným
popisem zmiňovaných objektů uvedeným rovněž např. v [26]. V práci budeme
až na drobné vyjímky dodržovat značení užívané v [26] a budeme používat tuto
sčítací symboliku:

m∑

σ=1

Aσω
σ = Aσω

σ, 1 ≤ σ ≤ m.

2.1.1 Fibrovaná varieta

Pro fibrovanou varietu
π : Y → X

se užívá značení (Y, π,X) nebo, nebude-li moci dojít k záměně s totálním pro-
storem, budeme fibrovanou varietu (Y, π,X) značit jednoduše Y . Ve výkladu se
zabýváme pouze mechanikou, a proto dimX = 1. Dále označme dimY = m+ 1,
kde m je počet stupňů volnosti popisovaného systému.
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Fibrovaný souřadnicový systém na Y značíme (V,ψ), ψ = (t, qσ), 1 ≤ σ ≤ m,
asociovaný souřadnicový systém na X je (U,ϕ), ϕ = (t). Fibrem nad x nazýváme
podvarietu variety Y : π−1(x), kde x ∈ U ⊂ X. Řez variety (Y, π,X), tj. zobrazení
γ : U ∋ x→ γ(x) ∈ Y , kde π ◦ γ = idU , budeme standardně značit γ.
Mějme zadáno celé číslo 0 ≤ s ≤ 2. Pak značíme JsY s-té jetové prodloužení

fibrované variety (Y, π,X). Symbolem Js
xγ značíme s-jet řezu γ v bodě x. Pro

fibrované variety πs : JsY → X resp. πs,k : JsY → JkY , kde k je celé číslo a platí
0 ≤ k < s, užíváme označení (JsY, πs,X) resp. (JsY, πs,k, J

kY ). Fibrovanou
varietu (JsY, πs,X) budeme také jednoduše značit JsY . Pro s = 0 platí π0 ≡ π,
J0Y ≡ Y a J0xγ = γ(x).
Ke každému fibrovanému souřadnicovému systému (V,ψ), ψ = (t, qσ), 1 ≤

σ ≤ m, na Y existuje asociovaný fibrovaný souřadnicový systém na JsY (Vs, ψs),
Vs = (π

−1
s,0(V )) a ψs = (t, qσ, qσ

j ), 1 ≤ j ≤ s, kde

qσ
j (J

s
xγ) =

(
djγσ

dtj

)

t(x)

.

Pro s = 1 značíme souřadnicové funkce ψ1 = (t, qσ , q̇σ) a pro s = 2 obdobně
ψ2 = (t, qσ, q̇σ, q̈σ).
Je-li γ řez fibrované variety π, pak Jsγ značí s-jetové prodloužení řezu γ. Řez

δ = Jsγ fibrované variety JsY budeme nazývat holonomní řez.

Příklad 2.1 Mějme zadánu fibrovanou varietu (Y, π,X) s jednorozměr-
nou bází X ≡ R. Nechť M je varieta dimenze m, TM značí její tečné
rozvrstvení a nechť Y = R × M , pak π je kanonická projekce a platí
J1(R × M) = R × TM . Příklady uváděné v této práci využívají jako
podkladovou strukturu fibrovanou varietu tohoto typu. Nechť M = R

2,
pak Y = R × R

2. Nechť (V,ψ), ψ = (t, q1, q2), je fibrovaný souřadnicový
systém na Y , (V1, ψ1), ψ1 = (t, q1, q2, q̇1, q̇2), asociovaný fibrovaný sou-
řadnicový systém na J1Y a (U,ϕ) , ϕ = (t), je asociovaný souřadnicový
systém na X. Vzhledem k tomu, že X ≡ R, pak pro bod x ∈ X mů-
žeme psát x ≡ t. Nechť t0 ∈ X. Z definice prvního jetového prodloužení
dostáváme pro J1t0γ:

q̇1
(
J1t0γ

)
=
(
dq1γ(t)
dt

)

t0

,

q̇2
(
J1t0γ

)
=
(
dq2γ(t)
dt

)

t0

,
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což jsou složky vektoru tečného k řezu γ. Bod y = J1t0γ ∈ J1Y má

souřadnice
(
t0, q

1γ(t0), q2γ(t0),
(
dq1γ(t)
dt

)
t0
,
(
dq2γ(t)
dt

)
t0

)
a platí J1(R ×

R
2) = R × TR

2.

2.1.2 Vektorová pole a formy na fibrované varietě

Nechť Y je fibrovaná varieta a JsY je její s-té jetové prodloužení. Nechť Ξ je
vektorové pole na JsY , 0 ≤ s ≤ 2. Vyjádřeme je v souřadnicích
na Y:

Ξ0(t, qν)
∂

∂t
+ Ξσ(t, qν)

∂

∂qσ

na J1Y :

Ξ0(t, qν , q̇ν)
∂

∂t
+ Ξσ(t, qν , q̇ν)

∂

∂qσ
+ Ξ̃σ(t, qν , q̇ν)

∂

∂q̇σ
,

na J2Y :

Ξ0(t, qν , q̇ν , q̈ν)
∂

∂t
+Ξσ(t, qν , q̇ν , q̈ν)

∂

∂qσ
+Ξ̃σ(t, qν , q̇ν , q̈ν)

∂

∂q̇σ
+Ξ̄σ(t, qν , q̇ν , q̈ν)

∂

∂q̈σ
,

kde 1 ≤ σ, ν ≤ m.
Nechť 0 ≤ r < s. Řekneme, že vektorové pole Ξ na JsY je πs- resp. πs,r-

projektabilní, pokud existuje vektorové pole ξ na X resp. na JrY takové, že
platí:

Tπs · Ξ = ξ ◦ πs, resp. Tπs,r · Ξ = ξ ◦ πs,r,

kde Tπs resp. Tπs,r značí tečné zobrazení k πs resp. k πs,r. Pokud ξ existuje, je
zadáno jednoznačně a nazývá se πs- resp. πs,r-projekce vektorového pole Ξ. Je-li
Tπs ·Ξ = 0 resp. Tπs,r ·Ξ = 0, nazývá se vektorové pole Ξ πs- resp.πs,r-vertikální.
V souřadnicích tyto definice znamenají, že složka Ξ0 je u πs-projektabilního

vektorového pole Ξ na JsY závislá pouze na t a je nulová, právě je-li toto vek-
torové pole πs -vertikální. Pro π2,1-projektabilní resp. π2,1-vertikální vektorové
pole na J2Y dostáváme v souřadnicích:

Ξ0(t, qν , q̇ν)
∂

∂t
+ Ξσ(t, qν , q̇ν)

∂

∂qσ
+ Ξ̃σ(t, qν , q̇ν)

∂

∂q̇σ
+ Ξ̄σ(t, qν , q̇ν , q̈ν)

∂

∂q̈σ
,

resp.

Ξ̄σ(t, qν , q̇ν , q̈ν)
∂

∂q̈σ
.
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Pro π2,0-projektabilní resp. π2,0-vertikální vektorové pole na J2Y dostáváme
v souřadnicích:

Ξ0(t, qν)
∂

∂t
+ Ξσ(t, qν)

∂

∂qσ
+ Ξ̃σ(t, qν , q̇ν , q̈ν)

∂

∂q̇σ
+ Ξ̄σ(t, qν , q̇ν , q̈ν)

∂

∂q̈σ
,

resp.

Ξ̃σ(t, qν , q̇ν , q̈ν)
∂

∂q̇σ
+ Ξ̄σ(t, qν , q̇ν , q̈ν)

∂

∂q̈σ
.

Pro π1,0-projektabilní resp. π1,0-vertikální vektorové pole na J1Y dostáváme
v souřadnicích:

Ξ0(t, qν)
∂

∂t
+ Ξσ(t, qν)

∂

∂qσ
+ Ξ̃σ(t, qν , q̇ν)

∂

∂q̇σ
,

resp.

Ξ̃σ(t, qν , q̇ν)
∂

∂q̇σ
,

kde 1 ≤ σ, ν ≤ m.
Nechť q ≥ 1. Značíme Λq(TJsY ) modul q-forem na JsY , kde TJsY značí

tečné rozvrstvení na varietě JsY . Nechť (V,ψ), ψ = (t, qσ) je fibrovaný souřad-
nicový systém na Y a (V1, ψ1), ψ1 = (t, qσ, q̇σ), a (V2, ψ2), ψ2 = (t, qσ , q̇σ, q̈σ),
asociované fibrované souřadnicové systémy na J1Y a J2Y . Kanonická báze 1-
forem na J1Y resp. na J2Y má tvar (dt, dqσ, dq̇σ) resp. (dt, dqσ, dq̇σ, dq̈σ), kde
1 ≤ σ ≤ m.
Forma ρ ∈ Λq(TJsY ) se nazývá πs- resp. πs,r-projektabilní, 0 ≤ r < s, když

existuje forma ρ0 na X, resp. na JrY taková, že platí ρ = π⋆
sρ0 resp. ρ = π

⋆
s,rρ0.

Existuje-li taková forma ρ0, pak je určena jednoznačně a nazýváme ji πs- resp.
πs,r-projekcí formy ρ. V dalším budeme ztotožňovat projektabilní formu s její
projekcí, nebude-li řečeno jinak.
Forma ρ ∈ Λq(TJsY ) se nazývá πs- resp. πs,r-horizontální, 0 ≤ r < s, pokud

pro každé πs- resp. πs,r-vertikální vektorové pole Ξ na JsY platí:

iΞρ = 0.

V případě fibrované variety s jednorozměrnou bázi mohou být πs- horizontální
na JsY pouze 1-formy. Modul πs-horizontálních 1-forem na JsY budeme značit
Λ1X(TJ

sY ), modul πs,r-horizontálních q-forem na JsY značíme Λq
JrY (TJ

sY ).

Příklad 2.2 (πs a πs,r - horizontální formy na JsY ) Z definice do-
stáváme tvar π- horizontální 1-formy ρ na Y

ρ = ρ0(t, qσ)dt,
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a tvar π1- resp. π1,0-horizontální 1-formy ρ na J1Y :

ρ = ρ0(t, q
σ, q̇σ)dt, resp. ρ = ρ0(t, q

σ, q̇σ)dt+ ρν(t, q
σ, q̇σ)dqν ,

π2- resp. π2,0- resp. π2,1 horizontální 1-formy ρ na J2Y :

ρ = ρ0(t, qσ, q̇σ, q̈σ)dt,

resp.
ρ = ρ0(t, q

σ, q̇σ, q̈σ)dt+ ρν(t, q
σ, q̇σ, q̈σ)dqν ,

resp.

ρ = ρ0(t, qσ, q̇σ, q̈σ)dt+ ρν(t, qσ, q̇σ, q̈σ)dqν + ρ̃ν(t, qσ, q̇σ, q̈σ)dq̇ν ,

kde 1 ≤ σ, ν ≤ m.

Nechť ρ ∈ Λq(TJsY ), q ≥ 1, s = 0, 1. Pro každý bod y = Js+1
x γ ∈ Js+1Y a

každý systém tečných vektorů ξ1, . . . , ξq ∈ TyJ
s+1Y položme

hρ(Js+1
x γ)(ξ1, . . . , ξq) = ρ(J

s
xγ)(TxJ

sγ · Tπs+1 · ξ1, . . . , TxJ
sγ · Tπs+1 · ξq).

Zobrazení h : Λq(TJsY ) → Λq
X(TJ

s+1Y ), které přiřazuje každé q-formě ρ
na JsY πs+1-horizontální q-formu hρ na Js+1Y , nazýváme horizontalizace a
formu hρ horizontální komponentou nebo horizontální složkou formy ρ. Vzhle-
dem k tomu, že dimX = 1, dostáváme pro každou formu ρ ∈ Λq(TJsY ), kde
q > 1, nulovou horizontální komponentu, tj. hρ = 0.

Příklad 2.3 (Horizontalizace 1-forem na J1Y ) Pro horizontalizaci
na J1Y platí:

hf = f ◦ π2,1, hdt = dt, hdq
σ = q̇σdt, hdq̇σ = q̈σdt,

hdf =
df
dt
dt,

kde f je funkce na J1Y (0-forma) a

df
dt
=
∂f

∂t
+

∂f

∂qσ
q̇σ +

∂f

∂q̇σ
q̈σ

se nazývá totální derivace funkce f .
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Forma η ∈ Λq(TJsY ), s = 1, 2 se nazývá kontaktní, pokud pro každý řez γ
fibrované variety Y platí:

Jsγ⋆η = 0.

Vzhledem k tomu, že dimX = 1, je každá q-forma, kde q > 1, kontaktní. Zavá-
díme zobrazení p : Λq(TJsY )→ Λq(TJs+1Y ) předpisem:

pη = (πs+1,s)
⋆η − hη.

Vidíme, že pη je kontaktní forma na Js+1Y , zobrazení p nazýváme kontaktizace
a formu pη kontaktní komponentou formy η.

Příklad 2.4 (Kontaktní 1- formy na J1Y a J2Y ) Kontaktní 1-
formy na J1Y :

ωσ = dqσ − q̇σdt.

Kontaktní 1- formy na J2Y :

ωσ = dqσ − q̇σdt,

ω̇σ = dq̇σ − q̈σdt,

kde 1 ≤ σ ≤ m. Tyto kontaktní 1-formy nazýváme kanonické kontaktní
1-formy. Soubor {dt, ωσ,dq̇σ} resp. {dt, ωσ, ω̇σ ,dq̈σ} je báze 1-forem na
J1Y resp. J2Y . Modul kontaktních 1-forem na J1Y resp. J2Y budeme
značit Ω1(TJ1Y ) resp. Ω1(TJ2Y ).

Každá forma η ∈ Λq(TJsY ), s = 1, 2, může být jednoznačně rozložena na součet
horizontální a kontaktní komponenty:

(πs+1,s)
⋆η = pη + hη.

Je-li q > 1, pak horizontální komponenta hη je nulová.
Řekneme, že forma η ∈ Λq(TJsY ), s = 1, 2 je 1-kontaktní, jestliže pro každé

πs-vertikální vektorové pole Ξ na JsY je (q− 1)-forma iΞη πs-horizontální. Řek-
neme, že η je k-kontaktní, 2 ≤ k ≤ q, jestliže pro každé πs-vertikální vektorové
pole Ξ na JsY je (q − 1)-forma iΞη (k − 1)-kontaktní . Vzhledem k této definici
můžeme o πs-horizontálních formách mluvit jako o 0-kontaktních.
Pro každou q-formu na JsY existuje jednoznačný rozklad na součet (q − 1)-

kontaktní a q-kontaktní q-formy na Js+1Y :

(πs+1,s)
⋆η = pq−1η + pqη,

kde pkη se nazývá k-kontaktní komponenta formy η.
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Příklad 2.5 Nechť q ≥ 1 a η ∈ Λq

Js−1Y
(TJsY ), s = 1, 2. Forma η je

πs,s−1-horizontální, což znamená, že pro s = 1 resp. s = 2 neobsahuje
souřadnicové vyjádření formy η 1-formy dq̇σ resp. 1-formy dq̈σ. Všim-
něme si, že pro πs,s−1-horizontální formu η jsou formy hη, pη πs+1,s-
projektabilní. Označme Ωq−k,k(TJsY ) modul k-kontaktních q-forem η ∈

Λq

Js−1Y
(TJsY ), 0 ≤ k ≤ q. Protože dimX = 1, jsou netriviální pouze

moduly Ω1,q−1(TJsY ) (q − 1)-kontaktních a Ω0,q(TJsY ) q-kontaktních
q-forem na JsY . Modul Λq

Js−1Y
(TJsY ) je přímým součtem submodulů

Λq

Js−1Y
(TJsY ) = Ω1,q−1(TJsY )⊕ Ω0,q(TJsY )

a každou q-formu η ∈ Λq

Js−1Y
(TJsY ) lze na JsY jednoznačně rozložit do

tvaru
η = ηq−1 + ηq,

kde ηq−1 resp. ηq je (q − 1)-kontaktní resp. q-kontaktní q-forma na JsY .

2.1.3 Distribuce na fibrované varietě

Distribucí na JsY , 0 ≤ s ≤ 2, nazýváme zobrazení

∆ : JsY ∋ z 7→ ∆(z) ⊂ TzJ
sY,

které přiřazuje každému bodu na JsY vektorový podprostor ∆(z) vektorového
prostoru TzJ

sY . Dimenzi vektorového podprostoru ∆(z) budeme nazývat rank
distribuce ∆ v bodě z. Rank distribuce ∆ pak je definován jako funkce rank∆ :
JsY → R přiřazující každému bodu z hodnotu rank∆(z). Je-li funkce rank∆
konstantní, pak řekneme, že distribuce ∆ má konstantní rank.
Nechť ξ je lokální vektorové pole s definičním oborem domξ. Říkáme, že ξ

náleží distribuci ∆, pokud pro každé z ∈ domξ platí, že ξ(z) ∈ ∆(z). Každý
systém {ξι}ι∈I lokálních vektorových polí na JsY takových, že

⋃
domξι = JsY ,

definuje distribuci na JsY . Naopak, ke každé distribuci ∆ na JsY můžeme najít
systém lokálních vektorových polí nazývaných generátory distribuce, které danou
distribuci generují, a píšeme ∆ = span(ξι, ι ∈ I). Distribuci budeme nazývat
hladkou, může-li být zadána systémem hladkých vektorových polí.
Anihilátorem distribuce ∆ v bodě z ∈ JsY rozumíme vektorový podprostor

∆0(z) ⊂ T ⋆
z J

sY ,

∆0(z) = {η ∈ T ⋆
z J

sY | iξη = 0 ∀ ξ ∈ ∆(z)}.
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Označme ∆0 = {∆0(z)|z ∈ JsY } množinu všech anihilátorů distribuce ∆.
Kodistribucí distribuce ∆ nazýváme zobrazení

∆0 : JsY ∋ z 7→ ∆0(z) ⊂ T ⋆
z J

sY.

Dimenzi vektorového podprostoru ∆0(z) značíme rank∆0(z) a nazýváme ji ko-
rank distribuce ∆ v bodě z. Platí rank∆0(z) + rank∆(z) = dimJsY .
Říkáme, že lokální 1- forma η náleží distribuci ∆, pokud pro každé z ∈ dom η

platí, že η(z) ∈ ∆0(z). Každý systém lokálních 1-forem {ηι}ι∈I na JsY takových,
že
⋃
dom ηι = JsY , definuje kodistribuci na JsY . Má-li hladká distribuce ∆

konstantní rank (rank∆ = k), pak ji můžeme v okolí každého bodu z ∈ JsY

ekvivalentně zadat buď systémem k lineárně nezávislých hladkých vektorových
polí anebo systémem (dimJsY −k) lineárně nezávislých hladkých 1-forem {ηι}ι∈I

a píšeme ∆0 = span {ηι, ι ∈ I}.
Nechť ∆ je distribuce na JsY . Řez δ : X → JsY nazveme integrální řez

distribuce ∆, pokud pro každou 1-formu η náležející distribuci ∆ platí

δ⋆η = 0,

nebo ekvivalentně Txδ(TxX) ⊂ ∆(δ(x)), pro každý bod x ∈ X.
Nechť δ : X → JsY je integrální řez distribuce ∆. Řekneme, že δ jemaximální

dimenze v bodě x ∈ X, když platí Txδ(TxX) = ∆(δ(x)). Integrální řez δ se nazývá
maximální dimenze, pokud je maximální dimenze v každém bodě x ∈ X.

Příklad 2.6 Mějme zadánu fibrovanou varietu Y s jednorozměrnou bází
X ≡ R. Nechť Y = R × R

2. Nechť (V,ψ), ψ = (t, q1, q2) je fibrovaný
souřadnicový systém na Y , (V1, ψ1), ψ1 = (t, q1, q2, q̇1, q̇2) asociovaný
fibrovaný souřadnicový systém na J1Y a (U,ϕ) , ϕ = (t) je asociovaný
souřadnicový systém na X. Vzhledem k tomu, že X ≡ R, můžeme pro
x ∈ X psát x ≡ t.
Nechť ∆ je distribuce na J1Y generovaná vektorovým polem

∂

∂t
+ q̇σ ∂

∂qσ
.

Anihilátorem v bodě z je ∆0(z) = {ω1(z), ω2(z), dq̇1(z), dq̇2(z)}. Řez
δ : (t) 7→ (t, qσ(t), q̇σ(t)) variety J1Y , kde q̇σ(t) = 0 pro každé σ, je
integrálním řezem distribuce ∆.
Poznamenejme, že je-li rank∆ = 1 jako v tomto případě, pak integrální
řez δ se nazývá integrální křivka.
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2.2 Pohybové rovnice

Pohyb nevázaného mechanického systému je zcela určen Newtonovými pohybo-
vými rovnicemi a počátečními podmínkami. Základním problémem mechaniky je
sestavení pohybových rovnic a nalezení trajektorie mechanického systému jejich
řešením.
V této kapitole se budeme věnovat shrnutí geometrického popisu mechanic-

kého systému vycházejícího z [10]. Mechanický systém ztotožníme s jistou třídou
ekvivalence 2-forem a informace o dynamice mechanického systému bude obsa-
žena v tzv. dynamické distribuci na J1Y . Připomeňme, že pohybové rovnice
mechanického systému jsou druhého řádu a proto k jeho popisu postačí první a
druhé jetové prodloužení fibrované variety. Obdobně jako v předchozí kapitole
uvádíme pouze shrnutí tvrzení bez důkazů, které lze nalézt v [10].
2-formu E na J2Y nazýváme dynamická forma, je-li 1-kontaktní a π2,0-

horizontální. E je dynamická forma právě tehdy, má-li souřadnicové vyjádření

E = Eσ(t, qν , q̇ν , q̈ν)ωσ ∧ dt,

kde 1 ≤ σ, ν ≤ m. V dalším výkladu se omezíme na dynamické formy, jejichž
složky mají tvar

Eσ = Aσ(t, q
ν , q̇ν) +Bσρ(t, q

ν , q̇ν)q̈ρ,

kde 1 ≤ σ, ν, ρ ≤ m. Trajektorií dynamické formy E nazveme řez γ fibrované va-
riety (Y, π,X), který splňuje podmínkuE◦J2γ = 0. Je-li tato podmínka splněna,
pak mají složky Eσ dynamické formy význam levých stran pohybových rovnic,
γ má význam trajektorie mechanického systému a pro složky γν(t) trajektorie
systému můžeme psát pohybové rovnice:

Aσ(t, γ
ν ,
dγν

dt
) +Bσρ(t, γ

ν ,
dγν

dt
)
d2γρ

dt2
= 0.

Řekneme, že 2-forma α na J1Y je Lepageova 2-forma asociovaná s E, pokud
pro její 1-kontaktní komponentu platí p1α = E. Dostáváme tak třídu ekvivalence
[α] Lepageových 2-forem asociovaných s E, jejíž prvky mají tvar

α = Aσω
σ ∧ dt+Bσνω

σ ∧ dq̇ν + F,

kde F = Fσν(t, qρ, q̇ρ)ωσ ∧ ων je libovolná 2-kontaktní 2-forma na J1Y .
Nechť ∆0α = span{iξα}, kde ξ probíhá množinu všech π1-vertikálních vektoro-

vých polí na J1Y . Odpovídající distribuci ∆α na J1Y nazveme dynamická distri-
buce. Prvky anihilátoru dynamické distribuce mají tvar Aσdt+2Fσνω

ν+Bσνdq̇ν,
Bσνω

ν .
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Mechanickým systémem budeme rozumět třídu ekvivalence [α] ekvivalentních
Lepageových 2-forem na J1Y asociovaných s E. Třídu příslušných dynamických
distribucí pak značíme [∆α]. V dalším budeme používat označení α resp. ∆α pro
reprezentanta třídy ekvivalence [α] resp. [∆α].
Holonomní integrální řezy dynamických distribucí ∆α1 , ∆α2 příslušných ekvi-

valentním Lepageovým 2-formám α1, α2 jsou totožné a zároveň jsou totožné
s trajektorií γ systému [α].
Mechanický systém [α] se nazývá regulární, je-li rank∆α = 1 pro jisté α ∈ [α].

Je-li mechanický systém regulární, pak je matice (Bσν) regulární v každém bodě
y ∈ J1Y a platí ∆α1 = ∆α2 pro libovolné α1, α2 ∈ [α]. Regulární dynamickou
distribuci příslušnou mechanickému systému [α] generuje vektorové pole

∂

∂t
+ q̇σ ∂

∂qσ
−BσρAρ

∂

∂q̇σ
,

kde Bσρ je matice inverzní k Bσρ a 1 ≤ σ, ρ ≤ m. Anihilátor regulární dynamické
distribuce má tvar

span{Aσdt+Bσνdq̇ν , ωσ}.

2.3 Variačnost

V této kapitole shrneme pro účel této práce nejdůležitější výsledky geometric-
kého popisu variačního nevázaného systému podle [8]. Zavedeme lagranžián jako
horizontální 1-formu a Eulerovu-Lagrangeovu formu jako zobecnění Eulerových-
Lagrangeových výrazů na fibrované varietě. Zformulujeme podmínku variačnosti
mechanického systému [α] a uvedeme Helmholtzovy podmínky variačnosti, které
jsou důsledkem požadavku variačnosti mechanického systému [α]. Připomeňme,
že uvažujeme pouze mechanické systémy prvního řádu a používáme odpovídající
definice jednotlivých objektů.
Lagranžiánem 1. řádu nazýváme horizontální 1-formu λ na J1Y . Její vyjád-

ření v asociovaných souřadnicích je

λ = L(t, qσ, q̇σ)dt,

kde 1 ≤ σ ≤ m a L je funkce na J1Y nazývaná Lagrangeovafunkce. Je-li zadán
lagranžián λ, pak dvojici (π, λ) nazýváme Lagrangeova struktura.
Nechť E je dynamická forma na J2Y a ρ je 1-forma na J1Y . Je-li možné

formu dρ rozložit do tvaru

(π2,1)dρ = E + F,
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kde E je dynamická forma na J2Y a F je 2-kontaktní 2-forma na J2Y nebo
ekvivalentně platí, že 1-kontaktní komponenta p1dρ je dynamická forma E, pak
formu ρ nazýváme Lepageovou 1-formou. Nechť λ je lagranžián 1. řádu. Lepage-
ovu 1-formu ρ, pro niž platí hρ = λ, nazýváme Lepageův ekvivalent lagranžiánu
λ. Každému lagranžiánu λ lze jednoznačně přiřadit Lepageův ekvivalent, který
značíme θλ a nazýváme Poincaré-Cartanova forma lagranžiánu λ. Ve fibrova-
ných souřadnicích dostáváme

θλ = Ldt+
∂L

∂q̇σ
ωσ.

Dynamickou formu Eλ, která je s Poincaré-Cartanovou formou spjata vztahem
p1dθλ = Eλ = Eσ(L)ωσ ∧ dt, nazýváme Eulerova-Lagrangeova forma. Pro její
složky dostáváme vyjádření

Eσ =
∂L

∂qσ
−
d
dt
∂L

∂q̇σ
, 1 ≤ σ ≤ m.

Řekneme, že dynamická forma E je variační nebo globálně variační, existuje-
li na J1Y lagranžián λ takový, že platí E = Eλ. E se nazývá lokálně variační,
pokud existuje na J2Y pokrytí otevřenými množinami takové, že restrikce E na
libovolnou otevřenou množinu z tohoto pokrytí je variační forma. Je-li dyna-
mická forma lokálně nebo globálně variační, pak rovnice trajektorií dynamické
formy E jsou Eulerovy-Lagrangeovy rovnice:

∂L

∂qσ
−
d
dt
∂L

∂q̇σ
= 0, 1 ≤ σ ≤ m.

Mechanický systém [α] příslušný variační dynamické formě E budeme na-
zývat variační mechanický systém. Je-li [α] variační mechanický systém, pak
existuje uzavřený reprezentant αE třídy [α] a naopak, existuje-li uzavřený repre-
zentant αE třídy [α], pak je mechanický systém [α] variační. Nechť [α] je variační
mechanický systém. Pak existuje reprezentant třídy [α] tvaru α = dθλ + F , kde
θλ je Poincaré-Cartanova forma a F je π1,0-horizontální 2-kontaktní 2-forma.

Příklad 2.7 (Helmholtzovy podmínky) Mějme mechanický systém
[α], jehož pohybové rovnice mají tvar

Aσ(t, q
ρ, q̇ρ) +Bσν(t, q

ρ, q̇ρ)q̈ν = 0.
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Systém [α] je variační právě tehdy, jsou-li splněny tzv. Helmholtzovy
podmínky

Bσν = Bνσ,
∂Bσν

∂q̇σ
=
∂Bνσ

∂q̇ν

∂Aσ

∂q̇ν
+
∂Aν

∂q̇σ
= 2
d̄Bσν

dt
(2.1)

∂Aσ

∂qν
−
∂Aν

∂qσ
=
1
2
d̄
dt

(
∂Aσ

∂q̇ν
−
∂Aν

∂q̇σ

)
,

kde
d̄
dt
=

∂

∂t
+ q̇σ ∂

∂qσ
.

Je-li systém [α] variační, existuje Lagrangeova funkce L taková, že platí:

Aσ(t, qρ, q̇ρ) +Bσν(t, qρ, q̇ρ)q̈ν =
∂L

∂qσ
−
d
dt
∂L

∂q̇σ
.

Výše jsme uvedli, že mechanický systém [α] je variační právě tehdy, když
třída ekvivalence [α] obsahuje uzavřeného reprezentanta. Podmínky pro
složky Eσ dynamické formy, za kterých je forma α uzavřená, vyplývají
z rovnice dα = 0 a po úpravách mají tvar:

∂Eσ

∂q̈ν
−
∂Eν

∂q̈σ
= 0

∂Eσ

∂q̇ν
+
∂Eν

∂q̇σ
−
d
dt

(
∂Eσ

∂q̈ν
+
∂Eν

∂q̈σ

)
= 0 (2.2)

∂Eσ

∂qν
+
∂Eν

∂qσ
−
1
2
d
dt

(
∂Eσ

∂q̇ν
−
∂Eν

∂q̇σ

)
= 0,

kde 1 ≤ σ, ν ≤ m. Dosazením z rovnice Eσ = Aσ + Bσν q̈
ν za Eσ a

úpravami zjistíme, že soubor podmínek (2) je ekvivalentní souboru Hel-
mholtzových podmínek (1).
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3 Geometrická teorie neholonomně vázaných systémů

Vazby, jež klademe na mechanický systém, představují dodatečné požadavky
mající obecně podobu rovnic nejvýše prvního řádu. Základním úkolem mecha-
niky vázaných systémů je nalezení řešení systému, který je popsán ”nevázanými”
pohybovými rovnicemi a zároveň splňuje rovnice vazeb. Tento problém pro holo-
nomní vazby dobře vyřešila teorie Lagrangeových multiplikátorů (viz např. [1]).
Ta zajišťuje splnění holonomních vazeb pomocí tzv. vazebních sil dodatečně při-
daných do pohybových rovnic. Je-li pohyb mechanického systému vázán k určité
ploše, pak je příslušná vazební síla kolmá k této ploše. Metodu Lagrangeových
multiplikátorů nelze použít pro neholonomní vazby, které nejsou lineární ve slož-
kách rychlostí.
V této kapitole přistoupíme k výkladu geometrické teorie systémů vázaných

libovolnou neholonomní vazbou, kterou formulovala prof. Krupková (viz [10]).
Přebíráme značení a terminologii z [26]. Rovněž se držíme výkladu teorie uvede-
ného v [26] včetně převzatých tvrzení, která uvádíme bez důkazů. Shrnutí teorie
jsme doplnili o příklady, které mají za cíl usnadnit vhled do problematiky.
Neholonomní vazby jsou představovány podvarietou prvního jetového pro-

dloužení fibrované variety, na níž se zavádí tzv. kanonická distribuce. Mechanický
systém podrobený neholonomní vazbě je pak představován třídou ekvivalence 2-
forem podél kanonické distribuce. Trajektorie vázaného mechanického systému
je představována tzv. vazebně přípustným řezem fibrované variety (viz [26]),
jehož první jetové prodloužení má hodnoty na vazební podvarietě.
Řešení neholonomně vázaného systému pomocí [10] lze získat ze dvou typů

pohybových rovnic. Jedná se o soustavu dynamických pohybových rovnic a sou-
stavu redukovaných pohybových rovnic. V dynamických pohybových rovnicích
můžeme spatřovat analogii s metodou Lagrangeových multiplikátorů, neboť se
zavádí vazební síla, jejímž přidáním do pohybových rovnic nevázaného systému
se zaručí splnění neholonomní vazby. Druhou, z hlediska nalezení trajektorie
vázaného systému ekvivalentní, soustavou pohybových rovnic jsou rovnice redu-
kované, v nichž již není obsažena informace o vazební síle.
V poslední části této kapitoly se budeme věnovat neholonomnímu variač-

nímu principu, jak byl formulován v [26], jehož výsledkem jsou vázané Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice.
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3.1 Neholonomní vazební struktura

V tomto odstavci uvedeme základní výsledky teorie neholonomních systémů.
Zavedeme vazební podvarietu, kanonickou distribuci a budeme se podrobněji
věnovat formám a vektorovým polím na vazební podvarietě a jejich vztahu ke
kanonické distribuci. V druhé části odstavce definujeme vazební ideál a základní
operace ”vazebního počtu”, který se využívá při formulaci neholonomního vari-
ačního principu.

3.1.1 Vazební podvarieta

Nechť (Y, π,X) je fibrovaná varieta, dimX = 1, dimY = m + 1, J1Y a J2Y
její první a druhé jetové prodloužení, dimJ1Y = 2m + 1, dimJ2Y = 3m + 1.
Zvolme opět standardní označení souřadnicových systémů. Fibrovaný souřadni-
cový systém na Y označíme (V,ψ), ψ = (t, qσ), asociovaný souřadnicový systém
na X je (π(V ), ϕ), kde ϕ = (t). Asociovaný fibrovaný souřadnicový systém na
J1Y resp. J2Y je (V1, ψ1), kde V1 = π

−1
1,0(V ) a ψ1 = (t, q

σ, q̇σ) resp. (V2, ψ2), kde
V2 = π

−1
2,0(V ) a ψ2 = (t, q

σ, q̇σ, q̈σ).
Nechť Q je podvarieta J1Y dimenze 2m + 1 − k, kde 1 ≤ k ≤ m − 1.

V každém bodě x ∈ Q existuje souřadnicový systém (U,χ) na J1Y adaptovaný
ke Q. Označme souřadnicové funkce χ = (xp, f i), 1 ≤ p ≤ 2m+1−k, 1 ≤ i ≤ k.
Podvarieta Q je na otevřené množině U zadána rovnicemi

f i = 0, 1 ≤ i ≤ k. (3.1)

Označme QU = Q ∩ U . Podvarietu QU nazveme vazební podvarietou, lokální
vazbou, pokud v každém bodě x ∈ U platí:

rank
(
∂f i

∂q̇σ

)
= k, (3.2)

kde 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ σ ≤ m. Systém (1) pak nazveme systémem k neholonomních

vazeb. Připomeňme, že speciálním případem vazeb neholonomních jsou semiho-
lonomní vazby, u nichž má levá strana rovnic (1) tvar

f i =
dui(t, qσ)
dt

, 1 ≤ i ≤ k. (3.3)

Podvarieta Q fibrované variety J1Y se nazývá vazební podvarietou či globální
vazbou, jestliže ji lze pokrýt souborem {(Uι, χι)} adaptovaných souřadnicových

24



systémů takových, že pro každé ι platí na Uι podmínka (2). Poznamenejme, že
v takovém případě je π1,0|Q : Q → Y fibrovaná podvarieta fibrované variety
π1,0 : J1Y → Y .
Bez újmy na obecnosti můžeme vzhledem k platnosti (2) zavést tzv. normální

tvar vazebních podmínek (1):

f̄ i ≡ q̇m−k+1 − gi(t, qσ, q̇l) = 0, (3.4)

kde 1 ≤ σ ≤ m, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ l ≤ m− k.
Nechť

ι : x ∈ Q→ ι(x) ∈ J1Y

je kanonické vložení vazební podvariety Q do J1Y . Nechť (V,ψ) je fibrovaný
souřadnicový systém na Y . Nechť x ∈ Q a (V1, ψ1), x ∈ V1, ψ1 = (t, qσ, q̇σ) je
asociovaný fibrovaný souřadnicový systém na J1Y . Předpokládejme, že (U1, χ1),
U1 ⊂ (V1 ∩Q), χ1 = (t, qσ , q̇l) je souřadnicový systém na Q, x ∈ U1. Vyjádření
kanonického vložení ι má v těchto souřadnicových systémech tvar

ι(t, qσ , q̇l) = (t, qσ, q̇l, gi(t, qν , q̇s)),

kde 1 ≤ l, s ≤ m− k, 1 ≤ σ, ν ≤ m, 1 ≤ i ≤ k.

Příklad 3.1 Úplný zápis souřadnicového vyjádření kanonického vložení
ι v souřadnicových systémech (U1, χ1), (V1, ψ1) má tvar

ψ1 ◦ ι ◦ χ
−1
1 (tχ1(x), q

σχ1(x), q̇
lχ1(x)) =

=
(
tχ1(x), q

σχ1(x), q̇
lχ1(x), g

i(tχ1(x), q
νχ1(x), q̇

sχ1(x))
)
,

kde 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ l, s ≤ m− k, 1 ≤ σ, ν ≤ m.

V množině řezů fibrované variety (J1Y, π1,X) jsou z hlediska teorie vazeb vý-
znamné tzv. vazební řezy δ̄, které mají hodnoty na vazební podvarietě Q. Řez δ̄
definovaný na I ⊂ X nazýváme vazební, pokud pro každé x ∈ I platí:

δ̄(x) ∈ Q.

Mezi řezy fibrované variety Y jsou významné řezy γ̄, které nazýváme Q-přípustné
řezy fibrované variety Y . Řez γ̄ definovaný na otevřené množině I ⊂ X nazveme
Q-přípustným řezem, pokud je pro každé x ∈ I splněno:

J1γ̄(x) ∈ Q,
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tj. J1γ̄ je vazebním řezem. Množinu všech Q-přípustných řezů budeme značit
Γ̄Q(π). Vazební řez δ̄ : I → J1Y se nazývá holonomní trajektorií v Q, jestliže
existuje řez γ̄ : I → Y tak, že δ̄ = J1γ̄. Řez γ̄ je pak Q- přípustný. Pozname-
nejme, že z fyzikálního hlediska jsou řezy δ̄ vazebními fázovými trajektoriemi
(okamžité rychlosti splňují vazební podmínky).

Příklad 3.2 Mějme fibrovanou varietu (Y, π,X), dimX = 1, dimY =
3, kde souřadnice na X resp. na Y značíme (t), resp. (t, x, y). První
jetové prodloužení J1Y fibrované variety Y má dimenzi 5 a souřadnice
(t, x, y, ẋ, ẏ). Zadejme neholonomní vazbu

ẏ = g1(ẋ) =
√
E − ẋ2,

která definuje 4-rozměrnou vazební podvarietu Q ⊂ J1Y . Uvažujme
o řezu δ̄ : X ⊃ I → J1Y zadaném v souřadnicích takto:

δ̄ : t = t, x = at, y = t
√
E − a2, ẋ = a, ẏ =

√
E − a2,

kde a je konstanta. Tento řez má hodnoty na Q. Řez γ̄ : I → X, kde

γ̄ : t = t, x = at, y = t
√
E − a2,

je Q-přípustným řezem fibrované variety Y .

3.1.2 Lift vazební podvariety do J2Y

Nechť Q je vazební podvarieta v J1Y a Γ̄Q(π) značí množinu všechQ-přípustných
řezů fibrované variety Y . Druhé jety Q-přípustných řezů vytvářejí lift vazební
podvariety Q, který budeme značit Q̃:

Q̃ = {J2x γ̄|γ̄ ∈ Γ̄Q(π)}.

Projekci
π2,1|Q̃ : Q̃ ∋ J2x γ̄ → J1x γ̄ ∈ Q (3.5)

budeme značit ρ. Q̃ je podvarietou variety J2Y a má dimenzi 3m+ 1− 2k.
Nechť (U1, χ1), χ1 = (t, qσ , q̇l), 1 ≤ l ≤ m − k, 1 ≤ σ ≤ m je souřadnicový

systém na Q. Na Q̃ existuje asociovaný souřadnicový systém (Ũ1, χ̃1), kde Ũ1 =
ρ−1(U1) a χ̃1 = (t, qσ, q̇l, q̈l), kde souřadnice q̈l definujeme:

q̈lJ2x γ̄ =
d2(qlγ̄(t))
dt2

∣∣∣∣∣
t=ϕ(x)

, 1 ≤ l ≤ m− k.
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Je-li vazební podvarieta Q zadána rovnicemi (4), pak její lift Q̃ na J2Y je zadán
takto:

q̇m−k+1 = gi(t, qσ , q̇l),

q̈m−k+1 =
dgi

dt
≡
∂gi

∂t
+
∂gi

∂qσ
q̇σ +

∂gi

∂q̇l
q̈l, (3.6)

kde 1 ≤ σ ≤ m, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ l ≤ m− k.
Obdobně jako na vazební podvarietě Q definujeme přípustné řezy na je-

jím liftu Q̃. Q̃-přípustný řez fibrované variety (Y, π,X) je takový řez γ̃ variety
(Y, π,X), pro který J2γ̃(x) ∈ Q̃, pro všechna x ∈ domγ̃. Z definice vyplývá, že
každý Q-přípustný řez γ̄ je Q̃-přípustným řezem a naopak, je-li γ̃ Q̃-přípustný
řez fibrované variety (Y, π,X) pak je také Q-přípustným řezem.
Nechť

ι̃ : x ∈ Q̃→ ι̃(x) ∈ J2Y.

je kanonické vložení liftu Q̃ do J2Y . Buď (V2, ψ2) fibrovaný souřadnicový systém
na J2Y asociovaný s fibrovaným souřadnicovým systémem (V,ψ) na Y . Nechť
x ∈ Ũ1, Ũ1 ⊂ V2 ∩ Q̃. Pak (Ũ1, χ̃1), χ̃1 = (t, qσ, q̇l, q̈l), 1 ≤ l ≤ m − k, je
souřadnicový systém na Q̃.
Souřadnicové vyjádření kanonického vložení ι̃ má tvar:

ι̃(t, qσ , q̇l, q̈l) = (t, qσ, q̇l, gi(t, qν , q̇s), q̈l,
dgi(t, qν , q̇s)

dt
),

kde 1 ≤ l, s ≤ m− k, 1 ≤ σ, ν ≤ m, 1 ≤ i ≤ k.

3.1.3 Vektorová pole na vazební podvarietě

Připomeňme standardní konstrukci tečného prostoru k fibrované varietě pro va-
zební podvarietu Q.
Nechť Q ⊂ J1Y je vazební podvarieta dimenze 2m + 1 − k. Mějme na Q

souřadnicový systém (U1, χ1), χ1 = (t, qσ, q̇l), 1 ≤ l ≤ m− k, 1 ≤ σ ≤ m. Nechť
TxQ je tečný prostor ke Q v bodě x ∈ Q a označme

TQ =
⋃

x∈Q

TxQ.

Definujme zobrazení
τQ : TxQ ∋ ξ → x ∈ Q (3.7)

a označme U = τ−1Q (U1), ξ ∈ U ⊂ TQ, ξ = [ζ] libovolný tečný vektor ke Q.
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Připomeňme, že [ζ] značí třídu ekvivalentních křivek na Q s dotykem prvního
řádu v bodě x, křivky jsou parametrizovány parametrem s, ζ(0) = x.
Definujme zobrazení Tχ1 : U1 → R

4m+2−2k vztahem

Tχ1 : U1 ∋ ξ → Tχ1(ξ) = (t, q
σ , q̇l, ξ0, ξσ, ξ̃l) ∈ χ1(U1)× R

2m+1−k, (3.8)

kde t = tχ1(x), qσ = qσχ1(x), q̇l = q̇lχ1(x), x = τQ(ξ) a

ξ0 =
(
dtζ(s)
ds

)

0

, (3.9)

ξσ =

(
dqσζ(s)
ds

)

0

, (3.10)

ξ̃l =
(
dq̇lζ(s)
ds

)

0

. (3.11)

Pak (U1, Tχ1) je souřadnicový systém na TQ. Je zřejmé, že je-li dimQ = 2m+
1 − k, pak dim TQ = 4m + 2 − 2k a je-li AQ = {(U1ι, χ1ι)}ι∈I atlas na Q, pak
{(U1ι, Tχ1ι)}ι∈I je atlas na TQ. TQ s maximálním atlasem je diferencovatelná
varieta dimenze 4m+ 2− 2k zvaná tečné rozvrstvení vazební podvariety Q.

TxQ se standardně definovanými operacemi sčítání a násobení skalárem je
(2m+ 1− k)- rozměrný vektorový prostor.

Příklad 3.3 (Báze vektorového prostoru TxQ) Nechť (U1, χ1), kde
χ1 = (t, qσ , q̇l) je souřadnicový systém na vazební podvarietě Q, pak báze
vektorového prostoru TxQ indukovaná tímto souřadnicovým systémem
má tvar (

∂

∂t
,
∂

∂qσ
,
∂

∂q̇l

)

x

(3.12)

a pro ξ ∈ TxQ píšeme ξ = ξ0
(

∂
∂t

)
x
+ ξσ

(
∂

∂qσ

)
x
+ ξ̃l

(
∂

∂q̇l

)
x
nebo krátce

ξ = ξ0 ∂
∂t
+ ξσ ∂

∂qσ + ξ̃l ∂
∂q̇l , kde ξ0, ξσ, ξ̃l, 1 ≤ l ≤ m− k, 1 ≤ σ ≤ m jsou

složky vektoru ξ.
TxQ, x ∈ Q ⊂ J1Y , je vektorovým podprostorem vektorového pro-

storu TxJ
1Y . Nechť ι je kanonické vložení vazební podvariety Q do J1Y

a Txι je příslušné tečné zobrazení v bodě x ∈ Q. Báze vektorového pod-
prostoru TxQ má v prostoru TxJ

1Y tvar

Ξ0 = Txι

(
∂

∂t

)
=

∂

∂t
+
∂gi

∂t

∂

∂q̇m−k+i
,
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Ξσ = Txι

(
∂

∂qσ

)
=

∂

∂qσ
+
∂gi

∂qσ

∂

∂q̇m−k+i
, (3.13)

Ξl = Txι

(
∂

∂q̇l

)
=

∂

∂q̇l
+
∂gi

∂q̇l

∂

∂q̇m−k+i
,

kde 1 ≤ σ ≤ m, 1 ≤ l ≤ m− k, 1 ≤ i ≤ k.

Vektorovým polem na vazební podvarietě Q nazveme (diferencovatelné) zobra-
zení:

ξ : Q ∋ x→ ξ(x) ∈ TxQ. (3.14)

Vektorové pole ξ na vazební podvarietě lze vyjádřit v souřadnicích:

ξ = ξ0
∂

∂t
+ ξσ ∂

∂qσ
+ ξ̃l ∂

∂q̇l
, (3.15)

kde ξ0, ξσ, ξ̃l jsou funkce na Q a 1 ≤ σ ≤ m, 1 ≤ l ≤ m− k, 1 ≤ i ≤ k.
Definice projektabilního resp. vertikálního vektorového pole na Q se sho-

dují s definicemi na J1Y . Nechť ξ je vektorové pole na vazební podvarietě
Q. Řekneme, že ξ je π1-projektabilní resp. π1,0-projektabilní, existuje-li na X
resp. na Y vektorové pole ξ0 resp. ξ̄0 takové, že platí Tπ1(ξ) = ξ0 ◦ π1. resp.
Tπ1,0(ξ) = ξ̄0 ◦ π1,0. Řekneme, že vektorové pole ξ je π1-vertikální resp. π1,0-
vertikální, jestliže platí Tπ1(ξ) = 0 resp. Tπ1,0(ξ) = 0.

Příklad 3.4 Z definice vyplývá tvar π1 resp. π1,0-projektabilního vekto-
rového pole na Q:

ξ = ξ0(t)
∂

∂t
+ ξσ(t, qν , q̇b)

∂

∂qσ
+ ξ̃l(t, qν , q̇b)

∂

∂q̇l
, (3.16)

resp.

ξ = ξ0(t, qν)
∂

∂t
+ ξσ(t, qν)

∂

∂qσ
+ ξ̃l(t, qν , q̇b)

∂

∂q̇l
. (3.17)

π1 resp. π1,0-vertikální vektorové pole na Q má tvar:

ξ = ξσ(t, qν , q̇b)
∂

∂qσ
+ ξ̃l(t, qν , q̇b)

∂

∂q̇l
, (3.18)

resp.

ξ = ξ̃l(t, qν , q̇b)
∂

∂q̇l
. (3.19)
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Obdobně jako na vazební podvarietě Q se zavádí tečné rozvrstvení na jejím
liftu Q̃, kde bázi vektorového prostoru TxQ̃, x ∈ Q̃ indukovanou souřadnicovým
systémem (Ũ1, χ̃1) značíme:

(
∂

∂t
,
∂

∂qσ
,
∂

∂q̇l
,
∂

∂q̈l

)

x

, 1 ≤ l ≤ m− k, 1 ≤ σ ≤ m (3.20)

a vektorové pole ξ : Q̃ ∋ x→ ξ(x) ∈ TxQ̃ na Q̃ má souřadnicové vyjádření

ξ = ξ0
∂

∂t
+ ξσ ∂

∂qσ
+ ξ̃l ∂

∂q̇l
+ ξ̃l ∂

∂q̈l
,

kde ξ0, ξσ, ξ̃l, ξ̃l jsou funkce na Q̃. Definice projektabilního a vertikálního vek-
torového pole ξ na Q̃ jsou shodné s definicemi na J2Y .

3.1.4 Formy na vazební podvarietě

Nechť Q ⊂ J1Y je vazební podvarieta a mějme zadanou bázi (12) tečného vek-
torového prostoru TxQ, x ∈ Q. Duální báze k bázi (12) má tvar (dt,dqσ,dq̇l)x.
Tato báze generuje v bodě x ∈ Q vektorový prostor T ⋆

xQ, prostor duální k TxQ.
Diferencovatelné zobrazení η : Q ∋ x → η(x) ∈ T ⋆

xQ nazýváme diferenciální
1-forma, nebo jen 1-forma na Q. Obecná 1-forma na vazební podvarietě má
tvar:

η = η0(t, q
ν , q̇b)dt+ ησ(t, q

ν , q̇b)dqσ + η̃l(t, q
ν , q̇b)dq̇l, (3.21)

kde 1 ≤ σ, ν ≤ m, 1 ≤ l, b ≤ m− k.

Příklad 3.5 (Báze T ⋆
xQ v prostoru T ⋆

xJ
1Y ) Nechť je vazební pod-

varieta Q zadána na J1Y rovnicemi: q̇m−k+i = gi(t, qσ, q̇l), 1 ≤ i ≤ k,
1 ≤ l ≤ m− k, 1 ≤ σ ≤ m. Buď

(
∂

∂t
,
∂

∂qσ
,
∂

∂q̇σ

)

x

báze tečného vektorového prostoru TxJ
1Y , x ∈ Q ⊂ J1Y a (dt, dqσ, dq̇σ)

příslušná báze duální generující duální vektorový prostor T ⋆
xJ
1Y k TxJ

1Y .
Vektorový prostor T ⋆

xQ je vektorovým podprostorem prostoru T
⋆
xJ
1Y .

Buď (13) báze TxQ v prostoru TxJ
1Y , příslušná báze duální v prostoru

T ⋆
xJ
1Y má tvar

η0 = dt+ ci(dgi − dq̇m−k+i),

ησ = dqσ + ci(dg
i − dq̇m−k+i), (3.22)

η̃l = dq̇l + ci(dgi − dq̇m−k+i),
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kde ci ∈ R je libovolné. Zvolíme-li ci = 0 pak má báze (22) tvar (η0, ησ, η̃l) =
(dt, dqσ, dq̇l). Provedeme-li pullback bázových forem (22) kanonickým
vložením ι, dostáváme (ι⋆η0, ι⋆ησ , ι⋆η̃l) = (dt, dqσ, dq̇l).

Obdobné úvahy jako pro 1-formy na Q můžeme vést pro 1-formy na Q̃. Shrňme,
že duální báze k bázi (20) tečného vektorového prostoru TxQ̃, x ∈ Q̃ má tvar
(dt, dqσ, dq̇l,dq̈l) a obecná 1-forma na Q̃ má tvar:

η = η0dt+ ησdq
σ + η̃ldq̇

l + η̃ldq̈
l, (3.23)

kde η0, ησ, η̃l, η̃l jsou funkce na Q̃ a 1 ≤ l ≤ m−k, 1 ≤ σ ≤ m. Diferencovatelné
zobrazení η : Q ∋ x → η(x) ∈ Λq(TQ) resp. η : Q̃ ∋ x → η(x) ∈ Λq(TQ̃)
nazýváme diferenciální q-forma, nebo jen q-forma na Q resp. Q̃, kde modul q-
forem na Q resp. Q̃ značíme Λq(TQ) resp. Λq(TQ̃).

3.1.5 Horizontální a kontaktní formy na Q

Uvedeme standardní definice horizontálnosti a kontaktnosti forem na vazební
podvarietě Q a definujeme horizontalizaci a kontaktizaci na vazební podvarietě.
Forma η ∈ Λq(TQ) se nazývá π1 resp. π1,0-horizontální, pokud pro každé π1

resp. π1,0 -vertikální vektorové pole ξ na Q platí

iξη = 0. (3.24)

π1 resp.π1,0-horizontální 1-forma na Q má tvar:

η = η0(t, q
ν , q̇l)dt,

resp.
η = η0(t, qν , q̇l)dt+ ησ(t, qν , q̇l)dqσ,

kde 1 ≤ σ, ν ≤ m, 1 ≤ l ≤ m− k. Forma η na vazební podvarietě Q se nazývá
kontaktní, pokud pro každý Q-přípustný řez γ̄ platí:

J1γ̄⋆η = 0. (3.25)

Všechny kontaktní 1-formy na Q jsou tvaru ι⋆ω, kde ω ∈ Ω1(TJ1Y ) značí kon-
taktní 1-formu na J1Y , obecně ω = Bσ(t, qν , q̇ν)ωσ. Obecný tvar kontaktní 1-
formy na Q je tedy:

ωQ = ι⋆ (Bσω
σ) = (Bl ◦ ι)ω

l + (Bm−k+i ◦ ι)ι
⋆ωm−k+i = blω

l + bm−k+iι
⋆ωm−k+i,
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kde bl, bm−k+i jsou funkce na Q.
Budeme značit Ω1(TQ) modul kontaktních 1-forem na Q, Λq

X(TQ), resp.
Λq

Y (TQ) modul π1-horizontálních, resp. π1,0-horizontálních q-forem na Q.
Nechť η ∈ Λq(TQ), q ≥ 1, je q-forma na vazební podvarietě. Pro každý bod

y = J2x γ̄ ∈ Q̃ a každý systém vektorů ξ1, . . . , ξq ∈ TyQ̃ klademe:

hη(J2x γ̄)(ξ1, . . . , ξq) = η(J
1
x γ̄)(TxJ

1γ̄ ◦ Tyπ2(ξ1), · · · , TxJ
1γ̄ ◦ Tyπ2(ξq)). (3.26)

Zobrazení h nazýváme horizontalizací na vazební podvarietě Q.

Příklad 3.6 (Horizontalizace 1-forem na Q) Zobrazení h přiřazuje
1-formě η ∈ Λ1(TQ) formu hη ∈ Λ1(TQ̃). Nechť ξ ∈ TJ2xγ̄Q̃ je tečný
vektor ke Q̃ v bodě J2x γ̄ a TxJ

1γ̄ resp. Tyπ2 značí tečná zobrazení k J1γ̄
v bodě x resp. k π2 v bodě y = J2x γ̄. Definice (26) má pro q = 1 tvar

hη(J2x γ̄)(ξ) = η(J
1
x γ̄)(TxJ

1γ̄ ◦ Tyπ2(ξ)). (3.27)

hη je π1-horizontální 1-forma na Q̃. Z definice horizontality (24) a hori-
zontalizace (26) vyplývá, že pro q-formu η, kde q > dimX, je hη = 0.
V případě dimX = 1 má netriviální výsledek pouze horizontalizace 1-
forem. Vyjádření horizontalizace 1-forem na Q v souřadnicích:

hdt = dt,

hdql = q̇ldt,

hdqm−k+i = gidt,

hdq̇l = q̈ldt.

Nechť η ∈ Λq(TQ), q ≥ 1 je q-forma na vazební podvarietě Q. Kontaktizací
na Q nazveme zobrazení p, které q-formě η ∈ Λq(TQ) na Q přiřadí kontaktní
q-formu na Q̃:

pη = ρ⋆η − hη, (3.28)

kde ρ = π2,1|Q̃ : J
2γ̄ → J1γ̄. Pro q-formu na Q, kde q > 1, dostáváme pη = ρ⋆η.

Příklad 3.7 (Kontaktizace 1-forem na Q) Ze souřadnicového vyjád-
ření horizontalizace 1-forem na Q a definice kontaktizace (28) dostáváme
vyjádření kontaktizace v souřadnicích

pdt = 0

pdql = dql − q̇ldt = ωl

pdqm−k+i = dqm−k+i − gidt = ι⋆ωm−k+i

pdq̇l = dq̇l − q̈ldt = ω̇l

32



Libovolnou q-formu η ∈ Λq(TQ) můžeme nyní na Q̃ rozložit na součet horizon-
tální a kontaktní komponenty:

ρ⋆η = hη + pη.

Kontaktní formu η ∈ Λq(TQ) nazveme 1-kontaktní, pokud pro každé π1-vertikální
vektorové pole ξ na Q platí, že iξη je horizontální. Formu η ∈ Λq(TQ) nazveme
k-kontaktní, kde k ≥ 1, pokud pro každé π1-vertikální vektorové pole ξ na Q
platí, že iξη je (k − 1)-kontaktní. Při takto zavedeném označení můžeme π1-
horizontální formy nazývat též 0-kontaktními, značme h = p0. Budeme značit
Ωq−k,k(TQ) množinu k-kontaktních q-forem na Q.
Vzhledem k tomu, že dimX = 1, můžeme pro každou q-formu η na Q, q ≥ 1,

psát ρ⋆η = pq−1η+pqη, kde pq−1η resp. pqη je (q−1)-kontaktní resp. q-kontaktní
q-forma na Q̃.
Zobrazení pk : Λq(TQ) → Ωq−k,k(TQ̃) nazýváme k-kontaktizace na Q a pkη

nazýváme k-kontaktní komponentou formy η.

3.1.6 Kanonická distribuce

Z fyzikálního hlediska nese kanonická distribuce C definovaná na vazební podva-
rietě Q informaci o možných posunutích systému vázaného neholonomní vazbou
ke Q. Posunutími rozumíme teoreticky možná posunutí na dané varietě. Na J1Y
představují vektorová pole

(
∂

∂t
,
∂

∂qσ
,
∂

∂q̇σ

)

1≤σ≤m

nezávislá posunutí. Tato vektorová pole zadávají bázi obecného posunutí v kaž-
dém bodě J1Y . O souboru vektorových polí

(
∂

∂qσ
,
∂

∂q̇σ

)

1≤σ≤m

budeme mluvit jako o posunutích ve fázovém prostoru a o vektorových polích

∂

∂qσ
, resp.

∂

∂q̇σ
, 1 ≤ σ ≤ m

jako o posunutích v konfiguračním prostoru resp. v prostoru rychlostí.
Prvním krokem pro definování kanonické distribuce na vazební podvarietě Q

je zavedení systému lokálních distribucí CU na QU , kde QU = Q ∩ U je průnik
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vazební podvariety s otevřenou množinou na J1Y . Definujme

C0U = span{ϕ
i, df i, 1 ≤ i ≤ k}, (3.29)

kde

ϕi = f idt+
∂f i

∂q̇σ
ωσ. (3.30)

Distribuci CU nazveme vazební distribucí. Vzhledem k tomu, že její anihilátor
obsahuje 1-formy df i, je CU poddistribucí distribuce tečné ke QU , která přiřazuje
bodu x ∈ QU celý tečný prostor TxQU . Rank vazební distribuce v J1Y je 2m+
1− 2k.
Je-li QU lokální vazba a CU odpovídající vazební distribuce, pak zobrazení

C : QU ∋ x→ CU (x), (3.31)

kde CU(x) ⊂ TxQU , je distribuce na QU , jejíž korank (vzhledem ke Q) je k.
Distribuce C na Q se nazývá kanonická distribuce. Systém k 1-forem na Q:

ι⋆ϕi = ϕ̄i = −
∂gi

∂q̇l
ωl + ι⋆ωm−k+i, 1 ≤ i ≤ k, (3.32)

které nazýváme kanonické vazební 1-formy, generuje anihilátor kanonické distri-
buce, tj.

C0 = span{ϕ̄i}. (3.33)

Věta 3.1 Holonomními integrálními řezy kanonické distribuce jsou právě holo-
nomní trajektorie v Q.

Příklad 3.8 (Báze 1-forem na Q) V dalším výkladu budeme použí-
vat bázi 1-forem na Q obsahující kontaktní 1-formy ωl na Q a formy ϕ̄i

generující anihilátor kanonické distribuce:

(dt, ωl, dq̇l, ϕ̄i).

Kanonická distribuce je generována vektorovými poli:

C = span{ξ0, ξl, ξ̃l}, (3.34)

kde
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ξ0 =
∂

∂t
+
(
gi −

∂gi

∂q̇l
q̇l

)
∂

∂qm−k+i
,

ξl =
∂

∂ql
+
∂gi

∂q̇l

∂

∂qm−k+i
, (3.35)

ξ̃l =
∂

∂q̇l
.

Nezávislá vektorová pole (35) generují tedy všechna posunutí systému váza-
ného systémem k neholonomních vazeb f i = 0. Kanonická distribuce má pro vá-
zaný systém význam stejný jako TJ1Y pro systém nevázaný, neboť v nevázaném
případě systém může teoreticky konat libovolná posunutí. Jak v TJ1Y tak mezi
vektorovými poli náležejícími do kanonické distribuce budou mít význačné posta-
vení π1-vertikální vektorová pole, která představují virtuální posunutí. (Označení
”virtuální” budeme ve shodě s [1] užívat pro posunutí neobsahující ∂

∂t
).

Vektorové pole ξ̃l má význam posunutí v prostoru rychlostí na vazební pod-
varietě Q. Na vazební podvarietě jsou neholonomní podmínky f i = 0 splněny
a máme pouze m − k nezávislých rychlostí q̇l. Báze posunutí v bodě rychlost-
ního prostoru je tedy rovněž dimenze m− k a můžeme ji zadat pomocí systému
vektorových polí ∂

∂q̇l . Tento systém je π1-vertikální a generuje virtuální posunutí
v rychlostním prostoru.

Příklad 3.9 Mějme na A ⊂ R
2, A = (0, R) × (0, R) volný hmotný bod

a podrobme ho vazbě:
f1 ≡ ẏ +

x

y
ẋ = 0. (3.36)

Vazba (36) je semiholonomní a odpovídá pohybu po oblouku kružnice.
Z (35) dostáváme

ξ0 =
∂

∂t
,

ξ1 =
∂

∂x
−
x

y

∂

∂y
,

ξ̃1 =
∂

∂ẋ
.

V konkrétním bodě o souřadnicích [x0, y0] je s danou vazbou slučitelné
jediné posunutí v konfiguračním prostoru a to ve směru vektoru tečného
ke kružnici se středem v počátku a procházející bodem [x0, y0].
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Omezení volnosti pohybu mechanického systému na podmnožinu v konfigurač-
ním prostoru souvisí s holonomními vazbami a samozřejmě se přenáší na vazby
semiholonomní. To dosvědčuje také π1,0-projektabilita vektorového pole ξl v pří-
padě semiholonomních vazeb. U obecných neholonomních vazeb dochází ob-
dobně jako u semiholonomní vazby k omezení přípustných posunutí na vazební
podvarietěQ. Toto omezení je popsánom−k vektorovými poli ξl, jejichž význam
již ale není geometricky tak názorný jako u semiholonomních vazeb.

3.1.7 Vazební ideál

Mějme vazební podvarietu Q na J1Y definovanou rovnicemi (1) a příslušnou
kanonickou distribuci C, jejíž anihilátor je generován kanonickými vazebními
1-formami (30). Označme Λ(TQ) vnější algebru diferenciálních forem na Q.
Ideál na Λ(TQ) generovaný kanonickými vazebními 1-formami ϕ̄i nazveme

vazební ideál a budeme jej značit I(C0) nebo jednoduše I. Formy, které náležejí
do vazebního ideálu, nazýváme vazební formy. Mají tvar

α ∧ ϕ,

kde α značí diferenciální formu na Q,

ϕ = aiϕ̄
i

je lineární kombinace vazebních kanonických forem a koeficienty ai jsou funkce
na Q.
1-formy náležející do vazebního ideálu jsou tvaru aiϕ̄

i a jejich soubor budeme
značit Λ1(I). Označme

Λq(I) = {α ∧ ϕ|α ∈ Λ(q−1)(TQ), ϕ ∈ Λ1(I)}

množinu vazebních q−forem. Doplňme, že Λ0(I)bude značit množinu tvořenou
jen identicky nulovou formou.
Je-li počet vazebních podmínek k > 1, pak ve vazebním ideálu nalezneme

speciální formy:
ϕ̄i1 ∧ ϕ̄i2 ∧ · · · ∧ ϕ̄ip , 1 ≤ p ≤ k, (3.37)

které můžeme nazvat multivazebními formami. V případě, kdy k > 1, můžeme
tedy nalézt mezi vazebními formami obecně formy typu:

α ∧ ϕ̄i1 , α ∧ ϕ̄i1 ∧ ϕ̄i2 , . . . , α ∧ ϕ̄i1 ∧ ϕ̄i2 · · · ∧ ϕ̄ik .
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Multivazební formy generují podideály ve vazebním ideálu, tzv. multivazební
ideály, které budeme značit I1 ≡ I, I2, . . . ,Ik. Tyto ideály tvoří následující
posloupnost:

{0} ⊂ Ik ⊂ Ik−1 ⊂ · · · ⊂ I2 ⊂ I ⊂ Λ(TQ).

3.1.8 Vázaná horizontalizace a kontaktizace

V této kapitole zavedeme tzv. vázané horizontální a vázané kontaktní formy a
také vázanou horizontalizaci a kontaktizaci na Q. Při vázané horizontalizaci i
kontaktizaci budeme přecházet z vazební podvariety Q na její lift Q̃, který jsme
již dříve zavedli, a dále budeme potřebovat lift kanonické distribuce C̃ a vazební
ideál na Q̃.

Lift kanonické distribuce, vazební ideál na Q̃
Mějme kanonickou distribuci C ranku 2m+ 1− 2k na vazební podvarietě Q

a projekci ρ : Q̃→ Q, jak jsme ji definovali vztahem (5).
Liftem kanonické distribuce C nazveme distribuci C̃ na Q̃, pro kterou platí

Tyρ(C̃(y)) = C(ρ(y)), (3.38)

pro každé y ∈ Q̃. Vektorové pole Ξ̃ na Q̃ patří do C̃, je-li π2,1-projektabilní a
jeho π2,1-projekce je vektorové pole Ξ na Q náležející kanonické distribuci C.
Vektorové pole Ξ̃ můžeme zapsat v souřadnicích

Ξ̃ = A0ξ0 +Alξl + Ã
lξ̃l +B

l ∂

∂q̈l
, 1 ≤ l ≤ m− k,

kde ξ0, ξl, ξ̃l jsou generátory (35) kanonické distribuce, A0, Al, Ãl jsou funkce
na Q a Bl jsou funkce na Q̃. Máme tedy generátory liftu kanonické distribuce

C̃0 = span{ξ0, ξl, ξ̃l,
∂

∂q̈l
}, 1 ≤ l ≤ m− k

a anihilátor distribuce C̃ je generován 1-formami ϕ̃i = ρ⋆ϕ̄i, zkráceně píšeme
ϕ̃i = ϕ̄i.
Ideál vnější algebry Λ(TQ̃) generovaný anihilátorem distribuce C̃ se nazývá

vazební ideál na Q̃ a budeme jej značit Ĩ. Formy náležející do vazebního ideálu
na Q̃ budeme nazývat vazební formy na Q̃.
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Označme nyní Λq(I) resp. Λq(Ĩ) modul vazebních q-forem na Q resp. na Q̃
a Λq

Y (I) resp. Λ
q
Y (Ĩ) submodul π1,0 resp. π2,0-horizontálních vazebních q-forem

na Q resp. na Q̃.
Definujme třídu ekvivalence [α1]Λq(I) resp. [α1]Λq(Ĩ) q-forem na vazební pod-

varietě Q resp. na jejím liftu Q̃. Forma α1 ∈ Λq(TQ) resp. α1 ∈ Λq(TQ̃) se nazývá
ekvivalentní s formou α2 ∈ Λq(TQ) resp. α2 ∈ Λq(TQ̃), pokud α2 = α1+ϕ, kde
ϕ ∈ Λq(I) resp. ϕ ∈ Λq(Ĩ).

Příklad 3.10 (Třídy ekvivalence 2-forem ) Vzhledem k význam-
nému postavení 2-forem v dalším výkladu vypišme souřadnicové vyjád-
ření obecné 2-formy α ∈ [α]Λ2(I) na Q.

α = ασ dq
σ ∧ dt+ ασν dq

σ ∧ dqν + ᾱσl dq
σ ∧ dq̇l +

+ ᾱl dq̇
l ∧ dt+ α̃lp dq̇

l ∧ dq̇p + (3.39)

+ ϕ ∧ η,

kde η ∈ Λ1(TQ) a ϕ ∈ Λ1(I). V dané třídě [α]Λ2(I) jsou funkce ασ , ασν , ᾱl , ᾱσl , α̃lp

určeny jednoznačně. Vypišme dále souřadnicové vyjádření obecné 2-formy
α ∈ [α]Λ2(Ĩ) na Q̃:

α = ασ dqσ ∧ dt+ ασν dqσ ∧ dqν + ᾱσl dq
σ ∧ dq̇l + α̃σl dq

σ ∧ dq̈l +

+ ᾱl dq̇
l ∧ dt+ α̃lp dq̇

l ∧ dq̇p + α̂lp dq̇
l ∧ dq̈p + (3.40)

+ α̃l dq̈
l ∧ dt+ α̂lp dq̈

l ∧ dq̈p (3.41)

+ ϕ ∧ η,

kde η ∈ Λ1(TQ̃) a ϕ ∈ Λ1(Ĩ). V dané třídě [α]Λ2(Ĩ) jsou funkce

ασ , ασν , ᾱl , ᾱσl , α̃lp α̃σl, α̂lp, α̃l, α̂lp

určeny jednoznačně.

Následující definice a tvrzení jsou převzaty z [26].

Příklad 3.11 (Operace s třídami ekvivalence) Nechť [α1]Λq(I), [α2]Λq(I)

a [β]Λp(I) jsou třídy ekvivalence definované výše. Uvažujeme následující
operace:
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1. Sčítání:
[α1]Λq(I) + [α2]Λq(I) = [α1 + α2]Λq(I),

kde α1, α2 jsou q-formy na Q.

2. Násobení funkcí:
F · [α1]Λq(I) = [F · α1]Λq(I),

kde F je hladká funkce na Q.

3. Vnější součin:
[α1]Λq(I) ∧ [β]Λp(I) = [α1 ∧ β]Λp+q(I),

kde α1 je q-forma a β je p-forma na Q.

4. Vnitřní součin pro Ξ ∈ C:

iΞ[α1]Λq(I) = [iΞα1]Λq−1(I).

Formu η ∈ Λq(TQ), resp. formu η ∈ Λq(TQ̃) nazveme vázaně horizontální,
pokud platí iξη ∈ I pro každé π1-vertikální vektorové pole ξ ∈ C, resp. pokud
platí iξη ∈ Ĩ pro každé π2-vertikální vektorové pole ξ ∈ C̃.

Příklad 3.12 (Vázaně horizontální 1-forma) 1-forma η na Q je vá-
zaně horizontální, pokud iξη = 0 pro každé π1-vertikální vektorové pole
náležející kanonické distribuci C. Musí být tedy tvaru η = η0 +ϕ, kde η0
je horizontální 1- forma na Q a ϕ je vazební 1-forma.

Pro q > 1 splývají vázaně horizontální q-formy s vazebními q-formami na Q a
vztahem iξη = 0, kde ξ ∈ C je π1-vertikální, zavádíme tzv. silně vázaně hori-
zontální q-formy na Q. Mějme projekci ρ : Q̃ → Q a uvažujme vazební formy
na Q̃ pouze tvaru ρ⋆η, kde η ∈ I. Všechny formy náležející do Λq(Ĩ) budou
tedy v dalším výkladu ρ-projektabilní. Definujme nyní vázanou horizontalizaci a
kontaktizaci. Vázanou horizontalizací nazveme zobrazení h̄ faktorových modulů

h̄ : Λq(TQ)/Λq(I)→ (Λq
X(TQ̃)⊕ Λ

q(Ĩ))/Λq(Ĩ), (3.42)

která je definována na třídách ekvivalence takto:

h̄[η]Λq(I) = [hη]Λq(Ĩ) = hη + ϕ, (3.43)

39



kde ϕ je vazební q-forma na Q̃. Vázanou kontaktizací pak nazveme zobrazení

p̄ : Λq(TQ)/Λq(I)→ Ωq(TQ̃)/Λq(Ĩ), (3.44)

definované vztahem
p̄[η]Λq(I) = [pη]Λq(Ĩ) = pη + ϕ, (3.45)

kde ϕ opět značí vazební q-formu na Q̃. Je-li p̄[η]Λq(I) = [0]Λq(I), pak je třída
ekvivalence [η]Λq(I) vázaně horizontální a naopak, je-li h̄[η]Λq(I) = [0]Λq(I), pak
je třída ekvivalence [η]Λq(I) vázaně kontaktní.

Věta 3.2 (Vlastnosti vázané horizontalizace a kontaktizace) Mějme formy
η, λ ∈ Λq(TQ), ω ∈ Λp(TQ), a funkci f na Q a uvažujme projekci ρ : Q̃ → Q.

Z definice vázané horizontalizace a kontaktizace vyplývá:

h̄[fη]Λq(I) = (f ◦ ρ) · h̄(η)Λq(I),

p̄[fη]Λq(I) = (f ◦ ρ) · p̄(η)Λq(I),

h̄([λ]Λq(I) + [η]Λq(I)) = h̄[λ]Λq(I) + h̄[η]Λq(I),

h̄([λ]Λq(I) ∧ [ω]Λp(I)) = h̄[λ]Λq(I) ∧ h̄[ω]Λp(I),

p̄([λ]Λq(I) + [η]Λq(I)) = p̄[λ]Λq(I) + p̄[η]Λq(I),

p̄([λ]Λq(I) ∧ [ω]Λp(I)) = p̄[λ]Λq(I) ∧ p̄[ω]Λp(I) + p̄[λ]Λq(I) ∧ h̄[ω]Λp(I)+

+h̄[λ]Λq(I) ∧ p̄[ω]Λp(I).

Podobně jako u standardně definované horizontalizace a kontaktizace, zavá-
díme i u vázané horizontalizace a kontaktizace rozklad 1-forem, resp. tříd ekvi-
valence 1-forem na vázaně horizontální a kontaktní část a pro třídy ekvivalence
q-forem, kde q > 1, zavedeme rozklad na vázaně q-kontaktní a (q− 1)-kontaktní
část.

Věta 3.3 Každou třídu ekvivalence 1-forem [η]Λ1(I) můžeme rozložit následují-
cím způsobem:

ρ⋆[η]Λ1(I) = h̄[η]Λ1(I) + p̄[η]Λ1(I). (3.46)
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Příklad 3.13 (Vázaná totální a parciální derivace) Nechť η je exaktní
1-forma, tj. η = df pro jakoukoliv funkci f na Q, ze vztahu (46) dostá-
váme:

ρ⋆[df ]Λ1(I) = h̄[df ]Λ1(I) + p̄[df ]Λ1(I).

Pro vázanou horizontální a kontaktní část dostáváme vyjádření:

h̄[df ]Λ1(I) =
dCf
dt
dt+ ϕ,

p̄[df ]Λ1(I) =
∂Cf

∂ql
ωl +

∂f

∂q̇l
ω̇l + ϕ,

kde ϕ je vazební 1-forma na Q a

dCf
dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂ql
q̇l +

∂f

∂qm−k+i
gi +

∂f

∂q̇l
q̈l, (3.47)

∂Cf

∂ql
=
∂f

∂ql
+
∂gi

∂q̇l

∂f

∂qm−k+i
, (3.48)

kde 1 ≤ l ≤ m− k, 1 ≤ i ≤ k.
Operátory dC/dt, ∂C/∂ql budeme nazývat vázaná totální derivace a

vázaná parciální derivace. Označme ještě

d′Cf
dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂ql
q̇l +

∂f

∂qm−k+i
gi, (3.49)

kde 1 ≤ l ≤ m− k, 1 ≤ i ≤ k.

Přistupme nyní k definici rozkladu tříd ekvivalence q-forem [η]Λq(I), q > 1,
které jsou v případě jednodimenzionální báze fibrované variety (Y, π,X) vázaně
kontaktní. Třídu ekvivalence [η]Λq(I) q-forem naQ nazýváme vázaně 1-kontaktní,
pokud pro každý prvek této třídy a každé π1-vertikální vektorové pole Ξ na Q
náležející kanonické distribuci C je třída (q− 1)-forem iΞ[η]Λq(I) vázaně horizon-
tální.
Třídu ekvivalence [η]Λq(I) q-forem na Q nazýváme vázaně k-kontaktní, pokud

pro každý prvek této třídy a každé π1-vertikální vektorové pole Ξ náležející
kanonické distribuci C je třída (q− 1)-forem iΞ[η]Λq(I) vázaně (k− 1)-kontaktní.
Zobrazení

p̄k : Λ
q(TQ)/Λq(I)→ (Ωq−k,k(TQ̃) + Λq(Ĩ))/Λq(Ĩ) (3.50)
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definované vztahem:
p̄k[η]Λq(I) = [pkη]Λq(Ĩ), (3.51)

kde prvek třídy [pkη]Λq(Ĩ) je tvaru pkη+ϕ (ϕ ∈ Ĩ je vazební q-forma), nazýváme
vázanou k-kontaktizací.
Poznamenejme, že faktorový modul (Ωq−k,k(TQ̃)+Λq(Ĩ))/Λq(Ĩ) na prodlou-

žení Q̃ vazební podvariety Q neobsahuje přímý součet, neboť modul Ωq−k,k(TQ̃)
má neprázdný průnik s modulem Λq(Ĩ) tvořený všemi k-kontaktními vazebními
q-formami.

Věta 3.4 (Rozklad q-formy) Každá třída ekvivalence q-forem, kde q > 1,
může být jednoznačně rozložena na vázaně q-kontaktní a vázaně (q−1)-kontaktní
část na Q̃:

ρ⋆[η]Λq(I) = p̄q−1[η]Λq(I) + p̄q[η]Λq(I). (3.52)

Příklad 3.14 (Třídy ekvivalence 2-forem) Každá třída ekvivalence
2-forem umožňuje jednoznačný rozklad

ρ⋆[η]Λ2(I) = p̄1[η]Λ2(I) + p̄2[η]Λ2(I). (3.53)

Rozepsáním sčítanců na pravé straně výrazu dostáváme

p̄1[η]Λ2(I) = p1η + ϕ ∧ α

p̄2[η]Λ2(I) = p2η + ϕ ∧ α,

kde ϕ je vazební 1-forma na Q̃ a α je obecná 1-forma na Q̃ a p1η resp.
p2η je standardně definovaná 1-kontaktní resp. 2-kontaktní část formy
η ∈ Λq(TQ).

Výše uvedenými definicemi byl zaveden vazební počet, který prostřednictvím
vazebního ideálu operuje na vazební podvarietě s třídami ekvivalence forem.
Tento počet se užívá při formulaci neholonomního variačního principu v dalších
kapitolách.
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3.2 Dynamické a redukované pohybové rovnice

Tato kapitola shrnuje popis vázaného mechanického systému a věnuje se kon-
strukci pohybových rovnic vázaného mechanického systému. V [10] se zavádí
dva ekvivalentní popisy neholonomně vázaného systému. První z nich vychází
z definice vázaného systému jako deformace nevázaného systému [α] vazební si-
lou, zatímco druhý popisuje vázaný systém jako nevázaný mechanický systém na
vazební podvarietě Q. Dostáváme tedy dva, z hlediska řešení vázaného systému
ekvivalentní, soubory pohybových rovnic: tzv. dynamické pohybové rovnice a
tzv. redukované pohybové rovnice. Z fyzikálního hlediska se systémy liší přítom-
ností informace o vazební síle, která je explicitně obsažena jen v dynamických
pohybových rovnicích. Případná tvrzení nedokazujeme, důkazy jsou uvedeny
v [10].
Nechť E je dynamická forma

E = (Aσ(t, q
ν , q̇ν) + q̈ρBσρ(t, q

ν , q̇ν))ωσ ∧ dt (3.54)

a [α] je příslušný mechanický systém na J1Y . Připomeňme, že reprezentant třídy
[α] je tvaru

α = Aσω
σ ∧ dt+Bσνω

σ ∧ dq̇ν + Fσνω
σ ∧ ων . (3.55)

Nechť Q ⊂ J1Y je vazební podvarieta. Dynamickou formu Φ = Φσω
σ ∧ dt

definovanou na okolí vazební podvariety Q nazveme ideální vazební silou, pokud
pro každé π1-vertikální vektorové pole ξ náležející do vazební distribuce splňuje
podmínku

iξΦ = 0. (3.56)

Příklad 3.15 (Souřadnicové vyjádření ideální vazební síly) Zjis-
těme, jaký tvar bude mít forma Φ splňující podmínku (56). Φ je tvaru
Φ = ε ∧ dt, kde ε = ε0dt+ εσωσ. Anihilátor vazební distribuce má tvar
span{ϕi,df i, 1 ≤ i ≤ k}. Z definice (56) vyplývá, že forma ε musí splňo-
vat iξp ε = 0 pro každé π1-vertikální vektorové pole ξ náležející vazební
distribuci. Tedy kontaktní část formy ε patří anihilátoru vertikální pod-
distribuce vazební distribuce. p ε je kontaktní a π1,0-horizontální, musí
tedy být p ε = Σi µ

i
0 pϕ

i, kde µi
0 jsou funkce na J

1Y . Můžeme psát

Φ = µi
0

∂f i

∂q̇σ
ωσ ∧ dt. (3.57)
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Formu (57) nazýváme (lokální)Chetaevovou vazební silou nebo krátce Chetaevo-
vou silou. Konstrukci globální síly nalezneme v [10]. Koeficienty µi

0 mají význam
Lagrangeových multiplikátorů.

Příklad 3.16 (Chetaevova síla pro semiholonomní vazbu) Nechť
jsou vazební podmínky f i = 0 semiholonomní. Pak existuje funkce ui(t, qσ)
na Y taková, že platí

f i =
dui(t, qσ)
dt

. (3.58)

Vazební sílu (57) můžeme přepsat do tvaru

Φ = µi
0
∂ui

∂qσ
ωσ ∧ dt. (3.59)

Mějme semiholonomní vazbu

f1 ≡ 2yẏ + 2xẋ = 0. (3.60)

Vidíme, že Chetaevova síla má jak podle (57) tak podle (59) tvar:

Φ = µ0 (2xdx ∧ dt+ 2ydy ∧ dt) . (3.61)

Výsledný tvar vazební síly Φ závisí na funkci µ0.

3.2.1 Dynamické pohybové rovnice

Položme
EΦ = E − Φ, (3.62)

kde Φ je Chetaevova vazební síla příslušná vazbě Q. Dynamickou formu EΦ
nazveme deformací dynamické formy E a v souřadnicích dostáváme její vyjádření

EΦ =
(
Aσ +Bσν q̈

ν − µi
0

∂f i

∂q̇σ

)
ωσ ∧ dt. (3.63)

Deformací mechanického systému [α] nazveme 2-formu:

αΦ = α− Φ =

(
Aσ − µi

0

∂f i

∂q̇σ

)
ωσ ∧ dt+Bσν ω

σ ∧ dq̇ν + Fσν ω
σ ∧ ων . (3.64)
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Vázaný mechanický systém je reprezentován třídou ekvivalence [αΦ], kde relace
ekvivalence je zavedena takto: 2-formy αΦ1, αΦ2 jsou ekvivalentní právě tehdy
když

αΦ1 − αΦ2 = ησνω
σ ∧ ων .

Řešením neholonomně vázaného systému [αΦ] je pak řez γ variety (Y, π,X),
který splňuje podmínky

EΦ ◦ J2γ = 0, f i ◦ J1γ = 0 (3.65)

nebo ekvivalentně pro každé π1-vertikální vektorové pole ξ na J1Y

J1γ∗iξαΦ = 0, f i ◦ J1γ = 0. (3.66)

Rovnice (65) a (66) vyjadřují deformované pohybové rovnice a vazební podmínky.
Deformované pohybové rovnice mají tvar

Aσ +Bσν q̈
ν − µi

0

∂f i

∂q̇σ
= 0. (3.67)

Deformované rovnice a vazební podmínky tvoří soustavu diferenciálních rovnic,
z nichž m rovnic je druhého řádu a k rovnic je řádu prvního. Neznámými jsou
parametrická vyjádření trajektorie qσγ(t) a Lagrangeovy multiplikátory µi

0(t).
Vzhledem k přítomnosti vazební síly nazýváme soustavu deformovaných rov-

nic a vazebních podmínek dynamickými pohybovými rovnicemi.

3.2.2 Redukované pohybové rovnice

Redukované pohybové rovnice představují alternativu k rovnicím dynamickým
z hlediska řešení systému. Neobsahují však explicitně informaci o vazební síle.
Nechť ι je kanonické vložení. Neholonomně vázaným mechanickým systémem
příslušným mechanickému systému [α] rozumíme třídu ekvivalence [αQ] ≡ [ι∗α],
pro niž je relace ekvivalence definována následujícím způsobem

ι∗α1 ∼ ι∗α2 ⇔ ι∗α1 − ι∗α2= F̄ls ω
l ∧ ωs+ϕ, (3.68)

kde F̄ls = −F̄sl jsou funkce na Q a ϕ je vazební 2-forma.
Reprezentant třídy [αQ] má souřadnicové vyjádření:

αQ = Āl ω
l ∧ dt+ B̄ls ω

l ∧ dq̇s + F̄ls ω
l ∧ ωs + ϕ , (3.69)
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kde komponenty Āl, B̄l,s jsou určeny pomocí složek dynamické formy(54)

Āl =


Al +

k∑

j=1

Am−k+j
∂gj

∂q̇l
+

k∑

i=1


Bl,m−k+i +

k∑

j=1

Bm−k+j,m−k+i
∂gj

∂q̇l


 ·

·

(
∂gi

∂t
+
∂gi

∂qσ
q̇σ

))
◦ ι , (3.70)

B̄ls =

(
Bls +

k∑

i=1

(
Bl,m−k+i

∂gi

∂q̇s
+Bm−k+i,s

∂gi

∂q̇l

)
+Bm−k+j,m−k+i

∂gj

∂q̇l

∂gi

∂q̇s

)
◦ ι.

Řešením neholonomně vázaného mechanického systému [αQ] je řez γ fibro-
vané variety (Y, π,X), který splňuje pohybové rovnice vázaného systému:

J1γ∗iξC
αQ = 0 (3.71)

pro každé vektorové pole ξC náležející do kanonické distribuce.
Rovnice (71) nazýváme redukovanými rovnicemi a v souřadnicích mají vyjá-

dření:
f i ◦ J1γ = 0,

(
Āl + B̄lsq̈

s
)
◦ J2γ = 0. (3.72)

Tento soubor je soustavou m− k diferenciálních rovnic druhého a k diferenciál-
ních rovnic prvého řádu pro m neznámých funkcí γσ(t).

Oba výše uvedené systémy mají stejné řešení. Z fyzikálního hlediska je však
také zajímavá vazební síla, jejíž složky jsou explicitně obsaženy pouze v defor-
movaných rovnicích.
Nechť [αQ] je vázaný systém, [α] příslušný systém nevázaný, C kanonická

distribuce na Q.
Vázaná dynamická distribuce ∆αQ

příslušná formě αQ je poddistribucí ka-
nonické distribuce C a její anihilátor je dán vztahem

∆0αQ
= span{iξαQ}, (3.73)

kde ξ probíhá množinu všech π1-vertikálních vektorových polí na Q. Anihilátor
je tvořen 1-formami:

ϕ̄i, Āldt+ 2F̄
lsωs + B̄lsdq̇

s, B̄lsω
s, (3.74)
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kde 1 ≤ l, s ≤ m − k. Třída ekvivalence [αQ] dává vzniknout třídě [∆αQ
] pří-

slušných vázaných dynamických distribucí. Nechť V ⊂ Q je otevřená množina,
následující výroky jsou ekvivalentní:

1. Vázaný systém [αQ] je regulární na V .

2. Matice B̄ls je regulární v každém bodě V .

3. Každá z dynamických distribucí třídy [∆αQ
] má rank jedna na V .

4. Všechny dynamické distribuce vázaného systému [αQ] se na V shodují a
jsou generovány 1-formami

ϕ̄i, Āldt+ B̄lsdq̇
s, ωl, (3.75)

kde 1 ≤ l, s ≤ m− k, 1 ≤ i ≤ k.

5. Pohybové rovnice vázaného systému mají tvar:

q̈l = −B̄lsĀs, f
i = 0, (3.76)

kde B̄ls je matice inverzní k matici B̄ls, 1 ≤ l, s ≤ m− k, 1 ≤ i ≤ k.
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3.3 Variačnost

V této kapitole krátce shrnujeme neholonomní variační princip, kterým se po-
drobně zabývá [26]. Tvrzení přebíráme a uvádíme bez důkazů, které lze nalézt
v [26]. Uvedeme „vazební Eulerovy-Lagrangeovy rovniceÿ, které jsou ekviva-
lentní redukovaným pohybovým rovnicím a kritérium variačnosti neholonomně
vázaného mechanického systému, kterým je existence uzavřeného reprezentanta
v třídě ekvivalence představující vázaný mechanický systém. Zajímavým důsled-
kem formulace vazebního variačního principu je neexistence jednoznačné Lagran-
geovy funkce charakterizující variační vázaný systém.
Nechť (Y, π,X) je fibrovaná varieta, dimY = m + 1, dimX = 1, Q ⊂ J1Y

vazební podvarieta dimenze 2m+1−k, definovaná neholonomními podmínkami
v normálním tvaru (4) a C je příslušná kanonická distribuce. Nechť W ⊂ Q

je otevřená množina a Ω ⊂ X je kompaktní podvarieta variety X s okrajem.
Bez újmy na obecnosti můžeme položit Ω = [a, b] ⊂ R. Označme Γ̄Q

Ω,W (π) mno-
žinu hladkých Q-přípustných řezů fibrované variety π na Ω, takových, že platí
J1γ̄(Ω) ⊂W . Nechť η je 1-forma na Q, pak J1γ̄⋆η je 1-forma na otevřené mno-
žině v X. Můžeme definovat funkci

Γ̄Q
Ω,W (π) ∋ γ̄ →

∫

Ω
J1γ̄⋆η, (3.77)

která má hodnoty v R. Protože J1γ̄ jsou integrální řezy kanonické distribuce
C, funkce (77) se nezmění, pokud za její argument vezmeme místo 1-formy η 1-
formu η+ϕ, kde ϕ je vazební 1-forma definovaná na otevřené množině W ⊂ Q.
Proto můžeme místo (77) psát

Γ̄Q
Ω,W (π) ∋ γ̄ →

∫

Ω
J1γ̄⋆[η]Λ1(I). (3.78)

Tuto funkci nazveme vazební variační funkcí nebo vazební akční funkcí, akcí
1-formy η na Q nad Ω.
Nechť Ξ je π1-projektabilní vektorové pole náležející kanonické distribuci

definované na otevřené množině W . ξ je jeho π1-projekce. Nechť {αu} resp.
{α0u} je lokální jednoparametrická grupa generovaná vektorovým polem Ξ resp.
ξ. Definujeme jednoparametrickou vazební variaci nebo také vazební deformaci
Q-přípustného řezu γ̄ indukovanou vektorovým polem Ξ jako

{δ̄u} = {αu ◦ J1γ̄ ◦ α−1
0u }. (3.79)
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π1-projektabilní vektorové pole Ξ náležející do kanonické distribuce budeme
v dalším nazývat také vazební variace řezu γ̄.
Obecně je řez δ̄u vazebním řezem, nemusí tedy jít o holonomní trajektorii

v Q. Existuje takové ǫ > 0, že pro každé u ∋ (−ǫ, ǫ) je vazební řez δ̄u definován
na okolí kompaktní množiny Ωu = α0u(Ω). Můžeme definovat reálnou funkci

(−ǫ, ǫ) ∈ u→

∫

Ωu

δ̄⋆
uη. (3.80)

Tato funkce je diferencovatelná. Její derivací podle u v bodě u = 0 dostáváme

d
du

∫

Ωu

δ̄⋆
uη
∣∣∣
u=0
=
d
du

∫

Ωu

(αu ◦J
1γ̄ ◦α−1

0u )
⋆η
∣∣∣
u=0
=
d
du

∫

Ω
(J1γ̄⋆α⋆

uη)
∣∣∣
u=0

, (3.81)

což lze pomocí Lieovy derivace přepsat do tvaru
∫

Ω
J1γ̄⋆∂Ξη. (3.82)

Nyní můžeme definovat funkci

Γ̄Q
Ω,W (π) ∋ γ̄ →

∫

Ω
J1γ̄⋆∂Ξη. (3.83)

Vzhledem k tomu, že J1γ̄ je integrální řez kanonické distribuce, můžeme opět
místo 1-formy ∂Ξη uvažovat třídu ekvivalence [∂Ξη]Λ1(I) a funkci (83) zapsat ve
tvaru

Γ̄Q
Ω,W (π) ∋ γ̄ →

∫

Ω
J1γ̄⋆[∂Ξη]Λ1(I). (3.84)

Funkci (84) nazýváme vazební první variací. Poznamenejme, že lze definovat i
vazební variace vyšších řádů.
Prozatím jsme pro popis všech deformací Q-přípustných řezů z množiny

Γ̄Q
Ω,W (π) používali π1-projektabilní vektorová pole Ξ náležející do kanonické
distribuce. Lze ukázat (viz [26]), že pro účel generování všech deformací řezu
J1γ̄ ∈ Γ̄Q

Ω,W (π) je dostatečné uvažovat π1-vertikální vektorová pole Ξ náleže-
jící kanonické distribuci, která zachovávají definiční obory deformovaných řezů.
Tato vektorová pole budeme v dalším nazývat π1-vertikální variace.

Věta 3.5 (Vazební Lepageova 1-forma) Nechť η je 1-forma na Q. Následu-
jící podmínky jsou ekvivalentní.
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1. Třídu ekvivalence [dη]Λ2(I) lze rozložit následujícím způsobem:

ρ⋆[dη]Λ2(I) = [E]Λ2(Ĩ) + [F ]Λ2(Ĩ),

kde [E]Λ2(Ĩ) = p̄1[dη]Λ2(I) je horizontální vzhledem k projekci Q̃→ Y .

2. Vázaně 1-kontaktní část p̄1[dη]Λ2(I) je třída ekvivalence obsahující dyna-
mickou formu na Q̃.

3. Pro každé π1-vertikální vektorové pole Ξ náležející kanonické distribuci
C, Ξ = Ξl(t, qσ, q̇s)ξl + Ξ̃l(t, qσ, q̇s)ξ̃l, kde ξl, ξ̃l jsou generátory kanonické
distribuce (35), nezávisí souřadnicová reprezentace třídy h̄iΞ[dη]Λ2(Ĩ) na

komponentách Ξ̃l.

4. V libovolném souřadnicovém systému je

η = L̄dt+
∂L̄

∂q̇l
ωl + L̄iϕ̄

i, (3.85)

kde L̄ a L̄i jsou funkce na Q a ϕ̄i jsou kanonické vazební 1-formy.

Formu η splňující kteroukoliv z výše uvedených podmínek nazveme vazební Le-
pageovou 1-formou. Vázaně horizontální část formy η

λC = L̄dt+ L̄iϕ̄
i (3.86)

nazveme vazební lagranžián. Poznamenejme, že vazební lagranžián není invari-
antní a narozdíl od nevázaného případu, kde je lagranžián určen jedinou funkcí,
je vazební lagranžián zadán k + 1 funkcemi L̄, L̄i.
Vraťme se nyní k vazební první variaci (84) a připomeňme, že Ω = [a, b] je

uzavřený interval v R. Použitím vzorce pro výpočet Lieovy derivace dostáváme

∫ b

a

J1γ̄⋆[∂Ξη]Λ1(I) = (3.87)

=
∫ b

a

J1γ̄⋆
(
iΞ[dη]Λ2(I)

)
+ J1γ̄⋆

(
iΞ[η]Λ1(I)

)
(b)− J1γ̄⋆

(
iΞ[η]Λ1(I)

)
(a).

Nechť η v (87) je vazební Lepageova 1-forma, pak pro první výraz na pravé
straně rovnice (87) dostáváme vyjádření

∫ b

a

J1γ̄⋆
(
iΞ[dη]Λ2(I)

)
=
∫ b

a

J2γ̄⋆
(
iΞ̃[E]Λ2(Ĩ)

)
, (3.88)
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kde Ξ̃ je π2-vertikální vektorové pole na Q̃ náležející liftu C̃ kanonické distribuce.
Vztahem

p̄1[dη]Λ2(I) = [E]Λ2(Ĩ) (3.89)

definujeme vazební Euler- Lagrangeovu formu . Její souřadnicové vyjádření je

[E]Λ2(Ĩ) = [El(L̄, L̄i)ωl ∧ dt]Λ2(Ĩ), (3.90)

kde

El(L̄, L̄i) =
∂CL̄

∂ql
−
dC
dt
∂L̄

∂q̇l
− L̄i

[
∂Cg

i

∂ql
−
dC
dt
∂gi

∂q̇l

]
, (3.91)

dC
dt
=

∂

∂t
+

∂

∂ql
q̇l +

∂

∂qm−k+i
gi +

∂

∂q̇l
q̈l,

∂C
∂ql
=

∂

∂ql
+
∂gi

∂q̇l

∂

∂qm−k+i
,

kde 1 ≤ l ≤ m− k, 1 ≤ i ≤ k. Výrazy (91), které závisí na k + 1 funkcích L̄, L̄i

na Q, nazveme vazebními Eulerovými-Lagrangeovými výrazy.
Nechť γ̄ je Q-přípustný řez. Je-li, za podmínky pevných konců deformace

{δ̄u}, vazební první variace příslušná řezu γ̄ nulová, tj.
∫ a

b

J1γ̄⋆[∂Ξη]Λ1(I) = 0, (3.92)

kde Ξ je π1-vertikální vektorové pole náležející C, nazveme řez γ̄ vazební ex-
trémálou 1-formy η na Ω = [a, b]. Řez γ̄ nazveme vazební extrémálou 1-formy η,
platí-li, že restrikce řezu γ̄ na libovolný uzavřený interval Ω ⊂ domγ̄ je vazební
extrémálou vazební Lepageovy 1-formy η na Ω.

Věta 3.6 Nechť η je vazební Lepageova 1-forma na Q a γ̄ je Q-přípustný řez.
Následující podmínky jsou ekvivalentní:

1. γ̄ je vazební extrémála vazební Lepageovy 1-formy η.

2. Pro každé vektorové pole Ξ na Q náležející kanonické distribuci C platí

J1γ̄⋆iΞα = 0

pro každé α ∈ [dη]Λ2(I).
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3. Pro každé π1-vertikální vektorové pole Ξ na Q náležející kanonické distri-
buci C platí

J1γ̄⋆iΞα = 0

pro každé α ∈ [dη]Λ2(I).

4. Vazební Eulerovy-Lagrangeovy výrazy jsou podél J2γ̄ nulové, tj.

El ◦ J
2γ̄ = 0, 1 ≤ l ≤ m− k.

5. V libovolném fibrovaném souřadnicovém systému γ̄ splňuje systém rovnic

∂CL̄

∂ql
−
dC
dt
∂L̄

∂q̇l
− L̄i

[
∂Cg

i

∂ql
−
dC
dt
∂gi

∂q̇l

]
= 0. (3.93)

Každý z výše uvedených ekvivalentních systémů rovnic nazýváme vazebními
Eulerovými- Lagrangeovými rovnicemi příslušnými vazební Lepageově 1-formě
η. Můžeme tedy shrnout, že Q-přípustný řez je vazební extrémálou vazební Le-
pageovy 1-formy η tehdy a jen tehdy, když splňuje příslušné vazební Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice.

Věta 3.7 (Variační neholonomně vázaný systém) Vázaný mechanický sys-
tém [αQ] je variační tehdy a jen tehdy, když třída ekvivalence [αQ] obsahuje
uzavřeného reprezentanta αQ.

Pro uzavřeného reprezentanta αQ platí αQ = dη, kde η je vazební Lepageova
1-forma (85). Pro komponenty Āl, B̄ls formy αQ pak dostáváme vyjádření:

Āl =
[
∂C
∂ql

−
d′C
dt

∂

∂q̇l

]
(L̄)− L̄i

[
∂C
∂ql

−
d′C
dt

∂

∂q̇l

]
(gi) (3.94)

B̄ls = −
∂2L̄

∂q̇l∂q̇s
+ L̄i

∂2gi

∂q̇l∂q̇s
, (3.95)

d′C
dt
=

∂

∂t
+

∂

∂ql
q̇l +

∂

∂qm−k+i
gi,

∂C
∂ql
=

∂

∂ql
+
∂gi

∂q̇l

∂

∂qm−k+i
,

kde 1 ≤ l, s ≤ m− k, 1 ≤ i ≤ k.
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Forma η však není zadána jednoznačně, lze ji zadat různými kombinacemi
funkcí L̄, L̄i na Q. Lepageovy 1-formy η1, η2 reprezentují týž variační vázaný
systém, platí-li:

dη1 − dη2 = F̄lsω
l ∧ ωs + ϕ, (3.96)

kde ϕ je vazební 2-forma.
Poznamenejme, že z podmínky dαQ = 0 vyplývají nutné a postačující pod-

mínky variačnosti vázaného systému pro koeficienty Āl, B̄ls, které se nazývají
vazební Helmholtzovy podmínky variačnosti (viz[16]). Tyto podmínky jsou ob-
dobou Helmholtzových podmínek pro nevázaný mechanický systém.

Věta 3.8 Nechť [α] je variační nevázaný mechanický systém a Q je vazba. Vá-
zaný mechanický systém [αQ] příslušný systému [α] a vazbě Q je variační.

Každý nevázaný variační systém podrobený neholonomní vazbě tedy pře-
chází na systém variační vázaný. Lepageova vazební 1-forma není zadána jedno-
značně. Pro variační nevázaný systém však existuje vztah mezi Lagrangeovou
funkcí L nevázaného systému a funkcemi L̄, L̄i, které reprezentují Lepageovu
vazební 1-formu příslušnou vázanému systému [αQ]:

L̄ = L ◦ ι, L̄i =
(

∂L

∂q̇m−k+i
◦ ι

)
, (3.97)

kde ι je kanonické vložení vazební podvariety Q do J1Y . Vztahy (97 ) získáme
porovnáním výrazů (94), (95) s koeficienty formy αQ = ι⋆dθλ, kde θλ = Ldt +
∂L/∂q̇σ ωσ.
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4 Fyzikální aplikace

V této kapitole se budeme věnovat praktickému využití geometrické teorie neho-
lonomně vázaných systémů, přičemž budeme klást důraz na fyzikální podstatu
příkladu. Všechny příklady mají vztah k variačnosti neholonomních systémů.
V první části uvedeme příklady, ve kterých je nevázaný systém variační. Pů-
jde o příklady fyzikální, tj. budeme popisovat reálné neholonomní mechanické
systémy. V další části se budeme věnovat zajímavému aspektu teorie variač-
ních neholonomních systémů: pomocí neholonomní vazby lze převést nevariační
nevázaný systém na variační vázaný. Uvedeme jak fyzikální příklady, tak mate-
matické modely. V poslední části se budeme zabývat problémem triviální vazební
Lepageovy 1-formy.
V příkladech je kladen důraz na jejich fyzikální význam. Osnova příkladů

z první a druhé kapitoly je vždy shodná. Začínáme nevázaným systémem, popi-
sujeme jej Lepageovou 2-formou a dynamickou formou, případně lagranžiánem,
pokud existuje. Poté zformulujeme neholonomní vazbu, kde budeme klást důraz
na její význam a konstrukci, zapíšeme formy charakterizující vázaný systém a
budeme se věnovat sestavení a řešitelnosti systému redukovaných rovnic. V pří-
padech, kdy půjde o variační vázaný systém, nalezneme alespoň jednu Lepageovu
vazební 1-formu příslušnou vázanému systému. Z fyzikálního hlediska nás bude
zajímat zejména systém deformovaných rovnic. Budeme se zajímat o Chetaevovy
vazební síly a jejich vztah k fyzikálním silám (síly tlakové, statického tření,. . .).
Provedeme diskusi možnosti řešení vázaného systému výhradně fyzikální meto-
dou, tj. formulací impulzových vět.
Do souboru příkladů byly zařazeny především původní příklady a byl kladen

důraz na jejich jasnou fyzikální interpretaci. V případech příkladů s nejasným
fyzikálním výkladem budeme mluvit o matematickém modelu.

4.1 Variační systém podrobený neholonomní vazbě

Následující dva příklady představují fyzikální systémy podrobené neholonomní
vazbě, která má význam požadavku neprokluzování částí systémů po podložce.
Oba nevázané systémy jsou variační. Zadání systémů jsou převzata z literatury
(viz. [25], [24]), sestavení neholonomních vazeb je původní. Budeme se podrobně
věnovat konstrukci vazby, jejímu významu, vlastnostem Chetaevových vazebních
sil z fyzikálního hlediska a rozebereme možnosti řešení, případně samotné řešení
neholonomně vázaného systému.
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Obrázek 1: Model snakeboardu
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4.1.1 Snakeboard

Zadání. Snakeboard (viz [24]) je méně známou variantou skateboardu, která
umožňuje jezdci vytvářet hadovitý pohyb kupředu, aniž by se musel dotýkat
země. Zatímco u skateboardu jsou osy dvou párů koleček pevně spjaty s prknem
a jezdec zatáčí přenášením váhy případně odrazem od země, u snakeboardu mo-
hou osy koleček rotovat kolem vertikální osy a jezdec kontroluje jejich natočení
svými chodidly. Jezdec se také může otáčet v bocích. Popišme a vysvětleme tu
část pohybu snakeboardu, ve které jezdec (dosud jedoucí přímočaře bez rotací
těla a chodidel) se začne otáčet v bocích a zároveň chodidly kontrolovaně na-
táčí osy koleček. Předpokládejme, že vzdálenost těžiště jezdce a těžiště prkna je
během jízdy konstantní, tj. jezdec se nevychyluje ze vzpřímené pozice, pouze se
otáčí v bocích. Předpokládejme dále, že průmět těžiště jezdce do roviny xy splývá
s těžištěm prkna. Snakeboardem budeme nazývat systém rotor+prkno+osy s ko-
lečky. Rotor představuje lidské tělo a prkno spojuje přední a zadní osu s kolečky.
Takové uspořádání odpovídá modelu snakeboardu nakreslenému na obrázku (1),
kde geometrický střed prkna splývá s těžištěm prkna. Poznamenejme, že oka-
mžitá rychlost těžiště snakeboardu je stejná jako okamžitá rychlost těžiště prkna
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(nepředpokládáme vzájemné posuny částí snakeboardu), jehož pohyb se děje
v rovině xy.
Označme Jr moment setrvačnosti rotoru snakeboardu a označme J moment

setrvačnosti prkna, oba vzhledem k vertikální ose procházející geometrickým
středem prkna. Dále označíme Jk moment setrvačnosti osy s předními kolečky
vzhledem k vertikální ose procházející jejím středem. Předpokládáme, že mo-
ment setrvačnosti osy se zadními kolečky vzhledem k obdobně konstruované ose
jako u koleček předních je stejný, tedy Jk a dále předpokládáme, že moment
setrvačnosti koleček vzhledem k jejich osám je zanedbatelný. Poloviční délku
prkna označíme l. Celková hmotnost snakeboardu bude m. Pozice a orientace
prkna je určena polohou těžiště prkna (x, y) a natočením prkna od osy x, které
určuje úhel θ. Úhel otočení rotoru vzhledem k prknu označíme ψ. Budeme před-
pokládat, že osy s předními a zadními kolečky jsou v každém okamžiku natočeny
o stejně veliký úhel β vzhledem k prknu, ovšem na rozdílné strany (viz obrázek
(1)). Tento předpoklad je založen na pozorování pohybu jezdců na snakeboardu
(viz [24] ).

Popis nevázaného mechanického systému. Velikost úhlu natočení předních
a zadních koleček vzhledem k prknu je −β a β. Systém má pět stupňů volnosti
(x, y, θ, ψ, β), je variační a jeho lagranžián má tvar:

L =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2) +

1
2
Jk(β̇ + θ̇)

2 +
1
2
Jk(−β̇ + θ̇)

2 +
1
2
Jr(ψ̇ + θ̇)2 +

1
2
Jθ̇2, (4.1)

který můžeme přepsat

L =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2) + Jkβ̇

2 + Jrψ̇θ̇ +
1
2
Jrψ̇

2 +
1
2
J θ̇2, (4.2)

kde J = J + Jr + 2Jk. Pohybové rovnice systému dostáváme ve tvaru:

−mẍ = 0, −mÿ = 0, (4.3)

−Jrψ̈ − J θ̈ = 0, (4.4)

−Jrψ̈ − Jr θ̈ = 0. (4.5)

−2Jkβ̈ = 0, (4.6)

Z rovnic (4), (5) vyplývá θ̈ = 0 a z rovnice (5) dostáváme θ̇+ψ̇ = konst. Z rovnic
(3) a (6) vyplývá, že těžiště se pohybuje rovnoměrně přímočaře a osa s kolečky
(jak předními tak zadními) rotuje rovnoměrně kolem vertikální osy procházející
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jejím středem. Připomeňme, že ze zadání vyplývá, že se osy předních a zad-
ních koleček otáčejí proti sobě. Povšimněme si, že rotace os s kolečky není nijak
svázána s pohybem prkna. Taková formulace příkladu odpovídá případu, kdy je
dovoleno, aby se kolečka smýkala do boku a dále případu, kdy rotor (jezdec) neu-
platňuje vlastní vůli. Ve skutečnosti jezdec svůj pohyb na snakeboardu řídí právě
kontrolovanou rotací těla a chodidel a tedy funkce ψ a β jsou zadanou funkcí
času. Tato okolnost vstupuje do příkladu ve formě (holonomních reonomních)
vazeb:

f1 ≡ ψ − P (t) = 0. (4.7)

f2 ≡ β − b(t) = 0. (4.8)

Užitím metody Lagrangeových multiplikátorů (viz[1]) nabývají pohybové
rovnice tvar

−mẍ = 0, −mÿ = 0,

−Jrψ̈ − J θ̈ = 0, (4.9)

−Jrψ̈ − Jrθ̈ = µ1, (4.10)

−2Jkβ̈ = µ2.

Z hlediska řešení systému vzhledem k neznámým funkcím (x(t), y(t), θ(t)) je
systém(9) ekvivalentní systému

−mẍ = 0, −mÿ = 0,

−JrP̈ − J θ̈ = 0. (4.11)

Nadále se nebudeme zabývat funkcemi µ1, µ2 a systém (11) bude představovat
nevázaný systém pohybových rovnic popisujících pohyb snakeboardu se zada-
ným otáčením rotoru ψ = P (t) a koleček β = b(t). Systém má nyní již jen tři
stupně volnosti (x, y, θ) a (použijeme-li fibrovanou varietu Y jako podkladovou
strukturu) dostáváme Y = R × R

3, dimY = 4. Označíme (t) souřadnici na bázi
X = R, (t, x, y, θ) fibrované souřadnice na Y a (t, x, y, θ, ẋ, ẏ, θ̇) asociované fib-
rované souřadnice na J1Y = R×R

3×R
3. Lagranžián nevázaného systému (11)

je tvaru

L =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2) + Jk ḃ

2 + JrṖ θ̇ +
1
2
JrṖ

2 +
1
2
J θ̇2. (4.12)

Nevázaný mechanický systém [α] reprezentuje Lepageova 2-forma

α = −m(ω1 ∧ dẋ+ ω2 ∧ dẏ)− JrP̈ω
3 ∧ dt− Jω3 ∧ dθ̇, (4.13)
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kde ω1 = dx− ẋdt, ω2 = dy − ẏdt, ω3 = dθ − θ̇dt. Příslušná dynamická forma
je tvaru

E = −mẍω1 ∧ dt−mÿ ω2 ∧ dt− (JrP̈ + J θ̈)ω3 ∧ dt. (4.14)

Neholonomní vazba. Vraťme se nyní k problému smýkání koleček. Vycházíme
ze zadání nevázaného systému převzatého z [24] (viz výše), samotná konstrukce
vazby je však původní.
Požadujeme, aby se kolečka do boku nesmýkala a prkno se pohybovalo pouze

díky valení koleček (případně smýkání kupředu). V takovém případě je okamžitá
rychlost konce prkna neustále kolmá k příslušné ose s kolečky. Protože jsou úhly
sklonu os s kolečky vůči prknu stejně velké ale opačně orientované, pohybují
se konce prkna v každém okamžiku po oskulační kružnici k1, která má střed
v průsečíku prodloužených os koleček (viz obrázek 1). Těžiště prkna se pohybuje
po kružnici k2, která je soustředná s kružnicí k1. Pro poloměry kružnic platí
R2 = R1 cos β. U takto vázaného pohybu je úhlová rychlost ω těžiště prkna po
oskulační kružnici k2 rovna úhlové rychlosti vlastní rotace prkna θ̇ vůči svislé
ose procházející těžištěm prkna.
Označme ~k jednotkový vektor (viz obr. 1) kolmý k ose zadních koleček a ~v

okamžitou rychlost těžiště snakeboardu. Vektor ~k je tečný k oskulační kružnici
k1. Platí

ω =
|~v|

R2
= θ̇, (4.15)

R2 = l/tgβ. (4.16)

Požadavek, aby ~k svíral se směrem prkna úhel β, vyjadřuje vazební podmínka

~k · ~v = |~k||~v| cos β = |~v| cos β. (4.17)

Platí ~v = (ẋ, ẏ), ~k = (cos(θ + β), sin(θ + β)). S využitím (15), (16), dostáváme
vazební podmínku (17) ve tvaru

sinβ(ẋ cos(θ + β) + ẏ sin(θ + β)) = lθ̇ cos2 β. (4.18)

Dále požadujeme, aby okamžitá rychlost těžiště snakeboardu ~v = (ẋ, ẏ) měla
v každém okamžiku směr rovnoběžný s prknem, což zajišťuje podmínka

ẏ cos θ = ẋ sin θ. (4.19)
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Vzhledem k tomu, že β = b(t), dostáváme z (18) a (19) za předpokladu θ 6=
π/2 + nπ, kde n = 1, 2, . . ., neholonomní podmínky tvaru

f1 ≡ ẏ cos θ − ẋ sin θ = 0, (4.20)

f2 ≡ cos b(t)(θ̇l cos b(t) cos θ − ẋ sin b(t)) = 0. (4.21)

Tyto podmínky definují vazební podvarietu Q ∈ J1Y , neboť podmínka (3.2) je
pro funkce f1, f2 splněna.
Je-li b(t) = π/2+nπ, jsou osy koleček rovnoběžné s prknem. Pro tento případ

je f2 ≡ 0. Jak jsme uvedli výše vazba (20) vyjadřuje fakt, že okamžitá rychlost
těžiště snakeboardu je rovnoběžná s prknem. Nezaručuje však nesmýkání koleček
do boku pokud prkno koná translační pohyb. Nadále budeme předpokládat, že
b(t) 6= π/2 + nπ v každém okamžiku.

Vázaný mechanický systém. Za předpokladu cos b(t) 6= 0 a cos θ 6= 0 můžeme
přepsat vazební podmínky (20), (21) do normálního tvaru

g1 ≡ ẏ = ẋtgθ, (4.22)

g2 ≡ θ̇ = ẋ
tgb(t)
l cos θ

. (4.23)

Vázaný systém [αQ] příslušný nevázanému systému [α] a vazbě Q je reprezento-
ván 2-formou

αQ = Ā1ω1 ∧ dt+ B̄11ω1 ∧ dẋ, (4.24)

kde

Ā1 =
tgb(t)
l cos θ

(
−JrP̈ −

mẋ2 sin θ
cos3 θ

− J
ẋ

l cos θ

(
ḃ(t)
cos2 b(t)

+
ẋtg2b(t) sin θ

l cos2 θ

))
,

B̄11 = −m
1
cos2 θ

− J
tg2b(t)
l2 cos2 θ

. (4.25)

Redukované rovnice jsou

Ā1 + B̄11ẍ = 0,

ẏ = ẋtgθ, (4.26)

θ̇ = ẋ
tgb(t)
l cos θ

.

Trajektorii systému dostáváme řešením systému (26).
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Vázaný mechanický systém [αQ] je variační. Příslušná vazební Lepageova
1-forma má tvar

η = L̄dt+
∂L̄

∂ẋ
ω1 + L̄1ϕ̄

1 + L̄2ϕ̄
2,

kde ϕ̄1 = −tgθω1+ ι⋆ω2, ϕ̄2 = −tgb(t)/(l cos θ)ω2+ ι⋆ω3 jsou kanonické vazební
1-formy. Funkce L̄, L̄1, L̄2 mohou být tvaru (viz (3.97)):

L̄ = L ◦ ι, L̄1 =
(
∂L

∂ẏ
◦ ι

)
, L̄2 =

(
∂L

∂θ̇
◦ ι

)
,

což dává

L̄ =
1
2
mẋ2(1 + tg2θ) + Jk ḃ(t)

2 + JrṖ ẋ
tgb(t)
l cos θ

+
1
2
JrṖ

2 +
1
2
J ẋ2

(
tgb(t)
l cos θ

)2
,

L̄1 =mẋtgθ, (4.27)

L̄2 =
(
JrṖ + J ẋ

tgb(t)
l cos θ

)
.

Chetaevova vazební síla má pro neholonomní podmínky (20), (21) tvar

Φ =
(
−µ1 sin θ − µ2 sin b(t) cos b(t), µ1 cos θ, µ2l cos

2 b(t) cos θ
)
, (4.28)

kde µ1, µ2 jsou funkce na vazební podvarietě Q. Deformované rovnice dostáváme
ve tvaru

−mẍ+ µ1 sin θ + µ2 sin b(t) cos b(t) = 0,

−mÿ − µ1 cos θ = 0, (4.29)

−JrP̈ − J θ̈ − µ2l cos
2 b(t) cos θ = 0.

Trajektorii systému a Lagrangeovy multiplikátory dostáváme řešením systému
rovnic (22), (23), (29).

Řešení vázaného systému [αQ] pro b(t) = π/4.
Budeme hledat řešení vázaného systému [αQ] systému pro funkce

P (t) =
1
2
ǫt2,

b(t) =
π

4
,
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kde ǫ je kladná konstanta. Tato volba představuje situaci, kdy jezdec roztáčí
trup, ale nerotuje chodidly. Zadejme počáteční podmínky

x(0) = 0, y(0) = −l, θ(0) = 0, ẋ(0) = 0. (4.30)

Řešením systému (26) dostáváme (s využitím počátečních podmínek (30)):

x = l sin θ, y = −l cos θ, (4.31)

θ = −
1
2
Kǫt2, (4.32)

kde K = Jr

(ml2+J ) . Multiplikátory µ1, µ2 nabývají pro toto řešení podobu

µ1 =mlKǫ(tgθ −Kǫt2),

µ2 =mlKǫ
(

−2
cos θ

)
, (4.33)

a Chetaevova vazební síla (28) je

Φ = mlKǫ
(
cos θ +Kǫt2 sin θ, sin θ −Kǫt2 cos θ,−l

)
. (4.34)

Zatímco třetí složka Chetaevovy vazební síly (34) má rozměr momentu síly mají
první dvě složky rozměr síly. Tyto složky můžeme interpretovat jako sílu ~F

v rovině xy působící na těžiště snakeboardu. Označíme-li průmět síly ~F do směru
rovnoběžného s prknem ~Ft a směru kolmého na prkno ~Fd, pak dostáváme

~Fd =mlK
2ǫ2t2(sin θ,− cos θ) = mlθ̇2(sin θ,− cos θ), (4.35)

~Ft =mlKǫ(cos θ, sin θ) = −mlθ̈(cos θ, sin θ). (4.36)

Síla ~Fd je dostředivou silou a způsobuje pohyb těžiště snakeboardu po kruž-
nici k2 o poloměru l. Skutečně, pro splnění podmínky neprokluzování koleček do
boku při konstantním úhlu natočení os koleček β, je nutno, aby se snakeboard
pohyboval po kružnici.
Síla ~Ft je tečná ke kružnici k2, těžiště se tedy pohybuje po kružnici rovno-

měrně zrychleně.
Shrňme tedy, že snakeboard jezdí rovnoměrně zrychleně po kružnici bez pro-

kluzování koleček do boku, přičemž prkno rotuje v opačném smyslu než rotor
neboť θ̇ = −KṖ a úhlová rychlost ω, kterou se těžište snakeboardu po kružnici
pohybuje je ω ≡ θ̇ = −Kǫt.
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Obrázek 2: Numerická simulace trajektorie těžiště snakeboardu
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Numerické řešení vázaného systému [αQ] pro b(t) = ωt. Hledejme řešení
vázaného systému pro případ, kdy jezdec na snakeboardu kontrolovaně mění
úhel natočení os s kolečky a zároveň otáčí tělem. Zvolme funkce

P (t) = 0.1 cos 3t,

b(t) = 0.5 sin 3t.

Tato volba představuje odhad pohybu jezdce na snakeboardu. Jezdec rotuje tě-
lem vpravo a vlevo se stejnou frekvencí s jakou periodicky natáčí osy koleček
snakeboardu. Pomocí programu Maple nalezneme numerické řešení redukova-
ných rovnic (26). Volíme hmotnost jezdce mr = 70kg, prkna mp = 5kg a osy
s kolečky mk = 1kg , délku obdélníkového prkna a = 0.6m a jeho šířku b = 0.1m.
Osa s kolečky nechť má tvar plné tyče a délku lk = 0.2m.
Moment setrvačnosti Jk, resp. J , resp. Jr, určíme podle vzorce pro moment

setrvačnosti homogenní tyče vzhledem k ose rotace kolmé k tyči a procházející
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Obrázek 3: Numerické řešení x(t) a y(t)
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jejím středem

Jk =
mkl

2
k

12
,

resp. homogenní obdélníkové desky vzhledem k ose rotace kolmé k rovině desky
a procházející jejím geometrickým středem

J =
mp(a2 + b2)

12
,

resp. homogenního válce vzhledem k ose rotace totožné s osou válce

Jr =
mrr

2

2
,
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Obrázek 4: Numerické řešení θ(t)
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přičemž uvažujeme válec o poloměru r = 0.15m. Dostáváme charakteristiky
systému

m = 76kg, l = 0.3m, Jk =
1
300
kgm−2,

Jr =
63
80
kgm−2, J =

34
240
kgm−2, J =

569
600
kgm−2.

Zadejme počáteční podmínky

x(0) = 0, y(0) = 0, θ(0) = 0, ẋ(0) = 1. (4.37)

Takové zadání příkladu představuje situaci, kdy jezdec na snakeboardu dosud
jedoucí rovnoměrně přímočaře ve směru osy x začne v okamžiku t = 0s rotovat
tělem vpravo a vlevo a zároveň se stejnou frekvencí periodicky natáčet osy kole-
ček. Nalezli jsme numerické řešení pro prvních šest vteřin pohybu. Na obrázku
3 vidíme numerické řešení časového vývoje souřadnic těžiště snakeboardu. Jak
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také potvrzuje simulace trajektorie těžiště snakeboardu na obrázku 2, pohybuje
se těžiště kupředu v rovině xy po zakřivené trajektorii, která připomíná pohyb
hada.
Na obrázku 4 vidíme numerické řešení úhlu θ(t) celkového natočení prkna

vůči ose x. Vidíme, že prkno se periodicky natáčí vzhledem k ose x, přičemž
θ ∈ [0, 0.45π].
Snakeboard umožňuje svému jezdci kontrolovaně zatáčet, aniž by se jezdec

musel odrážet od země.
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Obrázek 5: Nákres válečku uvnitř válce
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4.1.2 Váleček uvnitř dutého válce

Mějme dutý válec V o poloměru R (předpokládejme, že rozdíl mezi vnitřním
a vnějším poloměrem můžeme zanedbat) a hmotnosti M položený na podložku
tak, že se může valit. Podložka svírá s osou x úhel ϕ, který je zadanou funkcí
času. Dovnitř dutého válce je vložen váleček W o poloměru r a hmotnosti m
tak, že osy válců jsou rovnoběžné. Předpokládejme, že obě tělesa jsou homo-
genní. Platí R > r. Moment setrvačnosti dutého válce je JM =MR2 a moment
setrvačnosti válečku W je Jm = (1/2)mr2, oba momenty jsou zadány vzhledem
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ke geometrické ose příslušného válce. Systém je umístěn v tíhovém poli Země,
tíhové zrychlení značíme g. Žádný z válců neprokluzuje. Osu x volíme vodo-
rovnou, kolmou na osy válců a osu z volíme svislou. Systém má šest stupňů
volnosti a (použijeme-li fibrovanou varietu Y jako podkladovou strukturu) do-
stáváme Y = R × R

6, dimY = 7. Označíme (t) souřadnici na bázi X = R,
(t, ψ, β, x, z,X,Z) fibrované souřadnice na Y a (t, ψ, β, x, z,X,Z, ψ̇, β̇, ẋ, ż, Ẋ, Ż)
asociované souřadnice na J1Y = R × R

6 × R
6. Polohu těžiště válce V zadávají

souřadnice (X,Z), polohu těžiště válce W zadávají souřadnice (x, z) a β resp.
ψ je celkový úhel otočení válce V resp. W vzhledem k ose z (viz obrázek 5).
Měření úhlů β a ψ je voleno tak, že β̇ > 0 resp. ψ̇ > 0 valí-li se válec V resp.
W doprava, tedy v kladném směru osy x. Úhel β resp. ψ tedy roste po směru
chodu hodinových ručiček.

Nevázaný systém. Lagranžián (nevázaného) systému je tvořen kinetickou ener-
gií translačního a rotačního pohybu systému a záporně vzatou potenciální energií
systému v tíhovém poli Země (nulová hladina potenciální energie je z = 0):

L =
1
2
m(ẋ2 + ż2) +

1
2
M(Ẋ2 + Ż2) +

1
2
Jmψ̇

2 + JM β̇2 −mgz −MgZ. (4.38)

Pohybové rovnice nevázaného systému tedy jsou:

−Jmψ̈ = 0, −JM β̈ = 0, −mẍ = 0, −mz̈ −mg = 0, (4.39)

−MẌ = 0, −MZ̈ −Mg = 0.

Nevázaný mechanický systém [α] reprezentuje Lepageova 2-forma

α = −mgω4 ∧ dt−Mgω6 ∧ dt− Jmω
1 ∧ dψ̇ − JMω2 ∧ dβ̇ − (4.40)

−m(ω3 ∧ dẋ+ ω4 ∧ dż)−M(ω5 ∧ dẊ + ω6 ∧ dŻ),

kde ω1 = dψ−ψ̇dt, ω2 = dβ−β̇dt, ω3 = dx−ẋdt, ω4 = dz−żdt, ω5 = dX−Ẋdt,
ω6 = dZ − Żdt. Dynamická forma příslušná mechanickému systému [α] je tvaru

E = − Jmψ̈ ω
1 ∧ dt− JM β̈ ω

2 ∧ dt−mẍω3 ∧ dt− (4.41)

− (mz̈ +mg)ω4 ∧ dt−MẌ ω5 ∧ dt− (MZ̈ +Mg)ω6 ∧ dt.

Neholonomní vazba. V zadání požadujeme, aby válce při valení neprokluzo-
valy. Je zřejmé, že vektor rychlosti ~V = (Ẋ, Ż) těžiště válce V je rovnoběžný
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s podložkou. Předchozí požadavky jsou zajištěny čtyřmi neholonomními pod-
mínkami:

ẋ ≡ g1 = (rψ̇ −Rβ̇)C̄ +Rβ̇ cosϕ, (4.42)

ż ≡ g2 = (rψ̇ −Rβ̇)S̄ +Rβ̇ sinϕ, (4.43)

Ẋ ≡ g3 = Rβ̇ cosϕ, (4.44)

Ż ≡ g4 = Rβ̇ sinϕ, (4.45)

kde

C̄ = cos
(

r

R− r
ψ −

R

R− r
β

)
,

S̄ = sin
(

r

R− r
ψ −

R

R− r
β

)
.

Podmínky (44), (45) vyjadřují

1. rovnoběžnost vektoru rychlosti ~V = (Ẋ, Ż) s podložkou, tj. Ẋ = |~V | cosϕ,
Ż = |~V | sinϕ,

2. rovnost velikosti okamžité rychlosti ~V = (Ẋ, Ż) těžiště válce V a jeho
obvodové rychlosti Rβ̇, vyplývající z požadavku, aby válec V po podložce
neprokluzoval.

Podmínky (42), (43) v rovině xz určují složky okamžité rychlosti ~v = (ẋ, ż)
těžiště malého válečkuW za předpokladu, že se válecW valí po vnitřním povrchu
válce V rovněž bez prokluzování. Týkají se tedy vzájemné rychlosti těžišť válců
~v1 = ~v − ~V . Pro odvození těchto podmínek použijeme obrázek (6). V rovině xz
má ~v1 složky

~v1 = (ẋ1, ż1) = v1(cosχ, sinχ), (4.46)

kde v1 je funkcí ψ̇ a β̇. Úhel χ, který svírá okamžitá spojnice těžišť obou válců
se svislicí (viz. obrázek (6)), určuje polohu těžiště válečku W uvnitř válce V .
Kladný směr měření úhlu χ volíme v souladu s obrázkem (6), tj. proti směru
hodinových ručiček.
V obrázku zavádíme ještě pomocný úhel δ, který určuje otočení válce W

vůči válci V . Jeho rameny jsou okamžitá spojnice těžišť válců a pevně zvolený
průvodič r. Úhel δ je roven součtu úhlu ψ otočení válceW vůči pevnému svislému
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Obrázek 6: Určení ~v1
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směru a úhlu χ, neboť úhly δ a ψ jsou měřeny po směru chodu hodinových ručiček
a úhel χ proti němu, tj.

δ = ψ + χ. (4.47)

Vidíme, že rozdíl mezi δ a ψ by vymizel, kdyby se váleček W pohyboval po
rovině.
Představíme-li si, že v čase t0 bylo δ = ψ = β = χ = 0 a v čase t1 nastává

situace zakreslená na obrázku (6), pak bod na obvodu válečku W urazil dráhu
o délce rδ. Protože uvnitř válce V malý váleček neprokluzuje, můžeme tuto délku
současně odměřovat také na vnitřním obvodu válce V , kde je rovna R(β +χ), a
tedy

rδ = R(β + χ). (4.48)

Z rovnic (47) a (48) dostáváme pro úhel χ vyjádření

χ =
r

R− r
ψ −

R

R− r
β. (4.49)

Z významu úhlu χ vyplývá, že

|~v1| = |(R− r)χ̇|,
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přičemž pro χ̇ > 0 směřuje vektor ~v1 vpravo a pro χ̇ < 0 vlevo. Ve složkách platí

ẋ1 = (R − r)χ̇ cosχ,

ż1 = (R− r)χ̇ sinχ.

Podle (49) je (R− r)χ̇ = rψ̇ −Rβ̇ a tedy podle (46) je

v1 = rψ̇ −Rβ̇.

Nyní můžeme zapsat relativní rychlost ve tvaru

~v1 = (rψ̇ −Rβ̇)
[
cos
(

r

R− r
ψ −

R

R− r
β

)
, sin

(
r

R− r
ψ −

R

R− r
β

)]
,

a tedy

ẋ1 = (rψ̇ −Rβ̇) cos
(

r

R− r
ψ −

R

R− r
β

)
,

ż1 = (rψ̇ −Rβ̇) sin
(

r

R− r
ψ −

R

R− r
β

)
,

což jsou již výrazy obsažené ve vazbách (42), (43). Všimněme si, že do vyjádření
relativní rychlosti ~v1 nevstupuje úhel ϕ. Poloha válce V se totiž nakláněním
podložky pod válcem nemění.

Vlastnosti neholonomní vazby

1. Protože ϕ je funkcí času, jsou podmínky (42), (43), (44), (45), neholonomní
a nikoliv semiholonomní, jako by tomu bylo v případě, kdy je ϕ = konst.

2. Platí

ẋ1 ≡ ẋ− Ẋ = (rψ̇ −Rβ̇)C̄, (4.50)

ż1 ≡ ż − Ż = (rψ̇ −Rβ̇)S̄, (4.51)

což jsou dvě semiholonomní vazby, jimž odpovídají vazby holonomní:

x1 ≡ x−X = (R− r)S̄, (4.52)

z1 ≡ z − Z = −(R− r)C̄. (4.53)

Odtud dostáváme

(x−X)2 + (z − Z)2 = (R− r)2,
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což je rovnice kružnice v rovině xz se středem (X,Z) a poloměrem R −

r. Kombinací neholonomních vazeb (42), (43), (44), (45) tedy dostáváme
semiholonomní vazby, které zaručují, že vzdálenost těžišť obou válců je
konstantní a rovná se R− r.

3. Speciální případy ~v1:

(a) Váleček W se nebude vůči válci V pohybovat (~v1 = ~0) právě tehdy,
když rψ̇ = Rβ̇, tj. obvodové rychlosti obou válců budou shodné. Válec
W se valí „na dněÿ válce V.

(b) Nebude-li se válec V otáčet (β̇ = 0), bude

~v1 = rψ̇(cos χ, sinχ).

(c) Bude-li válec W nalepen uvnitř válce V , který se otáčí s úhlovou
rychlostí β̇, pak pro úhlovou rychlost válečku W platí ψ̇ = β̇, χ = −β

a dostáváme v1 = −(R− r)β̇. Máme tedy

~v1 = (R − r)β̇(− cos β, sin β),

což je obvodová rychlost bodu na kružnici o poloměru R− r, která se
otáčí úhlovou rychlostí β̇.

Vazby (42), (43), (44), (45) jsou uvedeny v normálním tvaru a můžeme je přepsat
do standardní podoby:

f1 ≡ ẋ− (rψ̇ −Rβ̇)C̄ −Rβ̇ cosϕ = 0,

f2 ≡ ż − (rψ̇ −Rβ̇)S̄ −Rβ̇ sinϕ = 0, (4.54)

f3 ≡ Ẋ −Rβ̇ cosϕ = 0,

f4 ≡ Ż −Rβ̇ sinϕ = 0.

Soubor těchto vazebních podmínek zadává vazební podvarietu Q, dimQ = 9,
neboť je splněna podmínka (3.2).

Vázaný systém [αQ] příslušný nevázanému systému [α] a vazbě Q je reprezen-
tován 2-formou

αQ = Ā1ω
1 ∧ dt + Ā2ω

2 ∧ dt+ B̄11ω
1 ∧ dψ̇ + B̄22ω

2 ∧ dβ̇

+ B̄12ω1 ∧ dβ̇ + B̄21ω2 ∧ dψ̇, (4.55)
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redukované rovnice jsou tvaru:
(
Ā1 + B̄11ψ̈ + B̄12β̈

)
◦ J2γ̄ = 0,

(
Ā2 + B̄22β̈ + B̄21ψ̈

)
◦ J2γ̄ = 0,

ẋ = DC̄ +Rβ̇ cosϕ, (4.56)

ż = DS̄ +Rβ̇ sinϕ,

Ẋ = Rβ̇ cosϕ,

Ż = Rβ̇ sinϕ,

kde

Ā1 = −mgrS̄ −mrRϕ̇β̇S,

Ā2 =mgRS̄ − (M +m)gR sinϕ+mS
[

R

R− r
D2 +R2ϕ̇β̇

]
,

B̄11 = −mr2 − Jm, (4.57)

B̄22 = −MR2 − JM − 2mR2(1− C),

B̄12 = B̄21 = mrR(1− C),

D = rψ̇ −Rβ̇,

C = cos
(

r

R− r
ψ −

R

R− r
β − ϕ

)
,

S = sin
(

r

R− r
ψ −

R

R− r
β − ϕ

)
,

C̄ = cos

(
r

R− r
ψ −

R

R− r
β

)
,

S̄ = sin
(

r

R− r
ψ −

R

R− r
β

)
.

Redukované rovnice nemají analytické řešení.
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Obrázek 7: Numerické řešení: pohyb těžišť válců pro ϕ(t) = 0
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Numerické řešení vázaného systému obdržíme pro konkrétní počáteční pod-
mínky, které zadávají:

β(0), ψ(0), x(0), z(0),X(0), Z(0), β̇(0), ψ̇(0).

Samy počáteční podmínky musí být zadány v souladu se zadáním příkladu tj.
poloha těžiště malého válečku musí být zadána tak, že váleček W leží na vnitřní
ploše válce V. To zajistíme, pokud za x(0), z(0) dosadíme z rovnic

x(0) = X(0) + (R− r) sinχ(0), (4.58)

z(0) = Z(0)− (R − r) cosχ(0),

kde χ(0) je úhel χ v čase t = 0 s.
Nalezněme numerické řešení vázaného systému charakterizovaného parame-

try M = 1.0 kg, m = 0.6 kg, R = 1.0m, r = 0.6m.
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Obrázek 8: Numerické řešení X(t) a x(t) pro ϕ(t) = 0
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Volíme počáteční podmínky (χ(0) = 0):

z(0) = r, Z(0) = R,x(0) = X(0) = 0m,

ψ(0) = β(0) = 0, ψ̇(0) = 0 s−1, β̇(0) = 1 s−1 (4.59)

a funkci ϕ = 0 resp. ϕ = −π/10t. Počáteční podmínky (59) popisují situaci, kdy
váleček W je položen ”na dně” uvnitř válce V a v okamžiku t = 0 s je válci V
udělena počáteční úhlová rychlost.
Numerická řešení byla získána v programu Maple. Nejprve jsme řešili příklad

pro funkci ϕ(t) = 0. Válec V se pohybuje po pevné vodorovné podložce, takže
nastává semiholonomní případ vazby Q. Řešení vázaného systému je vyneseno
v grafech na obrázcích 8, 9 a 10. Na obrázku 8 resp. 9 je zobrazen časový vý-
voj x-ových resp. z-ových souřadnic polohy těžišť válců. Vidíme, že ve směru
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Obrázek 9: Numerické řešení Z(t) a z(t) pro ϕ(t) = 0
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osy x konají obě těžiště nerovnoměrný pohyb. Zrychluje-li se těžiště jednoho
válce zpomaluje se těžiště druhého válce. Průmětem pohybu malého válce do
osy z je periodický pohyb, zatímco válec V se v tomto směru nepohybuje. Ča-
sový vývoj celkového otočení válců je pak zobrazen v grafu na obrázku 10. Na
obrázku 7 vidíme trajektorie těžišť obou válců v rovině xz. Trajektorie jsou vy-
kresleny pomocí poloh těžišť v okamžicích vzdálených o 0.1 s pro časový interval
t ∈ [0 s, 3.5 s]. Kroužky zobrazují trajektorii těžiště válce V a křížky trajekto-
rii těžiště válečku W . Vidíme, že těžiště válce V se pohybuje nerovnoměrně po
přímce z = 1, zbržďuje se a opět rozjíždí, zatímco těžiště malého válce koná slo-
žitý pohyb v rovině xz, který je způsoben skládáním valení válečku po vnitřní
stěně válce V s valením samotného válce V .
Pro volbu funkce ϕ = −t/10 je vazba Q neholonomní a v grafech na ob-
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Obrázek 10: Numerické řešení β(t) a ψ(t) pro ϕ(t) = 0
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rázcích 12, 13 a 14 vidíme numerické řešení vázaného systému. Podobně jako
v předchozím případě jsou vyneseny x-ové a z-ové souřadnice těžišť válců do
společných grafů na obrázcích 12 a 13.
V grafu na obrázku 14 vidíme časový vývoj celkového otočení válců, tj. prů-

běh funkcí β(t) a ψ(t). Na obrázku 11 jsou v časovém intervalu t ∈ [0 s, 3.5 s]
vyneseny body trajektorie těžišť válců v okamžicích vzdálených o 0.1 s. Vidíme,
že na počátku pohybu malého válečku dochází k zákmitům, které jsou s po-
stupujícím časem a tedy zvětšujícím se sklonem podložky, stále méně patrné.
Z rostoucích vzdáleností bodů představujících polohu těžiště válce V v závě-
rečné části trajektorie můžeme usuzovat na zrychlený pohyb válce V , což od-
povídá představě valení se s kopce. Malý válec s postupujícím časem koná stále
menší zákmity a rovněž se valí s kopce.

76



Obrázek 11: Numerické řešení, pohyb těžišť válců pro ϕ(t) = −t/10
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Variačnost vázaného systému. Vázaný mechanický systém [αQ] je variační.
Příslušná vazební Lepageova 1-forma má tvar

η = L̄dt+
∂L̄

∂ψ̇
ω1 +

∂L̄

∂β̇
ω2 + L̄1ϕ̄

1 + L̄2ϕ̄
2 + L̄3ϕ̄

3 + L̄4ϕ̄
4,

kde ϕ̄i, 1 ≤ i ≤ 4 jsou kanonické vazební 1-formy. Funkce L̄, L̄i mohou být podle
(3.97) tvaru:
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Obrázek 12: Numerické řešení X(t) a x(t) pro ϕ(t) = −t/10
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L̄ =
1
2
m
(
((rψ̇ −Rβ̇)C̄ +Rβ̇ cosϕ)2 + ((rψ̇ −Rβ̇)S̄ +Rβ̇ sinϕ)2

)
+

+
1
2
M
(
(Rβ̇ cosϕ)2 + (Rβ̇ sinϕ)2

)
+
1
2
Jmψ̇

2 + JM β̇
2 −mgz −MgZ,

L̄1 =m(rψ̇ −Rβ̇)C̄ +mRβ̇ cosϕ,

L̄2 =m(rψ̇ −Rβ̇)S̄ +mRβ̇ sinϕ, (4.60)

L̄3 =MRβ̇ cosϕ,

L̄4 =MRβ̇ sinϕ.
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Obrázek 13: Numerické řešení Z(t) a z(t) pro ϕ(t) = −t/10
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Deformované rovnice. Chetaevova vazební síla má pro neholonomní vazby
(54) tvar

Φ = Φ1 +Φ2 +Φ3 +Φ4,

Φ1 = µ1(−rC̄,RC̄ −R cosϕ, 1, 0, 0, 0)

Φ2 = µ2(−rS̄,RS̄ −R sinϕ, 0, 1, 0, 0) (4.61)

Φ3 = µ3(0,−R cosϕ, 0, 0, 1, 0)

Φ4 = µ4(0,−R sinϕ, 0, 0, 0, 1)

kde µ = µ(t, ψ, β, x, z,X,Z, ψ̇, β̇, ẋ, ż, Ẋ, Ż).
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Obrázek 14: Numerické řešení β a ψ pro ϕ(t) = −t/10
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Deformované rovnice jsou

−Jmψ̈ + µ1rC̄ + µ2rS̄ = 0,

−JM β̈ − µ1
[
RC̄ −R cosϕ

]
−

−µ2
[
RS̄ −R sinϕ

]
+ µ3R cosϕ+ µ4R sinϕ = 0,

−mẍ− µ1 = 0, (4.62)

−mz̈ −mg − µ2 = 0,

−MẌ − µ3 = 0,

−MZ̈ −Mg − µ4 = 0.
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Nalezněme fyzikální význam Chetaevovy vazební síly vystupující v deformo-
vaných rovnicích (62). Podívejme se na příklad fyzikálně a formulujme impulsové
věty.
Nechť (x, y, z) jsou souřadnice v R3. Souřadnice x, z mají nezměněný vý-

znam, popisují polohu těžiště malého válečku v rovině xz, souřadnice y je třetí
kartézskou souřadnicí. Obdobně použijeme souřadnice (X,Y,Z) v R3 pro popis
polohy těžiště válce V a nadále budeme používat úhly ψ a β definované výše.
Soustavu souřadnic volíme pravotočivou.
V místě dotyku malého válečku W s válcem V vznikají síly vzájemného

působení válců. Jde o tlakovou sílu a sílu statického tření. Označme ~N výslednici
těchto sil působící na váleček W a − ~N reakci, která působí na válec V . Složky
těchto sil jsou

~N = (Nx, Ny, Nz), − ~N = (−Nx,−Ny,−Nz).

Na válec V navíc působí v místě dotyku s podložkou tlaková síla podložky a
síla statického tření, jejichž výslednice je ~P = (Px, Py , Pz). Protože ani jeden
z válců se nepohybuje ve směru osy y, vyplývá ze silové rovnováhy, že Ny = 0,
Py = 0. Moment síly ~N vzhledem k těžišti válce W je ~MW a moment síly − ~N

vzhledem k těžišti válce V je ~MV 1. Moment síly ~P vzhledem k těžišti válce V
označme ~MV 2. Na válec V (vzhledem k jeho těžišti) působí celkový moment
~MV = ~MV 1 + ~MV 2

Označme ~r resp. ~R1 rameno síly ~N resp. − ~N . Platí ~r = r(S̄, 0,−C̄), ~R1 =
R(S̄, 0,−C̄) a můžeme psát

~MW = ~r × ~N = r(C̄Ny,−C̄Nx − S̄Nz, S̄Ny) = r(0,−C̄Nx − S̄Nz, 0) (4.63)

~MV 1 = − ~R1 × ~N = −R(C̄Ny,−C̄Nx − S̄Nz, S̄Ny) = −R(0,−C̄Nx − S̄Nz, 0).

Poznamenejme, že síly vzájemného působení působí podél celé povrchové úsečky
styku válců. V případě, kdy jsou válce homogenní, můžeme nahradit sumu mo-
mentů jednotlivých sil jediným momentem výslednice sil vzájemného působení
~N resp. − ~N . Totéž platí pro síly vzájemného působení podložky a válce V .
Označme ~R2 rameno síly ~P . Platí ~R2 = R(sinϕ, 0,− cos ϕ) a

~MV 2 = ~R2 × ~P = R(Py cosϕ,−Px cosϕ− Pz sinϕ,Py sinϕ) =

= R(0,−Px cosϕ− Pz sinϕ, 0).
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Celkový moment sil působící na válec V je tedy

~MV = R(0, C̄Nx + S̄Nz − Px cosϕ− Pz sinϕ, 0). (4.64)

Označme

MW = −r(C̄Nx + S̄Nz), (4.65)

MV = R(C̄Nx + S̄Nz − Px cosϕ− Pz sinϕ). (4.66)

Z (63) a (64) vidíme, že ~MW = (0,MW , 0) a ~MV = (0,MV , 0), což jsou momenty
síly, které způsobují rotaci válců kolem osy rovnoběžné s osou y a procházející
těžištěm příslušného válce.
Uvažujeme-li tlakové a třecí síly vznikající ve styčných bodech s podložkou,

mají pohybové rovnice systému tvar

−Jmψ̈ − r(C̄Nx + S̄Nz) = 0,

−JM β̈ +R(C̄Nx + S̄Nz − Px cosϕ− Pz sinϕ) = 0,

−mẍ+Nx = 0,

−mÿ = 0,

−mz̈ −mg +Nz = 0, (4.67)

−MẌ −Nx + Px = 0,

−MŸ = 0,

−MZ̈ −Mg −Nz + Pz = 0.

Tento systém pohybových rovnic popisuje pohyb válečku W uvnitř válce V bez
jakýchkoliv dodatečných podmínek kladených na pohyb. Vidíme, že složky sil
~N, − ~N, ~P vystupující v pohybových rovnicích jsou neurčeny (v rovnicích vystu-
pují jako neznámé). Systém pohybových rovnic (67) je třeba doplnit vazebními
podmínkami (54), které zajišťují neprokluzování válců při rotačním pohybu. Při-
dáme počáteční podmínky:

y(0) = konst1, Y (0) = konst2, ẏ(0) = Ẏ (0) = 0, (4.68)

které zajistí, že válce se nepohybují smykem ve směru osy y. Systém pohybových
rovnic (67) můžeme nyní zredukovat na šest rovnic druhého řádu

−Jmψ̈ − r(C̄Nx + S̄Nz) = 0,

−JM β̈ +R(C̄Nx + S̄Nz − Px cosϕ− Pz sinϕ) = 0,
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−mẍ+Nx = 0,

−mz̈ −mg +Nz = 0, (4.69)

−MẌ −Nx + Px = 0,

−MZ̈ −Mg −Nz + Pz = 0,

a čtyři neholonomní vazby (54) pro deset neznámých funkcí

(ψ, β, x, z,X,Z,Nx ,Nz, Px, Pz).

Porovnáme-li systém (69) se systémem deformovaných rovnic (62) vidíme, že
můžeme psát

µ1 = −Nx, µ2 = −Nz, µ3 = Nx − Px, µ4 = Nz − Pz. (4.70)

Chetaevova vazební síla (61) má po dosazení multiplikátorů (70) s využitím
označení (65), (66) tvar

Φ = −(MW ,MV , Nx,Nz, Px −Nx, Pz −Nz). (4.71)

Má tedy význam fyzikálních sil a momentů vznikajících v místě dotyku válce V
s podložkou a válců navzájem.
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4.2 Nevariační systém podrobený neholonomní vazbě

V minulé kapitole jsme demonstrovali na příkladech, že variační systém podro-
bený neholonomní vazbě je variační také ve vázaném smyslu. Vázaný systém,
který vznikl přidáním neholonomní vazby k nevariačnímu systému, může být
jak variační tak nevariační.
Typickým fyzikálním nevariačním nevázaným systémem je systém, ve kterém

se nezanedbají síly odporu okolního prostředí. Věnujme se proto v této kapitole
příkladům, ve kterých uvažujeme mechanické systémy v odporujícím prostředí,
kde sílu odporujícího prostředí reprezentuje Stokesova síla. Budeme hledat ta-
kové vazby, které převedou nevariační nevázaný systém na variační vázaný.
Podkladová fibrovaná varieta je v následujících příkladech stejná: X ≡ R,

Y ≡ R × R
2, souřadnice na bázi X značme standardně ϕ = (t), fibrované sou-

řadnice na Y ψ = (t, x, y) a asociované fibrované souřadnice na J1Y značme
ψ1 = (t, x, y, ẋ, ẏ). Stokesova síla má v asociovaných fibrovaných souřadnicích
na J1Y složky ~FS = −β(ẋ, ẏ), kde β > 0. Budeme užívat kontaktní 1-formy

ω1 = dx− ẋdt, ω2 = dy − ẏdt.

4.2.1 Neholonomní vazba: zachování mechanické energie

Neholonomní vazbou, která převede nevariační nevázaný mechanický systém po-
psaný výše na variační vázaný, je například požadavek zachování mechanické
energie systému. V následujících příkladech se budeme zajímat o tvar Chetae-
vovy vazební síly a dále o vlastnosti variačního vázaného systému.

Hmotný bod v odporujícím prostředí. Hmotný bod o hmotnosti m se
pohybuje v odporujícím prostředí. Nevázaný systém [α] je nevariační, je repre-
zentován Lepageovou 2-formou

α = βẋ ω1 ∧ dt+ βẏ ω2 ∧ dt+m (ω1 ∧ dẋ+ ω2 ∧ dẏ) (4.72)

a dynamickou formou

E = (mẍ+ βẋ)ω1 ∧ dt+ (mÿ + βẏ)ω2 ∧ dt.

Pohybové rovnice nevázaného systému mají tvar

mẍ+ βẋ = 0, mÿ + βẏ = 0. (4.73)
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Podrobme nevázaný systém vazbě

1
2
m(ẋ2 + ẏ2) = E0, (4.74)

která požaduje, aby se celková mechanická energie systému zachovávala.Normální
tvar vazby je

ẏ = g1(ẋ) =

√
2E0
m

− ẋ2.

Neholonomní vazba (78) definuje vazební podvarietu Q, dimQ = 4. Vázaný
systém [αQ] příslušný nevázanému systému [α] reprezentuje forma

αQ =
2E0

2E0
m

− ẋ2
ω1 ∧ dẋ. (4.75)

Redukované rovnice jsou tvaru

ẏ =

√
2E0
m

− ẋ2 , ẍ
2E0
(g1)2

= 0. (4.76)

Vidíme, že řešením redukovaných rovnic je

x = v0xt+ x0, y = t

√
2E0
m

− v20x + y0, (4.77)

kde v0x, x0, y0 jsou konstanty. Řešení (77) představuje pohyb rovnoměrný pří-
močarý s rychlostí ~v = (v0x,

√
2E0/m− v20x). Jde tedy o řešení shodné s ře-

šením pohybových rovnic volného hmotného bodu s počátečními podmínkami
x(0) = x0, y(0) = y0, ẋ = v0x, ẏ =

√
2E0/m− v20x.

Vazební podmínku (78) přepíšeme do tvaru

f1 =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2)− E0 = 0. (4.78)

Chetaevova vazební síla je

Φ = µ
(
∂f1

∂ẋ
,
∂f1

∂ẏ

)
= µ(mẋ,mẏ),

kde µ je funkce na Q. Zavedením Chetaevovy vazební síly do nevázaných rovnic
dostáváme deformované pohybové rovnice:

mẍ+ (β −mµ)ẋ = 0, mÿ + (β −mµ)ẏ = 0. (4.79)
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Po dosazení řešení (77) do deformovaných rovnic dostáváme vztah µ = β
m
a

Chetaevova vazební síla má tvar

Φ = β(ẋ, ẏ), (4.80)

což znamená, že kompenzuje odporující sílu prostředí. Vázaný mechanický sys-
tém je variační. Lepageova vazební 1-forma není pro variační vázaný systém dána
jednoznačně. Uvádíme tři vazební Lepageovy 1-formy reprezentující systém [αQ]:

ηA = −mg1 ϕ̄1,

ηB =
1
2
C
2E0
m

ẋ2 dt+ C
2E0
m

ẋ ω1 −
(
mg1 + C(g1)3

)
ϕ̄1, (4.81)

ηC =


−E0 ln(g

1)2 +

√
E0m

2
ẋ ln

√
2E0
m

− ẋ
√
2E0
m
+ ẋ


 dt+

+



√
E0m

2
ln

√
2E0
m

− ẋ
√
2E0
m
+ ẋ


 ω1.

Vidíme, že u formy η̄A je L̄1 6= 0, L̄ = 0, zatímco u formy η̄C je tomu právě
naopak a vazební Lepageova 1-forma η̄B je zadána nenulovými funkcemi L̄, L̄1.
Není však pravidlem, že by bylo možno u každého variačního vázaného systému
najít vazební Lepageovu 1-formu s libovolnou kombinací nulových a nenulových
funkcí L̄ a L̄i, což uvidíme v následujícím příkladě.

Hmotný bod v odporujícím prostředí v tíhovém poli Země. Hmotný
bod o hmotnosti m se pohybuje v tíhovém poli Země s tíhovým zrychlením
~G = (G, 0). Nulovou hladinu potenciální energie volíme x = 0. Uvažujeme odpor
prostředí. Nevázaný systém [α] je nevariační, je reprezentován Lepageovou 2-
formou

α = (βẋ−mG)ω1 ∧ dt+ βẏ ω2 ∧ dt+m(ω1 ∧ dẋ+ ω2 ∧ dẏ). (4.82)

Dynamická forma reprezentující nevázaný systém je

E = (mẍ+ βẋ−mG)ω1 ∧ dt+ (mÿ + βẏ)ω2 ∧ dt.
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Pohybové rovnice nevázaného systému:

mẍ+ βẋ−mG = 0, mÿ + βẏ = 0. (4.83)

Podrobme systém vazbě

E0 =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2)−mGx (4.84)

tj.

ẏ = g1(ẋ) =

√
2E0
m
+ 2Gx− ẋ2.

vyjadřující opět zákon zachování mechanické energie. Neholonomní vazba (84)
definuje vazební podvarietu Q, dimQ = 4. Vázaný systém [αQ] příslušný nevá-
zanému systému [α] reprezentuje forma

αQ = −mG

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
ω1 ∧ dt+m

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
ω1 ∧ dẋ. (4.85)

Redukované pohybové rovnice jsou

ẏ =

√
2E0
m
+ 2Gx− ẋ2, mẍ

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
−mG

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
= 0. (4.86)

Řešením redukovaných rovnic dostáváme

x =
1
2
Gt2 + v0xt+ x0, y = t

√
2E0
m
+ 2Gx0 − v20x + y0, (4.87)

kde v0x, x0, y0 jsou konstanty. Řešením vázaného systému [αQ] je tedy vrh šikmý
v prostředí bez tření s počáteční rychlostí

~v0 = (v0x,
√
2E0/m+ 2Gx0 − v20x) = 0.

Zapíšeme-li vazební podmínku (84) ve tvaru

f1 =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2)−mGx− E0 = 0,

pak Chetaevova vazební síla má tvar Φ = µ(mẋ,mẏ), kde µ je funkce na Q.
Dostáváme deformované pohybové rovnice v podobě:

mẍ+ (β −mµ)ẋ−mG = 0, mÿ + (β −mµ)ẏ = 0. (4.88)

87



Po dosazení řešení vázaného systému do deformovaných rovnic dostáváme: µ =
β
m
a Chetaevova vazební síla má tvar

Φ = β(ẋ, ẏ), (4.89)

což znamená, že kompenzuje sílu odporujícího prostředí.
Vázaný mechanický systém je variační a vazební Lepageovu 1-formu můžeme

nalézt například ve tvaru:

η = −2mGx dt−m

√
2E0
m

− ẋ2 + 2Gx ϕ̄1, (4.90)

ve kterém L̄1 6= 0 a L̄ 6= 0. Pokusme se nalézt vazební Lepageovu 1-formu
takovou, že pro ni L̄1=0 . Z rovnic (3.94), (3.95) dostáváme podmínky pro funkci
L̄:

m

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
= −

∂2L̄

∂ẋ2
(4.91)

−mG

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
=
∂CL̄

∂x
−
d ′
C

dt
∂L̄

∂ẋ
. (4.92)

Tyto podmínky však nemají žádné řešení a proto nemůžeme nalézt vazební
Lepageovu 1-formu s nulovou funkcí L̄1. Obdobně zjistíme, že pro daný systém
neexistuje vazební Lepageova 1-forma, pro kterou L̄ = 0. Ačkoliv tedy vazební
Lepageova 1-forma není zadána pro daný vázaný variační systém jednoznačně,
existují v jednotlivých případech určitá omezení na její možné vyjádření.

Tlumený harmonický oscilátor. Hmotný bod o hmotnosti m kmitá okolo
rovnovážné polohy v odporujícím prostředí. Působí na něj pružná síla F =
−k(x, y) a síla odporujícího prostředí FS = −β(ẋ, ẏ), k > 0, β > 0. Nevázaný
systém [α] je nevariační, je reprezentován Lepageovou 2-formou

α = (βẋ+ kx)ω1 ∧ dt+ (βẏ + ky)ω2 ∧ dt+m(ω1 ∧ dẋ+ ω2 ∧ dẏ). (4.93)

Dynamická forma reprezentující nevázaný systém je

E = (mẍ+ βẋ+ kx)ω1 ∧ dt+ (mÿ + βẏ + ky)ω2 ∧ dt.

Pohybové rovnice nevázaného systému jsou:

mẍ+ βẋ+ kx = 0,
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mÿ + βẏ + ky = 0.

Uvažujme neholonomní vazbu

1
2
m(ẋ2 + ẏ2) +

1
2
k(x2 + y2) = E0, (4.94)

tj.

ẏ = g1(ẋ) =

√
2E0
m

−
k

m
(x2 + y2)− ẋ2,

která definuje vazební podvarietu Q, dimQ = 4. Vázaný systém [αQ] příslušný
nevázanému systému [α] reprezentuje forma:

αQ = kx

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
ω1 ∧ dt+m

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
ω1 ∧ dẋ. (4.95)

Redukované pohybové rovnice jsou

ẏ =

√
2E0
m

−
k

m
(x2 + y2)− ẋ2,

mẍ

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
+ kx

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
= 0.

Řešení redukovaného systému pro počáteční podmínky x(0) = A, y(0) =
√
2E0
k

−A2,
ẋ(0) = 0 je:

x = A cos

√
k

m
t, y =

√
2E0
k

−A2 cos

√
k

m
t, (4.96)

což jsou rovnice pro netlumený harmonický oscilátor v rovině xy. Chetaevova
vazební síla má pro neholonomní vazbu (94) ve tvaru

f1 =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2) +

1
2
k(x2 + y2)− E0 = 0

stejný tvar jako v předchozích dvou příkladech

Φ = µ(mẋ,mẏ), (4.97)

kde µ je funkce na Q. Dostáváme deformované pohybové rovnice ve tvaru:

mẍ+ (β −mµ)ẋ+ kx = 0, mÿ + (β −mµ)ẏ + ky = 0. (4.98)

Po dosazení řešení vázaného systému do deformovaných rovnic dostáváme: µ =
β
m
a Chetaevova vazební síla má tvar Φ = β(ẋ, ẏ), což znamená, že stejně jako

v předchozích příkladech kompenzuje odporovou sílu prostředí.
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Vázaný mechanický systém je variační a vazební Lepageovu 1-formu můžeme
nalézt například ve tvaru:

η = k(x2 + y2) dt−m

√
2E0
m

−
k

m
(x2 + y2)− ẋ2 ϕ̄1.

V předchozích příkladech jsme viděli, že fyzikálně jasně interpretovatelnou
vazbou, která převede nevariační nevázaný systém na variační vázaný systém
je požadavek konstantní celkové mechanické energie systému. Příslušná Cheta-
evova vazební síla totiž kompenzuje odporovou sílu prostředí a řešení vázaného
systému je shodné s řešením nevázaného systému zanedbávajícího tření se za-
danými počátečními podmínky splňujícími vazbu. Ovšem z hlediska popisu se
systémy odlišují. Vázaný systém charakterizuje vazební Lepageova 1-forma za-
daná funkcemi L̄ a L̄1, zatímco nevázaný systém bez tření je charakterizován
jednoznačně zadaným lagranžiánem L. Informaci o lagranžiánu L již ale ve funk-
cích L̄ a L̄1 nenalezneme; jde tedy z hlediska popisu o dva odlišné mechanické
systémy. Můžeme shrnout, že neholonomní vazba v podobě zachování mecha-
nické energie aplikovaná na fyzikální systém v odporujícím prostředí převádí
tento nevázaný systém na variační vázaný, který (z hlediska popisu) není to-
tožný s nevázaným systémem bez odporu prostředí, ačkoliv časový vývoj obou
systémů (pro počáteční podmínky splňující vazbu) je shodný.

4.2.2 Reonomní neholonomní vazba

Převod nevázaného nevariačního systému na vázaný variační se může uskutečnit
i prostřednictvím jiných neholonomních vazeb než požadavku na zachování me-
chanické energie systému. Následující příklady představují právě takové vazby.
Jde o matematické modely, které jsou již hůře fyzikálně interpretovatelné, nebu-
deme proto uvádět řešení vázaných systémů. Společným prvkem všech příkladů
je explicitní závislost vazby na čase.

Hmotný bod v odporujícím prostředí. Hmotný bod o hmotnosti m se
pohybuje v odporujícím prostředí. Nevázaný systém [α] je nevariační, je repre-
zentován Lepageovou 2-formou

α = βẋ ω1 ∧ dt+ βẏ ω2 ∧ dt+m(ω1 ∧ dẋ+ ω2 ∧ dẏ) (4.99)
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a dynamickou formou

E = (mẍ+ βẋ)ω1 ∧ dt+ (mÿ + βẏ)ω2 ∧ dt.

Pohybové rovnice nevázaného systému mají tvar

mẍ+ βẋ = 0, mÿ + βẏ = 0. (4.100)

Podrobme nevázaný systém vazbě

f1 =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2 + δt2)−A0 = 0, δ, A0 = konst, (4.101)

tj.

ẏ = g1(ẋ) =

√
2A0
m

− ẋ2 − δt2,

která zadává vztah mezi kinetickou energií systému a jistou funkcí času. Neho-
lonomní vazba (101) definuje vazební podvarietu Q, dimQ = 4. Vázaný systém
[αQ] reprezentuje forma

αQ = mẋ
δt

(g1)2
ω1 ∧ dt+m

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
ω1 ∧ dẋ (4.102)

a odtud redukované rovnice jsou

ẏ =

√
2A0
m

− ẋ2 − δt2 , mẍ

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
+mẋ

δt

(g1)2
= 0. (4.103)

Z redukovaných rovnic dostáváme:

ẋ = K

√
2A0
m

− δt2, ẏ =

√
(1−K2)

(
2A0
m

− δt2
)
, (4.104)

kde K je konstanta. Chetaevova vazební síla je Φ = µ(mẋ,mẏ), kde µ je funkce
na Q. Zavedením Chetaevovy vazební síly do nevázaných rovnic dostáváme de-
formované pohybové rovnice:

mẍ+ (β −mµ)ẋ = 0, mÿ + (β −mµ)ẏ = 0. (4.105)

Po dosazení (104) do deformovaných rovnic dostáváme vztah

µ = −
K2δt

ẋ2
+
β

m
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a Chetaevova vazební síla má tvar

Φ = −m
δt√

2A0
m

− δt2

(
K,
√
1−K2

)
+ β(ẋ, ẏ). (4.106)

Skládá se ze složky kompenzující odporující sílu prostředí a ze složky explicitně
závislé na čase. Vázaný mechanický systém je variační. Lepageova vazební 1-
forma může být například tvaru

η = −m

√
2A0
m

− ẋ2 − δt2 ϕ̄1. (4.107)

Hmotný bod v odporujícím prostředí v tíhovém poli Země. Hmotný
bod o hmotnosti m se pohybuje v tíhovém poli Země s tíhovým zrychlením
~G = (G, 0). Opět uvažujeme odpor prostředí. Nevázaný systém [α] je nevariační,
je reprezentován Lepageovou 2-formou

α = (βẋ−mG)ω1 ∧ dt+ βẏ ω2 ∧ dt+m(ω1 ∧ dẋ+ ω2 ∧ dẏ). (4.108)

Dynamická forma reprezentující nevázaný systém je

E = (mẍ+ βẋ−mG)ω1 ∧ dt+ (mÿ + βẏ)ω2 ∧ dt.

Pohybové rovnice nevázaného systému:

mẍ+ βẋ−mG = 0, mÿ + βẏ = 0. (4.109)

Podrobme systém vazbě

f1 =
1
2
m(ẋ2 + ẏ2) +mGx−A0 = 0, (4.110)

tj.

ẏ = g1(ẋ) =

√
2A0
m

− 2Gx− ẋ2,

která požaduje, aby se rozdíl kinetické a potenciální energie zachovával. Vazba
definuje vazební podvarietu Q, dimQ = 4. Vázaný systém [αQ] příslušný nevá-
zanému systému [α] reprezentuje forma

αQ = −mG

(
1−

ẋ2

(g1)2

)
ω1 ∧ dt+m

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
ω1 ∧ dẋ. (4.111)
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Redukované pohybové rovnice jsou

ẏ =

√
2A0
m

− 2Gx− ẋ2, mẍ

(
1 +

ẋ2

(g1)2

)
−mG

(
1−

ẋ2

(g1)2

)
= 0. (4.112)

Chetaevova vazební síla má tvar Φ = µ(mẋ,mẏ), kde µ je funkce na Q. Dostá-
váme deformované pohybové rovnice v podobě:

mẍ+ (β −mµ)ẋ−mG = 0, mÿ + (β −mµ)ẏ = 0. (4.113)

Vyjádříme multiplikátor µ z deformovaných rovnic. Dostaneme jej ve tvaru

µ =
β

m
−
G

ẋ

(
1−
(g1)2 − ẋ2

(g1)2 + ẋ2

)

a Chetaevova síla je

Φ = (βẋ, βẏ)−
mG

ẋ

(
1−
(g1)2 − ẋ2

(g1)2 + ẋ2

)
(ẋ, ẏ). (4.114)

Skládá se tedy ze složky kompenzující tření prostředí a z další složky. Vázaný
mechanický systém je variační a vazební Lepageovu 1-formu můžeme nalézt na-
příklad ve tvaru:

η = −m

√
2A0
m

− ẋ2 − 2Gx ϕ̄1. (4.115)

Tlumený harmonický oscilátor. Hmotný bod o hmotnosti m kmitá okolo
rovnovážné polohy v odporujícím prostředí. Působí na něj pružná síla F =
−k(x, y) a síla odporujícího prostředí FS = −β(ẋ, ẏ), β > 0, k > 0. Nevázaný
systém [α] je nevariační, je reprezentován Lepageovou 2-formou

α = (βẋ+ kx)ω1 ∧ dt+ (βẏ + ky)ω2 ∧ dt+m(ω1 ∧ dẋ+ ω2 ∧ dẏ).

Dynamická forma reprezentující nevázaný systém je

E = (mẍ+ βẋ+ kx)ω1 ∧ dt+ (mÿ + βẏ + ky)ω2 ∧ dt.

Pohybové rovnice nevázaného systému jsou:

mẍ+ βẋ+ kx = 0, mÿ + βẏ + ky = 0.

Uvažujme vazbu

ẏ = g1(ẋ) =
ẋ

1 +
t

T

,
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kde T je konstanta. Vazba definuje vazební podvarietu Q, dimQ = 4. Vázaný
systém [αQ] příslušný nevázanému systému [α] reprezentuje forma

αQ =
(
ẋ(β + βP 2 −

m

T
P 3) + kx+ kyP

)
ω1 ∧ dt+m

(
1 + P 2

)
ω1 ∧ dẋ, (4.116)

kde P ≡ 1
1+ t

T

. Redukované rovnice jsou

ẏ = ẋP , mẍ(1 + P 2) + ẋ(β + βP 2 −
m

T
P 3) + kx+ kyP = 0.

Chetaevova vazební síla má pro vazební podmínku

f1 = ẏ −
ẋ

1 +
t

T

= 0 (4.117)

tvar Φ = µ(−P, 1), kde µ je funkce na Q. Dostáváme deformované pohybové
rovnice v podobě:

mẍ+ βẋ+ kx+ µP = 0, mÿ + βẏ + ky − µ = 0.

Multiplikátor µ vyjádříme z deformovaných rovnic, jako v předchozím příkladě:

µ = −
1

1 + P 2

(
ẋ
mP 2

T
+ kxP − ky

)
.

Chetaevova vazební síla nabývá tvar

Φ =
1

1 + P 2

(
ẋ
mP 2

T
+ kxP − ky

)
(P,−1). (4.118)

Vidíme, že Chetaevova vazební síla neobsahuje složku, která by kompenzovala
tření prostředí. Narozdíl od předchozích dvou příkladů systémů vázaných neho-
lonomními reonomními vazbami, které bylo možno splnit jen eliminací Stokesovy
síly, lze vazbu (4.2.2) u harmonického oscilátoru splnit i v odporujícím prostředí.
Vázaný mechanický systém je variační a vazební Lepageovu 1-formu můžeme na-
lézt například ve tvaru:

η =
[
−
1
2
mẋ2(1 + P 2) +

1
2
k(x2 + y2)

]
dt

−T ẋ

[
β +

β

P 2
+
mP

T

]
ϕ̄1 −mẋ(1 + P 2)ω1.
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4.3 Triviální vazební Lepageova 1-forma

V tomto odstavci se budeme věnovat zajímavému aspektu geometrické teorie
neholonomních systémů, kterým je existence Eulerových-Lagrangeových rovnic
s identicky nulovou levou stranou. Ty vznikají jako důsledek nejednoznačnosti
vazební Lepageovy 1-formy η charakterizující vázaný variační systém [αQ]. Jak
jsme uvedli v předchozích kapitolách vázaný variační mechanický systém [αQ]
reprezentuje v geometrické teorii 2-forma na J1Y , jejíž obecný tvar je

αQ = dη = Ālω
l ∧ dt+ B̄lsω

l ∧ dq̇s + F̄ls ω
l ∧ ωs + ϕ,

kde ϕ je vazební 2-forma.
Nechť η1, η2 jsou vazební Lepageovy 1-formy příslušné vázanému variačnímu

systému [αQ]. Připomeňme relaci ekvivalence vazebních Lepageových 1-forem,
kterou jsme zavedli vztahem (3.96):

η1 ∼ η2 ⇔ dη1 − dη2 = F̄ls ω
l ∧ ωs + ϕ.

Vazební Lepageovu 1-formu τ = η1 − η2 budeme nazývat triviální vazební Le-
pageovou 1-formou a budeme ji pomocí funkcí na Q značených T̄ , T̄i v souladu
s (3.85) zapisovat ve tvaru:

τ = T̄dt+
∂T̄

∂q̇l
ωl + T̄i ϕ̄

i.

Triviální vazební Lepageova 1-forma je příslušná vázanému mechanickému sys-
tému s redukovanými pohybovými rovnicemi

εl
(
T̄
)
− T̄i εl

(
gi
)
≡ 0, (4.119)

f i = 0, kde

εl =
∂C
∂ql

−
d′C
dt

∂

∂q̇l
− q̈s ∂2

∂q̇l∂q̇s
,

∂Cf

∂ql
=
∂f

∂ql
+
∂gi

∂q̇l

∂f

∂qm−k+i
,

d′Cf
dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂ql
q̇l +

∂f

∂qm−k+i
gi, (4.120)

1 ≤ l, s ≤ m− k, 1 ≤ i ≤ k. Řešením systému (119) jsou libovolné Q-přípustné
řezy. Ze (119) dostáváme pro funkce T̄ , T̄i rovnice:
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∂C T̄

∂ql
−
d′C
dt

∂T̄

∂q̇l
= T̄i

(
∂Cg

i

∂ql
−
d′C
dt
∂gi

∂q̇l

)
, (4.121)

∂2T̄

∂q̇s∂q̇l
= T̄m−k+i

(
∂2gi

∂q̇s∂q̇l

)
. (4.122)

Tyto podmínky určují pro zadanou vazbu f i ≡ q̇m−k+i−gi = 0 triviální vazební
Lepageovu 1-formu.
Vnější derivací triviální vazební Lepageovy 1-formy τ dostáváme 2-formu ρ

charakterizující vázaný variační systém s vazebními Eulerovými- Lagrangeovými
rovnicemi s identicky nulovou levou stranou:

dτ = ρ =
1
2

[
∂T̄i

∂q̇s
ε′l(g

i)
]

Alt(l,s)

ωl ∧ ωs +
[
∂T̄i

∂q̇l

]
dq̇l ∧ ϕ̄i +

+
[
d′CT̄i

dt
+ T̄j

∂gj

∂qm−k+i
−

∂T̄

∂qm−k+i

]
dt ∧ ϕ̄i + (4.123)

+

[
∂C T̄i

∂ql
+ T̄j

∂2gj

∂q̇l∂qm−k+i
−

∂2T̄

∂q̇l∂qm−k+i

]
ωl ∧ ϕ̄i +

+
[

∂T̄i

∂qm−k+j

]

Alt(i,j)

ϕ̄j ∧ ϕ̄i,

kde

ε′l =
∂C
∂ql

−
d′C
dt

∂

∂q̇l
.

Všechny takové systémy patří do stejné třídy ekvivalence [αQ].
Vždy existuje triviální vazební Lepageova 1-forma τ taková, že ρ = dτ = 0,

tj. τ = dh, kde h(t, qσ, q̇l) je funkce na Q. V následujícím příkladu uvedeme
neholonomní vazbu, pro kterou ρ 6= 0.

Příklad. Uvažujme fibrovanou varietu Y , dimY = 4 a nevázaný systém [α]
na J1Y , který podrobíme vazbě typu

g1 = als(t, q
σ) q̇lq̇s. (4.124)

Zajímá nás, zda může nějaký mechanický systém [α] podrobený neholonomní
vazbě (124) přejít na triviální vázaný systém, pro nějž je ρ 6= 0.

96



Zvolme g1 = q̇3 = α
[
(q̇1)2 + (q̇2)2

]
, kde α = const, pak nalezneme pouze

triviální vázaný systém, pro nějž ρ = 0 a stejně tak pro g1 = αKq̇1q̇2, kde
K = const, K 6= 2,−2, 0.
Zvolme neholonomní vazbu

g1 =
(
q̇1 +

K

2
q̇2
)2

, (4.125)

pak z podmínky variačnosti vázaného systému dρ = 0 resp. z (123) dostáváme

ρ = adt ∧ ϕ̄1 + b ω1 ∧ ϕ̄1 +
K

2
b ω2 ∧ ϕ̄1 + cdq̇1 ∧ ϕ̄1 +

K

2
cdq̇2 ∧ ϕ̄1,

kde a, b, c jsou funkce na Q, které závisí na volbě konkrétního nevázaného sys-
tému [α]. Zvolíme-li např. takový nevázaný systém, že příslušný systém vázaný
vazbou (125) je charakterizován Lepageovou 1-formou τ zadanou funkcemi

T̄ = −ln(q̇1 +
K

2
q̇2)2, (4.126)

T̄1 = (q̇
1 +

K

2
q̇2)−2, (4.127)

dostáváme formu ρ ve tvaru

ρ = (q̇1 +
K

2
q̇2)−3(−2dq̇1 −Kdq̇2) ∧ ϕ̄1. (4.128)

Tato forma reprezentuje triviální vázaný variační mechanický systém. Pozname-
nejme, že jde o matematický model bez fyzikální interpretace.
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5 Závěr

Práce se zabývá důsledky definice variačnosti neholonomně vázaných systémů
v mechanice, která byla zavedena podle [26]. V kapitole 4 jsme se věnovali třem
tématickým okruhům spjatým s definicí vázané variačnosti. V souborech pří-
kladů jsme studovali:

1. variační systém podrobený neholonomní vazbě,

2. nevariační systém podrobený neholonomní vazbě,

3. triviální vazební Lepageovu 1-formu.

V prvním odstavci kapitoly 4 jsme se zabývali problematikou variačního ne-
vázaného systému podrobeného neholonomní vazbě. Z každého variačního ne-
vázaného mechanického systému vzniká přidáním libovolné neholonomní vazby
variační vázaný mechanický systém (viz věta 3.8). Funkce L̄, L̄i charakterizující
vazební Lepageovu 1-formu mohou být v tomto případě zadány pomocí lagranži-
ánu nevázaného systému (viz (3.97)), což jsme demonstrovali na příkladech s jas-
nou fyzikální interpretací. V příkladu (4.1.1) jsme studovali pohyb snakeboardu,
kde neholonomní vazba představovala požadavek, aby se kolečka snakeboardu
nesmýkala do boku. Podobně v příkladu (4.1.2) neholonomní vazba zajišťuje ne-
podkluzování válců. Kromě zadání příkladu (4.1.1), které bylo převzato z [24],
jsou oba příklady včetně konstrukce neholonomních vazeb (4.20), (4.21), (4.54)
původní a rozšiřují tak v literatuře malý počet kompletně řešených fyzikálních
příkladů s neholonomní tématikou. V příkladech byl kladen důraz na podrobnou
konstrukci neholonomních vazeb.
Kromě aplikace geometrické teorie neholonomních systémů, kterou shrnuje

teoretická část práce v kapitolách 2 a 3, jsme se v příkladech zaměřili na fyzi-
kální podstatu geometrických objektů. Pro konkrétní volbu funkce b(t) = π/4,
při které jezdí snakeboard zrychleně po kružnici, jsme nalezli Chetaevovu va-
zební sílu ve tvaru (4.34). První dvě složky vazební síly mají význam výslednice
dostředivé a tečné síly (vzhledem ke kružnicové trajektorii těžiště) působící na
těžiště snakeboardu a poslední složka má význam momentu síly, který způso-
buje rovnoměrně zrychlenou rotaci prkna kolem vertikální osy procházející jeho
těžištěm. Porovnáním řešení příkladu (4.1.2) ryze fyzikální metodou, tj. formu-
lací impulzových vět, s řešením pomocí geometrické teorie jsme získali vztah
Chetaevovy vazební síly a tlakových a třecích sil a jejich momentů (viz (4.71)).
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V druhém odstavci jsme nalezli příklady nevariačních systémů podrobených
neholonomní vazbě, která převádí nevariační nevázaný systém na systém vari-
ační. Nalezli jsme jak fyzikální příklady (viz 4.2.1), tak matematické modely (viz
4.2.2). Šest původních příkladů je rozděleno po třech do prvního a druhého po-
dodstavce. Nevariační nevázaný mechanický systém představují jak v 4.2.1 tak
v 4.2.2 postupně :

1. hmotný bod v odporujícím prostředí,

2. hmotný bod v odporujícím prostředí v tíhovém poli Země,

3. tlumený harmonický oscilátor.

V 4.2.1 jsou nevázané systémy podrobeny neholonomní podmínce představující
zachování mechanické energie, zatímco v druhém odstavci jsou podrobeny tytéž
systémy různým neholonomním vazbám, které spojuje explicitní závislost vazby
na čase. Všechny vázané systémy jsou variační.
Nalezením tří rozdílných vazebních Lepageových 1-forem (4.81) v prvním pří-

kladě jsme demonstrovali nejednoznačnost zadání vazební Lepageovy 1-formy.
V následujícím příkladě jsme ukázali, že nelze pro každý variační vázaný systém
nalézt vazební Lepageovu 1- formu s libovolnou předem zadanou kombinací nu-
lových a nenulových funkcí L̄, L̄i (viz podmínky (4.91) a (4.92)). Pro variační
vázaný systém neexistuje jednoznačná funkce obdobná lagranžiánu u variačního
nevázaného systému.
Neholonomní vazba v podobě zachování mechanické energie aplikovaná na

fyzikální systém v odporujícím prostředí převádí tento nevázaný systém na vari-
ační vázaný, který (z hlediska popisu) není totožný s nevázaným systémem bez
odporu prostředí, ačkoliv časový vývoj obou systémů (pro počáteční podmínky
splňující vazbu) je shodný. Vázaný systém je totiž charakterizován funkcemi L̄,
L̄i, zatímco nevázaný systém v neodporujícím prostředí je jednoznačně zadán
lagranžiánem L. Informaci o lagranžiánu L však již ve funkcích L̄, L̄i nenalez-
neme.
U všech příkladů jsme nalezli Chetaevovu sílu buď prostřednictvím nale-

zeného řešení systému (viz (4.80), (4.89), (4.97), (4.106)) anebo vyjádřením
multiplikátoru µ z deformovaných rovnic (viz (4.114), (4.118)). Chetaevovy síly
(4.80), (4.89), (4.97) zajišťující zachování mechanické energie vázaného systému
právě kompenzují Stokesovu sílu odporujícího prostředí, zatímco Chetaevovy síly
(4.106), (4.114) kromě složky kompenzující Stokesovu sílu obsahují i další složky.
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Splnění vazby (4.117) zajišťuje Chetaevova vazební síla (4.118), která Stokesovu
sílu odporujícího prostředí nekompenzuje.
V odstavci 4.3 jsme se věnovali zajímavému důsledku teorie variačních vá-

zaných systémů: existenci triviální vazební Lepageovy 1-formy. Vnější derivací
triviální vazební Lepageovy 1-formy dostáváme reprezentanta ρ (viz (4.123))
třídy ekvivalence [αQ], do níž náležejí všechny triviální vázané systémy. Vždy lze
najít uzavřenou triviální vazební Lepageovu 1-formu. Funkcemi (4.126), (4.127)
jsme zadali triviální vazební Lepageovu 1-formu, jejíž vnější derivací dostáváme
nenulovou formu ρ.
Koncept triviálních vazebních Lepageových 1-forem je možno studovat také

z fyzikálního úhlu pohledu. V budoucnu lze hledat odpovědi na otázky, jaký
nevázaný mechanický systém lze převést přidáním jisté neholonomní vazby na
vázaný triviální vazební systém a jaký tato vazba může nabývat tvar.
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